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DELLE 


SCIENZE MATEMATICHE 


PURE ED APPLICATE 



Diffrazione ( Ottica ). Si dà questo nome alla proprietà che hanno i raggi 
luminosi di piegarsi e deviare dalla loro naturale direzione allorché passano in 
vicinanza di un corpo opaco. 

Quando un raggio solare passa per un piccolo foro, ovvero è raccolto in un 
punto per mezzo di una lente biconvessa , se nel divergere da questo punto in- 
contra una piccola lastra opaca, l’ombra di questa lastra raccolta sopra una 
superficie paralella sarà circondata da una serie di strisce colorite o frange. I 
fenomeni curiosi e variati che presenta questa proprietà sono stati con accura- 
tezza osservati e studiati da Fresnel, da Toung e da Fraunhofer , alle memorie 
dei quali rimanderemo il lettore non meno che ai trattati di ottica di Brewsler 
e di Herschel. 

D1GGES ( Leo»à*do), distinto matematico inglese del sedicesimo secolo, discen- 
deva da un'antica famiglia della contea di K.ent. Sebbene nato a Diggescnurt , 
nella parrocchia di Barbam nella stessa contea, fu educato ad Oxford; ma esten- 
do proprietario di estesi terreni ti ritirò ne’ suoi possessi, ove dedicò tutte le tue 
ore allo studio della geometria pratica coi coltivò con gran successo. Egli mori 
nel s 5^4 - I suoi scritti abbondano d’ idee originali esposte e sviluppate con molta 
chiarezza , ma i grandi progressi che ha fatto in seguito la scienza hanno tolto 
loro qualunque interesse. 

Eccone" la nota : I Tectonicum ; briefly showing thè exact Measuring and 
speedy Reckoning of all manner of Lands , Squarci, Timter , Stones , Stee- 
ples , etc. , i556, in-4 : di quest’opera il figlio dell’autore, Tommaso Digges, 
pubblicò nel i5ga una seconda edizione ampliata e corretta; ed una terza ne 
veone in luce nel 1647 ; H Pantomctria , in tre libri. £ questo un trattato di 
geometria pratica che fu pubblicato soltanto dopo la morte dell’autore, nel i5gi, 
in-fol. , per le cure di suo figlio che vi aggiunte A Discourte Gtomcirical of 
thè Five Regular and Platonic B od ics, containing sundry Thcorctical and Prac- 
tical Propositions arising from thè mutuai Confcrcncc of these Solidi, Inicri- 
ption , Circumtcription, and Transformation. Prima di quell’epoca, i geometri 
avevano di poco esteso le investigazioni contenute nel i5° libro di Euclide , e 
questo curioso trattato comprende la collezione più ampia delle proprietà dei 
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corpi regolari che sia comparsa avanti la pubblicazione delia Geometry un prove il 
«li Abramo Shurpc; III Prognostication Everlasting of Righi Good Effect ; or, 
Choice Rules to judge of thè fVeather by thè Sun , Moon , Start , etc, i555 , 
i556, e 1 564 i Q -4 , ristampato quindi con aggiunte e correzioni da suo figlio nel 
i5q2 in- 4 * 

DIGGES (Tommaso), figlio unico del precedente, fu educato con somma cura da 
suo padre, dal quale ricevè le prime lezioni di matematiche: quindi si recò ad 
Oxford, ove non tardò a distinguersi, ed in breve divenne uno dei primi geometri 
del suo tempo. Abbracciato avendo la professione militare, fu dalla regina Elisa- 
betta creato commissario generale delle truppe inviate a soccorrere gli abitanti 
de* Paesi Bassi: tale impiego lo pose in grado d* istruirsi più particolarmente 
nella scienza delle operazioni militari, e le più delle sue opere si aggirano ap- 
punto sull’ applicazione delle matematiche all'arte della guerra. Morì nel i5g5. 

Oltre le aggiunte di cui ha arricchito le opere di suo padre , Tommaso Digges 
ha pubblicalo: I Alae sive scoine rnathcmaticae, 15^3 ; in-4 ; opera curiosa; 
II A letter on parali dx , stampata nel Paraliactìcae commentationit praxeos - 
< /ne nuclcus quidam , i573 , in-4 di Dee; 111 An Arithmetical Military Trea - 
tise , containing so much of arithmetic as is necessary towards military di- 
scipline, 15^9, in-»4; IV Stratioticos , an Arithmetical Warlike Trentine , 1679 » 
ristampato con aggiunte nel i5qo in-4* In questo trattato, oltre le ordinarie re- 
gole dell’ aritmetica , si espongono i prìncipi! dell’algebra e delle equazioni in 
un’ estensione proporzionata alle esigenze della professione militare. Uniti a que- 
st'opera si trovano due brevi discorsi, uno dei quali ha per iscopo di difendere 
il conte di Laicester contro la taccia di aver male difesa la città di Sluce, e 
l’altro ha per oggetto di esaminare i mezzi coi quali potrebbero respingersi le 
truppe nemiche che facessero un giorno uno sbarco nella contea di Reni o al- 
trove. V A perfect description of thè celestini orbs according to thè moti an- 
cient d oc trine of thè Pytagoreans ; opuscolo stampato come supplemento alla 
edizione da Ini pubblicata della Prognostication di suo padre, * 59 », in-4; Tom- 
maso Digges ha scritto pure parecchie altre opere che non sono state mai pub- 
blicate. 

DIGITO (Astron.). In astronomia dicesi digito la dodicesima parte del diametro 
apparente del sole o della luna. Ogni digito si divide in sessanta minuti; cosi, 
negli ecclissi del sole e della luna, si dice, per esempio, che vi sono dieci digiti 
ecclissati, quando rimangono coperti dieci dodicesimi del diametro apparente del 
sole o della luna. 

DIGRESSIONE ( Astron.). Allontanamento apparente dei pianeti dal Sole. Signi- 
fica lo stesso che elongazione , ma la parola digressione si usa più particolar- 
mente parlando dei pianeti inferiori, Mercurio e Venere, che non si allontanano 
dal sole che fino ad un certo punto: Mercurio si allontana di a 8 gradi, e Venere 
di 4®* Quando uno di questi due pianeti è nella sua massima digressione orien- 
tale o occidentale, il raggio visuale pel quale lo vediamo è una tangente all'or- 
bita del pianeta, il quale si fa vedere per qualche tempo alla stessa distanta dal 
sole ossia alla stessa elongazione : questa circostanza è opportunissima per calco- 
lare con esattezza la situazione e la grandezza dell’orbita, cioè il suo afelio, la 
sua eccentricità, ec. Pedi Afelio, Eccentricità, ec. 

DILATAZIONE ( Vedi Calorico). 

DIMENSIONE {Geom.), Lunghezza, larghezza, 0 altezza di un corpo. Le linee 
si concepiscono come non aventi che una sola dimensione, lunghezza ; le super- 
ficie come aventi solamente due dimensioni, lunghezza e larghezza , e final- 
mente i solidi come aventi tre dimensioni lunghezza , larghezza e altezza o 
profondità . Vedi. Linea, Solido, Superficie. 
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Ci serviamo ancora della parola dimensione in algebra per indicare il grado 
di uDa polenta o di un'equazione; coti l’ iucognila x ai dice avere una, due 
■ re ec. , dimensioni secondo che essa è elevala alla prima, seconda, lena, ec., 
polenta. In generale, una quaulità ha tante dimensioni quanti fattori entrano 
nella sua composizione: a, per esempio, è di una sola dimensione, ab è di due, 
aie di tre, abed di quattro, ec. 

DIMOSTRAZIONE. Ragionamento col quale si stabilisce la verità di una propo- 
sizione. 

Dimostrare, vale decomporre la proposizione enunciala per riportarla ai suoi 
elementi e farla dipendere da un' altra proposizione di già dimostrata o evidente 
per te medesima. Qualunque dimostrazione suppone perciò 1' esistenza di certa 
proposizione la di cui verità non può esser messa in dubbio, • piuttosto qualun- 
que dimostrazione postula un criterio della verità, verità che gli serve di base, 
poiché senza un tale criterio, sarebbe impossibile di arrivare ad alcuna certez- 
za ; ora esistono tre criteri! logici , e conseguentemente tre modi differenti di 
dimostrazione; questi sono. 

i. s Il pamcipio ni conte a dizione e n' identità ; , 

a.° Il pbircipio v' esclusione; 

3.* Il paiacipto ni ragion supficsbte. 

Sopra questi tre principii riposano le tre poposizioni generali seguenti che sono 
i fondamenti di tutte le nostre conoscenze. 

l.° Se due oggetti sono identici , tutto ciò che si può affermare dell' uno 
può essere egualmente affermato per /’ altro. — Quando non si può affermare 
di un oggetto tutto ciò che si può affermare di un altro, questi due oggetti 
non sono identici. 

a.” Due oggetti che si escludono scambievolmente non possono esistere 
insieme. 

3.° Una proposizione le di cui conseguenze sono false , è necessariamente 
falsa. — Una proposizione di cui tutte le conseguenze son vere , è necessaria- 
mente vera. 

Le dimostrazioni matematiche riposano in generale sul principio di contra- 
dizione. 

DINAME. ( Sist . melr. ) Nome che è stato proposto recentemente per darsi all'uni- 
tà di misura delle forze motrici. 

L’effetto prodotto da una forza motrice può sempre riportarsi ad un dato peso 
elevato ad un'altezza data in un tempo egualmente dato (Uedi Effetto); cosi 
prendendo il metro per uuità di altezza, e il secondo sessagesimale per unità 
di tempo, una forza capace d'innalzare 8 o chilogrammi a un metro in Un se- 
condo sarà doppia di quella che non può innalzare che 4 ° chilogrammi a mi 
metro nel medesimo tempo, e metà di quella che può elevare 160 chilogrammi 
alla medesima altezza nel medesimo tempo. L'abitudine di paragonare la forza 
motrice dell'acqua e del vapore a quelle dei cavalli fa ancora giornalmente in- 
dicare con un numero di cavalli la forza presunta di una macchina,’ ma per ren- 
dere il termine di paragone esattamente determinato, si è convenuto di chiamare 
cavallo-vapore la forza capace di elevare ^5 chilogrammi a i metro in un se- 
condo, questa è presso a poco la forza media di un cavallo, di modo che si ha 
il vantaggio di non allontanarsi dall' antiche valutazioni, e di sostituire al vago 
che risultava dal loro impiego con una determinazione esatta e precisa. Ed è per- 
ciò a questo cavallo-vapore che si vorrebbe applicare il nome di dinamo , che ci 
sembra molto più conveniente a indicare un’ unità astratta. 

DINAMICA. Ukità Dinamica. In aumento al dinamo o al cavallo vapore , adot- 
talo come termine di paragone uegli cilelli delle forze motrici, i meccanici 
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Inumo fatto scelta di un'unità particolare per valatare il lavoro dei motori, 
questo è lo sforzo sviluppato per trasportare un metro cubo d'acqua , ovvero il 
peso di 1000 chilogrammi, ad un metro di distaoza, senza tener conto del tempo 
del trasporto. Supponiamo che un uomo abbia tirato da un pozzo profondo io 
metri, 22000 chilogrammi di acqua in una giornata di otto ore di lavoro; 22000 
chilogrammi elevati a io metri , ovvero 220000 chilogrammi elevati a 1 metro 
essendo la medesima cosa , il suo lavoro sarà rappresentato in unità dinami- 
che da 

- 2 °°° ° = 220 unità dinamiche. 

1000 

In generale, P essendo il peso in chilogrammi trasportato in una giornata di 
lavoro, ed II la distanza in metri ove è stato condotto, il prodotto 

ovvero ?E cm 

esprime il numero di chilogrammi trasportati a un metro, e 

pflcm f 

1000 

il numero di unità dinamiche che misura il lavoro o P effetto utile del motore. 
1 / esponente cm indica qui che la quantità PH è un numero di chilogrammi 
elevali a un metro. 

Questo modo di paragonare l'effetto utile dei motori è indipendente dal tempo. 
11 prodotto PH si chiama la quantità di aiione sviluppata io tutta la durata del 
lavoro. Vedi Effetto. 

DINAMICA (da dvvazxi;, forza). Parte della meccanica che ha per oggetto le leggi 
del moto dei corpi, o le leggi dell'azione delle forze motrici. ( Vedi Meccanici.). 

DINAMOMETRO. ( Mec . ) lustramento per mezzo del quale si misura la forza di 
truizione esercitata da uu motore, e in generale si misura l'intensità di una for- 
za. Questo consiste in una stadera a molla munita di un quadrato sul quale un 
iudice, messo in molo dall'azione della forza, indica il grado di tensione della 
molla. Diverse forme sono state date a questo instrumento per renderlo proprio 
a paragonare fra loro le forze degli uomini e quelle degli animali. Si vedono a 
Parigi in tulli i luoghi pubblici dei dinamometri destinali a misurare la forza 
dei colpi di pugno. 

Il dinamometro- Regnier ,cosl chiamato dal nome del suo inventore, si compone 
di una molla di accaio abed ( Tav . CV y fig- 5 ), nella sua parte stretta è fissato 
un apparecchio il di cui pezzo principale e una leva curva efg\ il punto g 
di questa leva descrive un arco gh a misura che i due rami delia leva si av- 
vicinano l'uno all'altro, in seguito dell'azione esercitata alle due estremità. 
La parte gf della leva si appoggia contro un ago mobile ik , e fa percorrere 
al suo punto k un arco di circolo graduato le di cui divisioni indicano il peso 
corrispondente allo sforzo. Per divider quest' arco, si sospende la molla per 
una delle sue estremità , e si attaccano all' altra dei pesi conlinuameate più 
grandi. 

La misura degli sforzi di tramone si effettua attaccando il dinamometro per 
uno dei suoi lati a un punto resistente, come un muro (Tav. CV , Jig. 6 ) e 
facendolo tirare dall' altro lato dall' uomo o cavallo di cui si vuol provare la forza. 
Si ottiene in questo modo lo sforzo assoluto di cui il motore è istantaneamente 
capace. Per conoscer quello che può produrre movendosi esso medesimo in un 
dato tempo c con una data velocità, si attacca uno dei capi dell' iustrumcnto 
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alla resisterne, e »i attacca II motore all' altro. Per esempio, abitilo disposto un 
dinamometro fra il bilancino dì no cavallo attaccalo e il carro di una vettura, fu 
tensione dell' istniineiilo , quando il moto sarà stabilito, farà conoscere lo sforzo 
costante di traixioar. 

Il Regnier è ancora inventore ili diversi altri dinamometri, di cui possiamo 
vedere la descrizione nella sua Alemoire explicatio* de plusirurs machines. Ve- 
di ancora il Journal de C Èco/e Polytech. u. B 5. 

DINOCRATE, architetto e geometra celebre dell' antichità. Alessandro, vincitore 
di Dario e già padrone di una parte dell* Asia, attorniato dai capi del suo esei- 
cito, dava udienza ai re da lui soggiogati , quando uno strano mormorio sollevossi 
tra la folla che circondava la tenda reale, e richiamò P attenzione ilei giovine 
conquistatore sopra un personaggio straordinario che sembrava anelare il favore 
di parlargli. Era questi un uomo di alta statura, di maschia bellezza; hi lunga 
e nera sua chioma cadeva inanellata sul nerhotuto suo colla; ardito e fiero ave- 
va lo sguardo; ad eccezione di una pelle di leone gettata sulle lai ghe spalle, era 
Dui», ed aveva unto il corpo come uu atleta; infine cingeva') la nobile ed eli- 
cala sua fronte di una corona formata di raniuscelli di pioppo , ed app<>sj(i»- 
vasi ad una pesante clava. Di tutta la testa sormontava la l'olla dei capi e dei 
cortigiani che si aprì con rispetto avanti a lui. Alessandro stesso fu prem da 
ammirazione e da slu|>orc al suo aspetto, ed avendogli fatto seguo di approssimaci 
al suo tribunale gli dis»e: u-Chi sei? Che vuoi da Alessandro? — Mi chiamo 
u Dinocrate , rispose, e sono architetto macedone. Io ti reco il progetto ili un 
ti monumento degno del tuo gran nomee del tuo ingegno: parla , ed io tagheiò 
ti il munte Atlante in forma di statua umana; la sua mano destra conterià una 
«i città immensa, e nella siuislra una vasta taziji riceverà le acque della monta- 
li gna e le vergerà nel mare, u 

Alessaivlio ammiiò pr< bahi Imeni e P audacia e il genio di un artista che. aveva 
potuto conce p re siffatto progetto, ina la sua risposta prova che quel grand* u»— 
mo non amava soltanto la gloria ehe si associa all' esecuzione delle cose più dif- 
ficili : lo scopo di civilizzazione che egli aveva ili min lo teneva davvantaggio 
preoccupalo. Poco persuaso della realizzazione dei progetto a lui sottoposto, si 
contentò di domandare a Dinocrate come avrebbe fatto ad approvvisionare una 
lai città : P artista non potè risolvere questa difficoltà, ma Alessandro lo riteune 
presso di sé promettendogli di impiegare in breve i suoi latenti in un'opera più 
utile di quella che aveva sognata nella sua immaginazione. Infatti lo condusse in 
Egitto dove gli commise di disegnare e costruire la città d* Alessandria, che fu 
fondata nella CXIl olimpiade, circa 33a anni avanti G. C. Fu pure Dinocrate 
che restaurò il tempio di Efeso incendi. ito da Frustrato. La morte lo sorprese 
durante il regno del primo Tolomeo, mentre incaricato da quoto principe di 
costruire un tempio in onore di Arsinoe voleva per mezzo di una volta di ca- 
lamita sostenere in aria una statua di ferro. L* ispirazione de’Partisla non basta 
sola per P esecuzione dei lavori fatti o meditati da Dinocrate, così noi vediamo 
che gli antichi storici, i quali ci hanno conservato la sua memoria, ne parlano 
come di un geometra abile. Essi peiò non sono d’ accordo sul suo vero nome: 
da Plinio vieu chiamalo Dinochares , da Strabone C/àromocrates , o Chirocra- 
tes , da Plutarco Stasicraies , e Diocles da Euslazio : è pure stato toufuso con 
Cleomene, prefetto di Egitto. 

DIMOSTRATO, geometra greco della scuola di Platone, di cui fu amicissimo, vi- 
veva verso la fine del IV secolo avanti G. C. Nulla ci resta de* suoi scritti , ma 
Proclo nel capitolo quarto del secondo libro de* suoi commenti sopra Euclide 
lo dice fratello di Menecaro e lo cita come quegli che aveva potentemente 
contribuito a jverfe/ionare tutta la geometria. Si sa che il problema della Irise- 
Di*. di Hat . Poi. IV. x 
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«ione dell* angolo e della quadratura del circolo ha molto esercitato la pa- 
tienia degli antichi geometri. Pappo nella proposizione 25 del quarto libro delle 
sue Collezioni matematiche diceche Dinostrato, Nicomele ed altri geometri più 
giovani avevano fatto uso di una curva che avrebbe avuto il doppio vantaggio di 
dare la trisezione e la ruultiseiione dell 1 angolo non meno che la quadratura del 
circolo, se avesse potuto descriversi con un moto cootiuuo mediante la riga e 

11 compasso. Per tal ragione è stata appellata quadratene questa linea, che è del 
numero delle curve meccaniche e non adempie rigorosamente nè all'uno nè al- 
l’altro oggetto cui era destinala. Pappo fa inoltre vedere che la descrizione 
di tale curva presuppone la soluzione che essa dovrebbe dare. Egli non dice 
espressamente che Dinostrato ne fosse l’ inventore , ma lo nomina il primo tra 
quelli che ne hanno fallo uso, e la quadratrice ha conservalo il nome di questo 
geometra del quale niun* altra cosa sappiamo. 

DIOCLE, geometra greco, si è reso celebre per parecchie scoperte io geometria e 
specialmente per una soluzione ingegnosa del famoso problema dell» duplicazione 
del cubo, la quale si riduce, come si sa , a trovare due medie proporzionali tra 
due linee date. Eulocio, ne 1 suoi commenti sopra Archimede (Vedi pag. 1 38 delle 
Opere di Archimede, edizione di Oxford) ci ha conservato tale soluzione di Dii>- 
cle, la quale consiste nel descrivere in un circolo una curva cui è stato dato il 
nome di cisto de (simile all' edera). fc da notarsi che Eutncio non la indica 
che coi termini vaghi di certa curva , o della curva descritta come abbiamo 
detto , cosicché si può dubitare se sia Diocle quegli che abbia dato il nome di 
cissoide alla curva di cui è inventore. tutorio nou parla che dell 1 uno dei rami; 
è evidente che essa ne ha «lue perfettamente eguali e simili, i quali hanno per 
tangenle comune uno «lei diametri del circolo: sembra anzi che Diocle nou ne 
segnasse che la parte che è interiore al circolo. 

Ignorasi in qual tempo abbia vissuto questo filosofo: si suppone che vivesse 
nel 6 ° secolo, p sleriormenle a Tappo, per la ragione che questo geometra ri- 
portando diverse soluzioni del problema «Ielle due medie proporzionali non dice 
niente della cissoide. Diocle aveva composto un trattalo delle macchine-, da fuo- 
co , per quello che ci racconta Eutncio che ne aveva estratta la descrizione della 
cissoide. Da questa stessa opera, per inala sorte perduta , aveva pure traila una 
bella e dotta soluzione del problema che ha p«»r oggetto di tagliare la sfera in 
due segmenti che stiano tra toro iu un rapporto dato. Archimede aveva promesso 
la soluzione di questo problema, ma poi non ne aveva più |»arlalo. Parecchi au- 
tori si erano prefissi «li riparare a questa omissione. Eutocio ce ne ha conservalo 
tre differenti soluzioni. Egli sospetta che la prima possa essere dello stesso Ai- 
chimede, perchè è scritta in dialetto dorico; la seconda è di Dionisodoro , e la 
terza è quella di Diocle. Questo è quanto ci rimane di tale geometra; i nomi- 
nati due frammenti rendono più dolorosa la perdita «Irli 1 opera intera. 

DIOFANTO, d' Alessandria , è l'autore del più antico trattato d 1 Algebra che sia 
giunto fino a noi. È impossibile il determinare in un modo preciso P epoca in 
cui viveva questo dotto geometra, si lungo tempo dimenticalo, e «li cui gli scritti 
non sono stati restituiti all* Europa che in epoca assai recente. Bombelli afferma, 
senza die si sappia su qual fondamento, che Diofanto fioriva verso l'anno 160 
dell' era cristiana. Ba« het de Mcziriuc, uno de 1 suoi editori, confondendolo con 
un Diofanto astronomo o astrologo, sul quale un poeta chiamato Lucilio ha fatto 
un epigramma greco, vuole che fosse conterop«»raneo di Nerone. Alti», che riget- 
tano questa opinione, pretendono che vivesse verso l 1 anno 36o, fondandosi sopra 
un passo della Storia delle dinastie di Abulfaragio, in cui si dice che Diofanto, 
egiialruciiteche il filosofo Tcmisto, erano vissuti al tempo dell'imperatore Giulia- 
no Di tal numero è Gerardo Mcerinau , che nella ptefazionc al tuo Specimen 
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calcnì i Jluxionalis è entrato in molte particolari là rapporto a Diofanto. Lotto» 
rico delle matematiche. Montitela, adotta esso pure questa dola; ma Costali, che 
ha riassunto la questione nella sua totalità, nell* opera intitolata: Origine e tra- 
sporto in Italia dell algebra , cap. IV, non vede alcuna ragione per fissare 
una data precisa tra gli anni soo avanti G. C. e 4oo dopo; delle quali due epo- 
che la prima è indicata dalla citazione del matematico Ipsirle che si legge ir» 
uno dei libri di Diofanto, e la seconda dall* articolo in cui Suida pone nel nu- 
mero degli scritti della celebre fpazist, che peri nel 4i5-> un commento su questo 
autore. Questo intervallo di 600 anni sarebbe diminuito di circa 4°°* se sl * e ‘ 
guisse l'opinione di quelli che fanno vivere Ipsicle sotto Antonino. Il commento 
d' Ipazia, che avrebbe potuto somministrarci qualche lume su questo soggetto, 
non è giunto fino a noi , e l'opera di Diofanto non è stata conosciuta in Eu- 
ropa che nel i5° secolo, *5o anni dopo che l'algebra era stata trasportata in 
Italia da Luca Paccioli. 

Diofanto è egli l’inventore di questa scienza? Ciò parrebhe che potesse rile- 
varsi da una frase inserita nell* invio che egli fa della sua opera a Dionisio. La- 
grange è di questo sentimento nella 3* seduta delle Scuole normali , ove indica 
in poche parole, con quella chiarezza «he lo caratterizza, la forma e lo scopo 
dei lavori di Diofanto. Montitela però pensa, insieme con Wallis e Meerman , 
che l’espressione usata da Diofanto si riferisca piuttosto alt’ esposizione dei rne- 
todi che alla materia stessa : è infatti inconciliabile coll’ esperienza che noi ab- 
biamo del lento progresso delle umane cognizioni il supporre che Diofanto sia il 
solo inventore dell' analisi che porla il suo nome; se poi i predecessori di Dio- 
fanlo in questo ramo di scienza debbano rintracciarsi tra i Greci o tra gl’indiani, 
■è questa una questione tuttora irresoluta e sulla quale il lettore potrà consultare 
'Con frutto vai) passi dell'opera del professor Libri intitolata: Histoire des 
Sciences mnthémntiques en Italie. 

Quest’opera non porta altro titulo che quello di Aritmetica al pari di quelle 
degli autori del sedicesimo secolo, perchè allora l'algebra non era che la parte 
più elevala dell’ aritmetica. Newton stesso non la considerava che come un' arit- 
metica universale. Ma i primi algebristi erauo ben lungi dal fare uso di tanti 
segni quanti se ne vedono nel trattali recenti. Tali segni sono stati dapprima 
immaginati al solo fine di abbreviare le frasi del ragionamento, in modo da por- 
re nel tempo stesso sotto gli occhi un maggior numero di proposizioni onde ren- 
der più fiorile e più rapida la combinazione di quelle che sono contenute nel- 
1* enuuziato del quesito , e delle conseguenze che possono dedursene. Siccome 
queste proposizioni sono concepite di un piccolo numero di termini, i quali d'al- 
tronde ritornano frequentemente, si scorse subito di quale vantaggio sarebbero 
stali i segni abbreviativi. L'algebra ne offre di due specie: gli uni indicano ope- 
razioni da effettuarsi, gli altri rappresentano le grandezze che si considerano: 
questi ultimi, che sembrano essere stali i primi posti in uso, non sono ado- 
prali da Diofanto che per le incognite. Egli non rappresenta le quantità cognite 
che con numeri determinati. Rapporto alle operazioni, non fa uso di segno che 
per la sottrazione; ciò non ostante , con questo solo mezzo si eleva fino alle 
equazioni di secondo grado, ma egli riduce sempre le questioni di questo grado 
a semplici estrazioni di radici per mezzo «li considerazioni ingegnosissime , cer- 
cando invece delle incognite immediate del problema, altre quantità che ne dipen- 
dano per relazioni tali che dalla loro determinazione si passi facilmente a quella 
«Ielle incognite. Il quesito 3u del primo libro offre un esempio notabilissimo ed 
assai templi, e di questo metodo, e Lagraugc l'ha scelto per dare un'idea dell» 
via tenuta da Diolanto. Egli osserva con ragione, come una singolarità rimarca- 
bilissima, che la regola dei segni per la moltiplicazione dei fattori negativi •*» 
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posi* nell' operi» «li Diofanto come una semplice definitone, e crede die se I 
copisti non «vespro alteralo il testo essa dovrebbe esser presentata come un as- 
sioma : pare non «istante che anche questo sarebbe un difetto, ]>oirhè i prin- 
cipianti non possono comprendere la verità di questa regola che per mezzo di 
ragionamenti e di applicazioni assai pirlicolarizzate ; covi il Cossali io questa 
omissione di Diofanlo vede la prova che prima di lui esistevano dei trattali in 
cui quest» regola, c certamente molte altre, veniva stabilita per via di rigorose 
dimostrazioni ; e pen»M inolile clic le scoperte del nostro aul«*re si riferiscano, al- 
meno nella maggior parte, all’analisi indeterminata sulla quale principalmente si 
aggira la di lui opera. 

Dei tredici libri che componevano V intero trattato di Diofanto non sono per 
mala sorte giunti finn a noi cl>e i soli primi sei , ed un libro sui numeri n»ul- 
t «ngoli o poligoni. Tutti i uhi no scrìtti conosciuti sono egualmente incompleti. 
Badn t He Méziriac, di sopra citato, nella prefazione della sua edizione racconta 
che il cardinale Dupcrron gli aveva assicurato di aver posseduto un manoscritto 
completo di Diofanlo che gli era stato chiesto in prestito da Gosselin per prepa- 
rarne una nuova edizione con un commento, e che questo dotto essendo morto 
di una malattia peslilcnziate, il manoscritto era scomparso. Non è stato più ritro- 
vato. Forse esiste in arabo , se non una versione, almeno un estratto dell' intera 
opera di Diofanto. Sebbene in generale non si convenga che gli Arabi abbiano 
appreso dai Greci i primi elementi dell 1 algebra, che la maggior parte dei dotti 
fa derivare «lati’ India, non è meno vero che gli Arabi hanno tradotto Diofanto, 
come può vedersi in Castri , Bibliotheca arabico-hispana, toin. I, par. 3^o, col. 2 . 
È da desiderarsi «he gii orientalisti, nelle loro ricerche, non perdano di vista 
questo oggetto importante, poiché è tuttora permesso di sperare ohe la sorgente 
donde abbiamo ricavalo ciò che mancava nei manoscritti greci di Apollonio di 
Pcrga ci somministri il «'ompimenlo di quelli di Diofanto. 

Le sole parli olarità che si abbiano sulla vita di questo autore sono contenute 
in uno degli epigrammi dell' Antologia greca, seppure questo epigramma non è 
un semplice giuoco «li spirilo, come parerchi altri i quali non sono che enunciali 
di problemi sui numeri. Ecco la traduzione Ialina datane da Bachct de Méiiriac. 

I/ic Diophantus Itale t ttimulum , qui tempora vilue 
IHius mira denotai arte tili. 

E gii se xt antem juvenis , lanugine mnlas 
Vestire Itine eoe pi t parte duodecima. 

Septante uxori post haec social ur , et anno 
Formosus quinto nasci tur inde puer. 

Semissem aetatis postquam atti gì t il/e paternae , 

JnJ'ehx subita morte peremptus obit. 

Quatuor aestates genitor lugere superstes 
Cogitur : Itine onnos illius assequere. 

II che significa che » Diofanlo passò il sesto del tempo da Ini vissuto nell' in- 
vi fanzia , e un dodicesimo nell* adolescenza ; quindi si ammogliò, e in quest* 
m unione passò il settimo della sua vita annientato di cinque anni prima di avere 
r un figlio, al qua'e sopravvisse quattro anni , e che non giunse che alla metà 
» dell'età vissuta da) padre: qual'elà aveva Diofanto quando mori ? « La solu- 
zione di que>lo piohleuu la vedere ch'ei visse otlantaqualtro anni, il che d'al- 
tronde è facile^* verificarsi coll* cniinzialo stesso. 

Le principati edizioni di Diofanlo sono le seguenti: I Diophanti Alexandrim 
return arithnicti\.uiuin libri sex , quorum primi duo adjecta habent scholia 
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Maxi mi {ut conjectura est) Planudis , item liber de namerts poi y goni s seu 
tnuftangulis , opus incomparabile verae a rit firn et iene logisticae perfectionem 
continente paucis ad/tuc visum , a Guillelmo Xylandro Augustano , incredi- 
bili labore latine reddifum et commentariis explanatum , inque lucem editum , 
Basilea, i 5 ^ 5 , in fol. Questa prima edizione, assai difettosa, fa falla da Xilandro 
sopra un manoscritto di' ci trovò nel i 5 ^i a Viltemberga ; Rombelli insieme con 
Pazzi aveva cominciala una traduzione su quello del Valicano; ma non ne ter- 
minò ebe i primi cinque libri, e quelli neinm no pubblicò. Era quella la prima 
volta che facevasi menzione dei manoscritti di Diofanlo, da che erano stati ve- 
duti da Regiomontano, allorché venne in Italia nel i/j^o *, 11 Diophanti Alexan * 
drini rerum ec., nunc primum graece et latine editi^ atqrte absofutissimis 
commentariis illustrati , auctore C. G, Bacitelo Meziriaco, Parigi, i6ai , in-fol. 
In questa edizione il testo è mollo migliorato e i commenti sono istruttivi e 
giudiziosi; 111 Diophanti Alexnndrini ec . , cum commentariis C. G. Baciteli 
et olrseraat iom bus Petri de Fermati Tolosa, 1670, in-fol. Questa edizione, che 
le note di Fermai rendono preziosissima, fu pubblicata da suo figlio dietro un 
esemplare della precedente, sui margini del quale I* illustre geometra aveva som- 
mariamente indicate le sue belle scoperte nella teoria dei numeri. Il p. Billy vi 
ha aggiunto un estratto delle lettere di lermat; ma duole che sia stala soppressa 
la prefazione di Bachet. 1 primi sei libri di Diofanlo sono stati piuttosto ristretti 
e talvolta parafrasali che tradotti in francese, i primi quattro da Simone Sle- 
vino, e gli altri due da Alberto Girard. Si veda I* Aritmetica di Simone Ste- 
vino riveduta da Alberto Girard, i 6 a 5 in-8, ovvero l'edizione completa delle opere 
vìi Simone Slevino. Esiste una buona traduzione tedesca di Diofanlo pubblicata 
da Ottone Sctiulz a Berlino nel i8aa , in-8; ad essa va unita la versione del libro 
sopr i 4 numeri poligoni, che parimente in tedesco era stala eseguita da Posleger 
e pubblirata precedentemente col titolo di Diophantus uber die Po/ygonaltahlen 
ubersettt mit Ziisattim von Fried. Posleger , Lipsia, 1810, in-8. Due belle 
yfcsse (azioni sui problemi di Diofanlo si leggono nell'opera intitolata: Elementi 
di Fisica del p. Crivelli, Venezia, i? 44 ' 2 * n " 4 * 

DIONIS DU SEJOUR (Achille Pietro ), distinto aslronnno e matematico, nacque 
a Parigi il di 11 Gennajn 1734. Destinato a seguire la carriera del padre, che 
era consigliere nella corte des aides , fu mandato in età di nove anni nel col- 
legio dei gesuiti per farvi i suoi studj : ei vi passò circa sette anni, e durante 
quel tempo manifestò un 1 inclinazione invincibile ed una rara altitudine per le 
matematiche. 11 caso gli diede per condiscepolo il giovine Goudin dominalo dalle 
stesse inclinazioni, e destinato come esso alla magistratura. Fin d'alb*ra si uni- 
rono d' un' intima amicizia che durò tutta la loro vita, ed insieme si diedero alle 
acienze esatte, spendendovi tutto il tempo che loro avanzava dallo studio della 
giurisprudenza. Essi si annunziarono al mondo degli scienziati colla pubblica- 
zione di due opere assai notabili composte in comune: la prima ha per titolo: 
Traiti des courbes algébriques , Parigi, «756 , iu-ia; la seconda: Hecherches 
sur la gnomonique % les rétrogradations des planètes , et les éclipses de soletti 
Parigi, 17G1, iu-8. Quest'ultimo scritto attirò l'attenzione dei dotti sui giovani 
geometri, e particolarmente sopra Dionis che sembra averne composta la maggior 
parte; ma tale successo non potè cangiare in nulla le vedute de 1 suoi genitori, e 
nell’ intervallo della pubblicazione di queste due opere, Dionis fu ricevuto con- 
sigliere al parlamento nel 1758, dapprima nella quarta camera delle istanze di 
appellazione, poscia, nel 1779, nella gran camera. Continuò non ostante ad ap- 
plicarsi collo stesso zelo allo studio delle scienze; assistè con assiduità ai corsi 
di Clairaut, che lo distinse Ira i suoi discepoli, e che, apprezzando i suoi ta- 
lenti, contribuì nel 1765 11 farlo nominare socio libero dell' Accade mi a delle Scien- 
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xc. Questo titolo, quantunque semplice, lusingò ollremo«lo la molestia di Dionii, 
che non diede ascolto ai suggerimenti de' suoi confratelli nel parlamento, i quali 
tenevano che non fosse di sua convenienza 1 ' accettare un siffatto posto. In se- 
guito però volle essere socio ordinario onde acquistare tutti i diritti competenti 
a tale classe più distinta di accademici. 

tino dal suo ingresso nell'accademia, Dionis si diede all'applicazione dell'al- 
gebra all' astronomia. Senza che siano rivolli alla soluzione dei grandi problemi 
che presenta questa scienza , cui ammirabili ingegni hanno poscia assoggettato 
all'impero dell'alta analisi, i suoi lavori non sono meno rommendevnii, né me- 
ritano meno di esser citali tra quelli dei geometri del XVIII secolo. Trattò sue 
cessi vameute molle teorie, fece numerose applicazioni delle sue formule, ed arric- 
chì la scienza di una quantità d'importanti risultali sopra gli ecclissi , le co- 
mete, le apparizioni e le disparizioni dell'anello di Saturno. Gli ecclissi special- 
mente non erano stati giammai trattati con tanta pienezza con quanta lo furono 
da Dionis. Il suo metodo, che dà campo ad un gran numero di osservazioni, ne 
spiega tutte le circostanze, e vale altresì a risolvere molti problemi Bsici riferi- 
bili a tali fenomeni. Egli lo estese ai passaggi di Venere sul disco solare , e ci 
ha annunzialo quelli che gli astronomi appellano P8 Dicembre 187^, e il 6 Di- 
cembre 188:1. Si può consultare il ragguaglio di tali lavori nelle Memorie del- 
1 ' Accademia delle Scienze per gli anni 1761-74* 

Nel 1775 una circostanza singolare somministrò a Dionis il soggetto di un’ope- 
ra t hè molto conltibuì a render noto il suo nome. Lalande aveva composto una 
memoria intorno alle comete , ma per un impreveduto accidente non potè leg- 
gerla nella tornala pubblica dell' accademia come si era proposto. Tanto bastò 
perchè si spargesse tosto la voce che Lalande aveva annunziato 1 ' urto di una 
cometa, e che gli era sialo impedito di leggere all* Accademia la memoria nella 
quale questo astronomo, che godeva allora di una gran popolarità, aveva deter- 
minato le condizioni di tale fenomeno L'ignoranza e la credulità avevano tal- 
mente accreditato questa strana scoperta, che l'urto di questa terribile cometa 
faceva il soggetto di tulle le conversazioni ed eccitava i più vivi limori nel 
pubblico. Dionis fu uno di quelli che si adoprò a farli cessare, e in questa occa- 
sione pubblicò il suo Essai sur les cornè/cs en géne'ral , et pari icul ièr e meni 
sur celles qui penderti approc/ter de la terre , Parigi, » 774 % in* 8* Questo 
sci ilio fu letto con avidità, Dionis vi determinò tulle le circostanze necessarie 
per produrre l'urto della (erra con una cometa, e dimostrò la quasi impossibi- 
lità di questo funesto incontro. Sebbene tale opera fosse destinata particolarmente 
a quella parte del pubblico che si occupa più dei resultati che delle cause dei 
fenomeni, I' autore vi seppe far parlare alla scienza il suo linguaggio rigoroso 
senza diminuire in nulla la chiarezza delle sue dimostrazioni. 

L'anno seguente Dionis stampò il suo Essai sur les phénomènes relatifs ause 
dispositions ptfriodiques de Vannean de Safurne % Parigi, 1776, in-8. Egli vi 
ha ridotta tutta la teoria dell'anello di Saturno ad una equazione trascendente: 
l'esame del caso in cui questa equazione può avere tin numero impari di radici 
reali forma una pule dell'opera che è stimala dai geometri, quantunque inutile 
per la pratica. Ma l'opera la più importante di questo geometra è il suo Traité 
analytique des mouvements apparents des corps ce'/esfes , Parigi, 1785-89, 
a voi. in* 4 - Questo scritto altro non è che la riunione delle numerose memorie 
tu tutte le parli dell’ astronomia , delle quali aveva arricchito gli alti dell' Ac* 
endemia delle Scienze per veoliqualtro anni. Dionis gli rivide colla massima 
cura e ne formò un vero corso di astronomia analitica: ma per mala sorte le più 
delle sue formule sono lunghe e complicale , inconveniente gravissimo per le 
applicazioni, e che forse deve piuttosto attribuirsi alla gran generalità con cui 
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vengono considerati i fenomeni che ad un difetto per parie del geometra. Co- 
munque sia, tal libro è un vero monumento elevato alla gloria dell’ astronomia , 
e farà epoca nella storia di questa scienza, siccome quello che ha dato un nuovo 
esempio della fecondità dell’ analisi. 

L’astronomia però non era il solo oggetto delle sue meditazioni: la risoluzione 
generale delle equazioni, aigomento importantissimo e su cui hanno tanto lavorato 
in questi ultimi tempi i geometri, aveva più volte richiamato la sua attenzione. 
Si leggono nelle Memorie dell’ Accademia delle Scienze per l’anno 1773 i risultali 
«ielle sue prime ricerche su questo proposito. Le aveva estese poscia alle equa- 
zioni del quinto grado, e ne aveva formato l’argomento di una bella memoria 
cui si propoueva di dare in luce, quando fu assalito da una febbre maligna nella 
sua terra di Augerville, ove viveva ritiralo. Allora la rivoluzione aveva preso 
quel carattere terribile che la travolse nelle più att ori violenze. Dionis ne provò 
un dolore vivissimo, che la perdila di molli de’ suoi confratelli nel parlamento 
volpili dalla falce rivoluzionaria non fece che aumentare. Le inquietudini che ne 
concepì accelerarono i guasti della malattia dalla quale era aliai calo, e morì pianto 
da tutti quelli che avevano saputo apprezzare i suoi talenti ed il suo carattere, 
il aa Agosto 17; 4 v in età di Co anni. La memoria sulle equazioni sparve, non 
si sa come, dalla casa del defunto, e fu perduta per sempre. 

Diouis era membro delle Accademie di Stockholm, di Gottinga, e della Società 
Reale di Londra. Non ostante la numerosa corrispondenza che teneva coi princi- 
pali dotti dell'Europa, e la conosciuta sua perseveranza nelle ricerche scientifi- 
che alle quali si applicava con trasporto, non adempiva con minore zelo le sue 
funzioni di consigliere nel parlamento. Sorprendeva i suoi confratelli per lu quan- 
tità dì affari ai quali dava disbrigo, e discuteva le cause con una precisione ed 
uua i ni parzialità rara. La sua vita di magistrato è piena di azioni che rammen- 
tano la sua umanità e la sua indole benefica a favore degli oppressi. Non cono- 
sceva che il sentinieuto dell’ utilità , e questo tenendo per unica sua guida anco in 
quei tempi infelici in cui l’esercizio dellu sua carica cominciava a divenite difficile 
e pericoloso, meritò gli elogi di cui viene oggi onorato e come geometra e come 
magistrato. Allorché scoppiò la rivoluzione, Dionis fu membro dell’ assemblea 
costituente, dopo essere stato deputato agli stati generali per 1’ ordine della no- 
biltà. Vi sostenne la causa di quella libertà saggia che era conforme a’suoi prin- 
c, pj , e fece restituire al celebre La«range la pensione che un decreto generale 
gli aveva tolto. Non si ammogliò, e passò tutta la sua vita con suo padre che gli 
sopravvisse di alcuni anni. La sua ricreazione favolila era di andare ad ascol- 
tare la musica dell’opera. Ricercava le società colte. Era gajo, amabile; si ac- 
comodava talvolta allo scherzo, ma ad uno scherzare dolce, ingegnoso, che ac- 
compagnato dallo spirito e dalla grazia diffonde l’ilarità su tulli gl’ individui 
della società senza offendere quello che n’ è l’oggetto. Un matematico si pre- 
sentò un giorno a lui per offrirgli una soluzione del famoso problema delia qua- 
dratura del circolo, e pregarlo di fame un rapporto all’Accademia. Dionis 1 * ac- 
coglie, prende la memoria, dà un'occhiaia alla dimostrazione, ed obbietta che 
essa tende a distruggere le proprietà del quadralo dell' ipotenusa, fondamento di 
tutta la geometria, w È appunto questo ciò che io pretendo dimostrare, rispose 
« il matematico n. A tale bestemmia, Dionis giudicò che era d’uopo sbarazzami 
di un simile eresiarca. « Signore, gli disse coi» aria di confidenza, quando l’A»- 
v> endemia ammette un nuovo membro, lo fa entrare in una camera nera per gì 11- 
* rarvi di sostenere la proposizione della geometria, sulla cui rovina voi fabbricate 
r proposizione. Vedete bene che essendo io passato per tale prola, 

*» non potrei assumere l'incarico di presentare il Vostro lavoro senza commettere 
« un azione che repugna alla mia coscienza». 11 matematico, ingannato dall' iro- 
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uia, ti ritirò soddisfallo della risposta, affermando a Dionis che lo riconosceva 
pel piò onest* uomo del mondo. 

DIOTTRICA (Da »(a, a traverso , e da órr ouac, io vedo). Scienza della propor- 
zione della luce per mezzo della retrazione. È uno dei rami dell 1 Grate*. Si teda 
Del Dizionario questa parola. 

Ogni raggio luminoso che, traversando un mezzo qualunque, ne incontra un 
altro di densità o di natura differente, cambia di direzione; se non può pene- 
trar* questo secondo mezzo, si reflette alla sua superficie; se può penetrai lo'^si 
rompe o si refrange nell' entrarvi. Le leggi della recessione della luce formuliti 
r Oggetto della Catottrica (Si veda questa parola nel Dizionario); quelle della 
refrazione sono I 1 oggetto della Diottrica. 

Questa scienza, di cui gli antichi non hanno avuto che una imperfettissima 
cognizione, e che presso i moderni non sembra risalire che a Snellio e a Descar- 
tes, hi ricevuto recentemente una prodigiosa umiliazione per le scopette di 
Fresnel, di Brewster, di Malus, del dott. YouDg, e per le belle esperienze d* Mai, 
di Arago e di Iier*chel figlio. Ciò non ostante, se la diottrica sì è estesa sotto il 
rapporto delle cognizioni pratiche, il principio primo di questa scienza è rimasto 
tuttavia inaccessibile a tutti gli sforzi degli osservatori , e le due ipotesi o i due 
•isterni della propagazione della luce, cioè: quello dell' emissione , e quello delle 
ondulazioni ( Vedi Ottica), che dividono oggigiorno i fìsici, non sono ancora ri- 
vestili di un grado di certezza abbastanza elevato da potere stabilirsi con esclu- 
sione. 

Ma Tesarne di queste difficoltà è interamente della competenza della fisica, e 
noi non dobbiamo adesso considerare che i risultati matematici della scienza, o 
almeno quelli de 1 suoi resultati che sussistono indipendentemente da qualunque 
ipotesi sulla natura de la luce e sul suo modo di propagazione. Questi risultali 
sono di due specie, essi comprendono i # le proprietà generali della luce, quan- 
do essa attraversa i corpi trasparenti , e la maniera con cui i raggi luminosi si 
spazzano e deviano o si approssimano tra loro indipendentemente dalla visione; 
a 0 i fenomeni che ne risultano rapporto alla visione degli oggetti. 

La prima parte sarà trattala alla parola Repsahohe; la seconda formerà l'ar- 
gomento di varf; arhciili. Si vedano nel Dizionario le parole Lk.ntb , Menisco t 
Vetro, come pure Telescopio e Microscopio. 

DIOTTRICO (Ortica). Si dice in generale diottrico ciò che si riferisce alla diot- 
trica : questo termine è opposto a catottrico. Cosi si dice telescopio diottrico un 
telescopio di retrazione, ciré composto interamente di lenti, in opposizione al te- 
lescopio catottrico o cat adiottrico , che è un telescopio di inflessione, cioè com- 
posto di specchi u di lenti e di specchi. 

DIRETTO (Alg.). Allorquando due quantità m e n dipendono da due altre quan- 
tità M e N , e che il rapporto delle prime è il medesimo di quello delle seconde, 
cioè, quando si ha 

m : n : : M : N , 

si dice che m e n sono in rapporto o ragione diretta di M e N ; nel mentre, 
che si chiama rapporto inverso o reciproco , quello che avrebbe luogo, se si 

avesse 

n : m : : M : N. 

La prima cura che dobbiamo avere quando si vuole stabilire una proporzione 
per operare la regola del tre , essa è di esaminare se i rapporti sono diretti o 
inversi. Vedi Regola del tre. 

DIRETTO (Astron.). In astronomia, si dice che i pianeti sono diretti quando 
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sembrano muoversi da occidente in oriente secondo 1 * ordine dei segni dello zo- 
diaco. Fedi Pianiti. • 

La combinazione del moto proprio della terra con quello dei pianeti dà a que- 
sti ultimi diverse apparenze che s'indicano colle parole: diretto , stazionario e 
retrogrado : così, per opposizione a pianeta diretto , si dice pianeta retrogra- 
do quello che sembra muoversi nell' ordine inverso dei segni, cioè da oriente in 
occidente, e pianeta stazionario quello che sembra restare immobile nello stesso 
punto del cielo. 

DIRETTO ( Ottica y. Dicesi in ottica visione diretta di un oggetto quella che è 
prodotta dai raggi diretti , cioè dai raggi che vengono direttamente e immedia- 
tamente dall’ oggetto all' occhio. Essa è opposta alla visione che si ottiene me- 
diante i raggi reflessi o refratti, cioè mediante i raggi che partono daU’oggetlo 
e che prima di giungere all'occhio cadono sulla superficie di uno specchio che 
a noi li rimanda, o sulla superficie di un corpo trasparente che gli rompe e a 
traverso del quale passano. 

DIRETTRICE {Geom.). Retta lungo della quale si fa strisciare un'altra linea o 
una superficie per descrivere una figura piana o solida. Fedi Generazione, e le 
diverse Sezioni Coniche. 

DIREZIONE (Mec. ). Retta secondo la quale un corpo si muove ovvero è consi- 
derato muoversi. 

Si chiama in particolare linea di direzione , quella che passa pel ceolro di 
gravità di un corpo, c per il centro della terra. Quando questa linea non passa 
nel medesimo tempo per il punto di appoggio del corpo, supposto elevato al di 
sopra della superficie della terra, bisogna necessariamente che esso cada sopra 
questa superfìcie. 

L' angolo di direzione è l'angolo compreso fra le direzioni di due potenze 
cospiranti. Fedi Potenza. 

Nella geometria, si dire che tre punti hanno una medesima direzione, o sono 
nella medesima direzione, quando essi si trovano sopra una sola e medesima 
linea retta. 

DISCENDENTE (Astron.). Si dicono in astronomia segni discendenti quelli nel 
percorrere i quali il sole va accostandosi al polo depresso: cosi nel nostro emi- 
sfero boreale i segni discendenti sono quelli compresi dal 3* al 9 % cioè, il Can- 
cro, il Leone, la Vergine, la Libbra, lo Scorpione e il Sagittario. 

DISCENSIONALE {Astron.). Differenza discensionale è la differenza tra la di- 
scensione retta e la discensione obliqua di una stessa stella o di uno stesso puuto 
del cielo. Fedi Ascensionale. 

DISCENSIONE {Astron.). La discensione di un astro è, come la sua ascensione , 
( F edi Ascensione) retta o obliqua. La discensione retta di una stella è la di- 
stanza tra il punto equinoziale e il punto dell'equatore che nella sfera retta 
discende sotto l'orizzonte insieme colla stella; essa è eguale all’ascensione retta. 
La discensione obliqua è determinata dal punto dell'equatore che discende sotto 
l'orizzonte nel tempo stesso della stella nella sfera obliqua. Cosi le discensioni, 
sì rette che oblique, si contano dal primo punto dell’ Ariete secondo l'ordine 
dei segni, cioè da occidente in oriente, lungo l'equatore. Questa parola peraltro 
in oggi è poco usata, e si adopra piuttosto 1 ' espressione di ascensione retta , 
che è la sola veramente necessaria quando si fa uso degli archi dell'equatore per 
determinare U posizione delle stelle. 

DISCESA {Meco. ). Le leggi della discesa dei corpi formano un ramo importante 
della meccanica; esse si troiano esposte in varj articoli di questo Dizionario. 
Fedi Acceleeazione, Piano inclinato, Resistenza. 

Dit di. Mal. Fot. HI. 3. 
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Quando un corpo cade liberamente alla ruperficie della terra , in virtù del 
aolo tuo peso , il moto di rotazione della terra lo fa deviare dalla verticale in 
un modo tanto sensibile da poter dimostrare per mezzo dell’ esperienza questo 
molo tanto tempo contrastato. Vedi Deviazione. 

DISCO (Astron.). È il corpo di un astro come apparisce ai nostri occhi. La lar- 
ghezza del disco del sole ti divide in dodici parti che si dicono digiti : lo stesso 
ha luogo pel disco della luoa. La grandezza di un e eclisse si misura dal nume- 
ro dei digiti ecclissati. Vedi Ecclissb. 

DISCRETO (Aritm.). Parola antica con la quale ti designava una quantità le di 
cui parli non erano punto continue, o unite insieme. Vedi Quahtità 

DISCUSSIONE (Alg. e Geom,). Tutti i problemi che si risolvono in un modo 
generale per mezzo dell' analisi danno per risultamento una formula ; P esami- 
nare in quali casi questa formula è possibile, in quali assurda , e alle particola- 
rità a cui può dar luogo a seconda delle diverse supposizioni che si potsauo fare 
sopra le quantità che ci sono contenute, e ciò che si chiama discussione. 

Sceglieremo fra l'immenso numero di casi, che tu questo articolo possono in- 
contrarsi , i più importanti, e tali che servano di norma a qualunque siasi altro. 

DISCUSSIONE DELL' EQUAZIONI E PROBLEMI 

DI 


1.* B 8.» GRADO 


i. Qualunque equazione letterale del primo grado ad una sola incognita può 
sempre riportarsi ( Vedi Equazioni ) alla seguente forma 

Ax = B (i). 

Con due incognite, alla forma 

A x-t-B yeze. C | 

A'x-t-B' r =C' j (a)- 

Con tre incognite, alla forma 

A x-t-B j--t-C z= D j 

A' x-f-B' j—t-C f * = D' ( (3), 

A"x-+-B"jH-C' , z= D 7 ' J 

e cosi in seguito per un maggior numero d'incognite. 

a. Dalla teoria deH'equazioni ( Vedi Equazioni) si deducono ancora per il ■*. 
a“. 3.° ec. sistema, i seguenti valori generali per l'incognito, 
i ° Sistema 

_ B. 

X A ’ 

a. 0 Sistema 


BC' — B’C 

X A'B — AB' * 


A'C — AC' 
T ~ A'B — AB' ‘ 
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DB'C"— DC'B"-+-CD'B' , -BiyC"-4-BC , D"— CB'D" 

X = AB'C" — AC' A'B" — BA'C" -t-BC'A''-CB' A» ’ 

_ AD'C"— AC'D"-t-CA'D"— DA'C"-4-DC'A"— CD'A" 
r ~AB'C"— AC'B"-+-CA'B"_ BA'C"-t-BC'A''— CB'A" ’ 

__ AB'D"_AD'B"-+-DA'B"— BA'D"h-BD'A"— DB'A" 

* ~ AB'C"-AC'B"-i-CA'B" — BA'C"-4-BC'A" —CB'A" ’ 

e rosi in legnilo per gli altri. Premevo ciò discutiamo questi valori generali. 

3. Risulta in primo luogo dalla loro ispezione che, nell' applicazioni partico- 
lari, possiamo ottenere quattro specie di risposte per i problemi di primo grado, 

, p 

cioè: dei valori positivi , dei valori negativi , dei valori della forma — , fi- 

o 

nalraente, dei valori della forma — . 

o 

4* Primieramente, i valori positivi sono ordinariamente risposte alle questioni, 
nel senso del loro enunciato. Osserveremo però che , per certi problemi s tutti i 
valori positivi noa soddisfanno all' enunciato. Se per esempio, la natura del 
problema esige che i numeri cercati siano interi , e che invece si trovino dei 
numeri frazionari , il problema non può essere risoluto. Alcune volte ancora 
la natura del problema esige che i numeri incogniti non superino numeri cono- 
sciuti e dati a priori , o che siano al di sotto di altri numeri. Se i valori otte- 
nuti , quantunque positivi non soddisfanno a questa condizione che comporta 
P enuncialo, ma che non può esprimersi da un'equazione, il problema non può 
essere risoluto. Cosi , i valori positivi delV incognite sono , a parlare pro- 
priamente , risposte dirette all ' equazioni; ed esse non sono soluzioni della 
questione , che nel caso in cui la loro natura si concili con quello che esige 
r enunciato. Per concepire come un numero possa verificare un' equazione, senza 
verificare il problema cui essa é la traduzione algebrica, basta osservare che 
una medesima equazione è la traduzione algebrica di un' infinità di problemi , 
di cui gli uni ammettono tutti i numeri assoluti possibili per soluzione e gli al- 
tri non ammettono che numeri di una data natura. 

5. In un gran numero di problemi, non possiamo ammettere per le incognite 
che valori positivi; dimodoché se ne troviamo dei negativi , bisogna uon tenerne 
conto. Ma spesso basta cangiare il senso di alcune restrizioni che si sono portate 
nell'enunciato del problema, mettendolo in equazione, o di modificare alcuna 
delie condizioni comprese in quest'enunciato, seuza cangiare le quantità date, 
perchè l' incognite riguardo alle quali si erano trovati i valori negativi, ammet- 
tano valori positivi numericamente eguali ai primi» 

Per fissare l'idee, supponiamo che risolvendo 1' equazioni di un problema, si 
«a trovato, per un'incognita x, un valore negativo — a. È evidente che con la 
sostituzione del valore — fl in luogo di x, nell' equazioni , si hanno i medesimi 
ricultamenli tanto se si mettesse prima x per — x, e che quindi invece di x si 
sostituisse il valore -4-a. Segue da ciò che, quando abbiamo cangiato x in — x 
le nuove equazioni ammettono una soluzione nella quale il valore di x è -4- a. 
Dunque perchè il problema ammetta similmente una soluzione nella quale il 
valore di x sia positivo ed eguale ad a, basta modificare, quando sia possibile, 
il senso di alcuna delle condizioni determinate dall 1 enunciato, o il senso che ab- 
biamo attribuito a quelle fra queste condizioni cbc potevano essere diversamente 
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interpetrate, in modo che tutte queste condizioni ai accordino con 1 ’ equaiioni 
che resultauo dal cangiamento di x in — x nell' equazioni primitive. 


C. Conviene ora interpelrare 1* espressioni — , —■ 


Cominciamo dal valore trovato per l'equazione (i) 



i.° Se per un'ipotesi particolare falla sopra i dati della questione, si ha A so, 

. , B 

ne risulta x =. — . 

o 

Ora l’equazione diventa, in questo medesimo caso, 

oX*=B, 


e non può evidentemente esser soddisfatta da alcun numero determinalo. 

Osserviamo però che, l’equazione potendo ancora mettersi sotto la forma 

B B 

— so, se mettiamo invece di x, numeri continuamente più grandi, — diffe- 
rirà continuamente meno da zero, e l’equazione si avvicinerà sempre più ad es- 
aere esalta; dimodoché possiamo preudere per x un valore tanto grande perchè 

B . 

— sia minore di qualunque quantità assegnabile. 

È perciò che gli Algebristi son solili a dire che 1* infinito soddisfo in questo 
caso, all’ equazione ; e ci sono delle questioni ,per le quali queste sorti di ristil- 
tamenti formano una vera soluzione: ma quello sopra di cui non cade dubbio si 
è che, T equazione non può ammettere soluzione in numero finito , e questo è 
ciò che si voleva provare. 

2 0 Se si ha nel medesimo tempo A=o, B =o , il valore di x prende la 
forma 


o 

o 

Ora l’equazione diventa, in questo caso, oXx = o, e qualunque numero finito^ 
positivo o negativo, può soddisfare a quest’equazione. 

Cosi /’ equazione ( ovvero il problema di cui essa è la traduzione algebri- 
ca ) è indeterminata. 

7 . Cade in acconcio in questo punto di fare un’ osservazione importante sopra 
o 

1 ’ (.pressione — , la quale non sempre annunzia un' indeterminazione, ma bensì 

r esistenza di un fattore comune ai due termini della frazione, il qual fattore 
diventa nullo, per 1 ' effetto di un'ipotesi partirolare. 

Supponiamo per esempio , ebe nella soluzione di nn problema , si sia trovato 
per risultamento 

o* — i 1 

Se in questa formula si fa, a sui, ne risulta x ss — . 
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bis 

Ma osserviamo che il binomio a* — A* è divisibile per a— ò, e 
guenza può decomporsi come segue 

(a — £)(a a -HJ , 

e che 

a 2 — ò a = (a-fA){fl —A) ; 
cosi il valore di ar equivale a 

(a — b (aM-a6-fA a ) 
r (u-fr-£),a— b) 

Ora se avanti di supporre a = 6, si comincia dal sopprimere il fattor comune 
a — b , il valore di x diventa 


a % -+-(ì b-hb 3, 

*■= 7 » 

a-t-6 

espressione , che nell’ ipotesi di a=cò, si riduce a 


3a a 

sa 


ovvero x= — cu 
a 


Si abbia per secondo esempio , 1’ espressione 

o a — b* (a-+-6)(a— b) 

X (a— ò) 1 (a — £)(a— ò) 

Facendo 0=36, si trova per il valore di *r 

o 

x=s — , 


a motivo dell'esistenza del fattore comune a—b’ y ma se si comincia dal soppri- 
mere questo fattore, viene 

<h*A 


u-~b 1 


espressione che si riduce a 


a a 

x=s — , 
o 


qua udo si fa <2 = 6. 

Concludiamo da ciò che il simbolo ~ in Algebra alcune volte è V indizio 

dell'esistenza di un fattore comune fra i due termini della frazione che si 
riduce a questa forma. Così, avanti di niente pronunziare sul vero valore della 
frazione , bisogna prima assicurarsi se i suoi due termini contengano un fattore 
comune. Quando non ue esiste, si conclude che l'equazione è realmente inde- 
terminata. Se ne esiste uno, si sopprime, poi si fa di nuovo l'ipotesi partico- 
lare, il che dà il vero valore della frazione, che può ancora presentarsi sotto 
tre forme, 

A A o 

B > * 1 ~ t 

o o 
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nel qual ceto I’ equazione è determinata , impossibile io numero finito, o inde- 
terminata. 

Quest’osservazione è della massima utilità nella discussione dei problemi. 

8. Ritorniamo al nostro oggetto-, e consideriamo ora le due equazioni a due 
incognite 

A x-t-B y ss C 
A'x-i-B' r = C'. 

Abbiamo trovato per il valore di x e di y (n.° a) 

_ BC' - B'C 
A'B — ABf ’ 

A'C - AC' 

X ~ A'B — AB' - 

Supponiamo che ti abbia 

A'B— AB' = o (4) 

i numeratori BC' — B'C , A'C — AC', essendo d’altra parte differenti da o ; i va- 
lori di sopra ti riducono alla forma 



Ora l’ eguaglianza (4) dà 



sostituendo questo valore di A' nella seconda equazione 

A'x-+-B' r = C', 

avremo 


A W 

-g— x-t-B> = C', 


e moltiplicando per B, 

AB'x-t-BB'^- e= BC' (5). 

Ora, moltiplicando per B',la prima equazione Ax-t-Bj^=C, ti avrebbe 
AB'x-t-BB'j'sa B'C (6). 

Cosi , perchè le due espressioni 5 e 6 non tiano contradiltorie, i primi membri 
essendo identici , bisognerebbe che ti avesse 


BC' = B'C ovvero BC'— B'C = o 
il che è contro l’ipotesi. \ 

Si vede dunqne che le due equazioni proposte non possono esser soddisfatte 
simultaneamente da verun sistema di valori finiti di X e di j. 

Se si avesse nel medesimo tempo 

A'B— AB'=o, e BC'— B'Cs=e 
il valore di x si riduce a 


o 



valore che bisogna interpretare. 
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Le due equazioni proposte possono, io virtù della relaiione A'B — AB'cao, 
mettersi sotto la forma 


A*+B/ = C , 


Ax-t-By b 


BC' 

B^ 


equazioni ebe necessariamente rientrano 1’ una nell' altra; poiché dalla relaiione 

BC' 

BC' — B'C=ao, ti deduce Cb-^jt , 

Cosi , per risolvere il problema proposto, non si ha realmente che una sola equa- 
zione fra due incognite. Dunque, la questione è indeterminata. 

BA' 

Siccome la relaiione, A'B— AB' = o, db B'=a — — , donde sostituendo nella 
relazione BC' — B'C = o si ha 


ovvero riducendo 


CBt' 

A - 


BC'=o, 


CA'-AC'=o, 


possiamo concludere che , se il valore di x i della forma — , il valore di j è 

o 

generalmente della medesima forma , e viceversa. 

Si dice generalmente , perchè, se si avesse nel medesimo tempo B = o, le due 
espressioni A'B— AB' , BC'— B'C , sarebbero necessariamente nnlle, senza che ne 
risultasse alcun valore determinato per A'C — AC'. 

In questo caso particolare, i due valori di x e di y si riducono a 


o A'C— AC' P 

x = — , e r= — ossia — 

o o o 


Viceversa se ai avesse nel medesimo tempo A=o, A' sto, ne risulterebbe 


BC'— B'C 


ovvero — , er=a — 
o o 


Ma questo caso particolare non è quasi ammissibile, poiché allora le due equa- 
zioni proposte si ridurrebbero a due equazioni a una sola incognita, cioè 

• Ax=C, 

Supponendo B=o, B' = o { 

\ A'x = C'; 

« B r = c < 

e supponendo A = o, A' =30 / 

\ B' r = C'; 

nel mentre che ora ti tratta il caso di due equaiioni a due incognite. 

9. Il metodo precedente sarebbe difficilmente applicabile al caso in cui si aves- 
sero più di due equaiioni; ma possiamo supplirci con i seguenti ragionamenti. 

Per fissare le idee, consideriamo quattro equazioni (m) , (n) , (p), (y) contenenti 
le quattro incognite x , jr , * , u. 
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Indichiamo con — , il valore di x al quale aiamn giunti col aoccono dell'eH- 

ruiuzzione, e supponiamo che, per una data ipotesi fatta sopra i dati, si abbia 

0 = o, A essendo qoalunque o eguale a o, si dice che nel primo caso, l'et/uotioni 
proposte non possano essere soddisfatte da valori finiti ; e che, nel secondo, 
esse sono indeterminate , o capaci di esser verificate da un’ infinità di sistemi 
di valori di x, y, e, u. 

Infatti, resulta dal metodo di eliminazione, che il sistema dell’ equazioni (/n), 
(/»), (p) e [</) può essere supplito con altre quattro equazioni , di cui l’una è della 
forma Dz=A; la seconda è un equazione iu x e y\ la terza un equazione in 
x, y , *, e la quarta una dell’ equazioni proposte, l'equazione (nt) per esempio. 

Premesso ciò. i.° Se il valore di x si riduce alla forma — , siccome l’ equa- 

, o 

xione in x diventa atlora 

oX« = A , 

e che essa è d'altra parte una conseguenza dell’esistenza simultanea dell’ equa- 
zioni proposte, bisogna che quest' equazioni siano impossibili in numeri finiti, 
poiché l’equazione oXiv=A non può esser soddisfatta da alcun numero fluito. 

a.° Se il valore di x si riduce alla forma — (senza che esista alcun fattore 

o 

comune fra i due termini della sua espressione), l'equazione 


Dx = A diventa oX* = o, 


e può esser soddisfatta da un’ infinità di valori di x. Sostituendo ciascuno di 
questi valori nell' equazione in x e /, della quale abbiamo parlato di sopra, ot- 
terremo un’infinità di valori corrispondenti per y , sostituendo tutti questi si- 
stemi di valori di x e di y nell’equazione in x,y, *,si troverà un’infinità di 
valori per *; finalmente, sostituendo tutti questi sistemi di valori di x, y, e z 
nell’ equazione (rn) , ne risulterà un’ infinita di valori per u; e lutti questi si- 
stemi , così ottenuti, soddisfaranno necessariamente alle quattro equazioni pro- 
poste. 

io. La prima parte di questa proposizione non è soggetta ad alcuna restrizio- 
ne; tutte le volte che si trova per il valore di una delle incognite, uu risulta- 


raento della forma — , questo è un segno certo che T 


fina? inni 






bili in numero finito, almeno per quest’ incognita. 

Quanto alla seconda parte, essa sotfre numerose modificazioni; Tale a dire che 


possiamo ottenere per una o più incognite, risultameiiti della forma — , senza 
che per questo, se ne possa concludere che V equazioni sono indeterminate. Al- 
cune eolie ancora, una dell 1 incognite avendo un valore della forma , a» ot- 


tengono gli altri sotto la forma — . 
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I sistemi seguenti ne somministrano la prova: 


a xH-iy-hct — il , 
i.° sistema d’ equazioni ^ a x-+ -6y~i-cz = d' 
a xy-by-t-cz = d" 
a x-+-by-t-cz = d , 
a' x-t-by-t-cz = d' , 

a' r x-i-by+cz = d " , 
x -+-j'+mt=f , 

x -t-y-i-mz — q , 
x +/+n« = r, 

Se si applicano le formule generali del n.’ a al primo sistema, si trota 


a. sistema 


3." sistema 


o .o o 



e tuttavia, considerando questo sistema, si riconosce facilmente che esso non può 
esistere in numeri finiti (i primi membri restando i medesimi), quando nou si 
abbia 

d = d' = d". 

È vero che, fin dal momento in cui questa relazione esiste, il sistema diventa 
indeterminato , poiché esso si ridoce allora ad una sola equazione a tre inco- 
gnite-, ma nou è meno certo che, uel suo attuale stalo, ci è incompatibilità fra 
l’ equazioni. 

La prima delle formule del n° a, applicata al secondo sistema, dà 

o 

risultamento che bisogna interpetrare. Perché questo secondo sistema possa esi- 
stere (i primi membri restando i medesimi) bisogna necessariamente che si 
abbia 

d—ax = d' — a'x, 

« 

d — ax = d" — a"x. 

Ora la prima di queste due relazioni , dà 


e la seconda 


d'-d 
" a! — a ’ 


d"-d 


Siccome questi due valori di x debbono accordarsi fra loro, ne risulta l'egua- 
glianza di condizione 

d' — d_ d"-d 
a' — a af' —a 

Dii. di Hat. Voi. IV. 4 
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Finiamo che questa relazione fra le quantità a, d, a d', a", d *’ non sarà 
soddisfalla , il secondo sistema sarà impossibile , quantunque si siano ottenuti 

dei valori della forma — , per ciascuna dell' incognite. 

Se questa relaiione è soddisfatta, il valore di x diventerà determinato, e sarà 

a'-d d"-d ..... 

eguale a — ovvero a — - ; ma i valori di r e di s saranno nulelerma- 

6 a'— a a" — a 

nati, [miche non avremo che una sola equaiione fra queste due incognite. 
Applichiamo te formule del n.° 2 al terzo sistema; si trova 

Jg == i ... ■ i 

o 

(n — m)(p — q) 

J * 


o 



Tate a dire che due valori sono della forma — , e l’altro della forma — •. 

o o 

In quest' esempio t perchè le due prime equaxioni siano passibili simultanea— 
mente (i primi membri restando i medesimi), bisogna che si abbia neh 

o 

qual raso i due valori di x e di jr si riducono ancora alla forma — . 

Questa condizione ammessa, dico che il valore di a , pel quale abbiamo Irò-- 
o> 

rato — , diventa determinalo, e che i due altri sono indeterminati * 
o 

Infatti, il sistema si riduce allora alle due equazioni 

= r t 

le quali, sottratte 1’ una dall' altra, danno 


{m-n)z=p— .r. 


donde zss 


m—n 


Riportando questo valore nelle due equazioni » ne risulta T equazione unica 




mr — p n 
m — n 


I casi che abbiamo esaminati bastano per convincersi, i.* che , nelle applica- 
zioni delle formule generali a sistemi particolari, i valori dell’ incognite possono 

. A o 

presentarsi, gli udì sotto lo forma — gli altri sotto la forma — *, 2 * che il sim— 

o o 


bolo — , ottenuto per ciascuna di esse, non indica necessariamenle C indetermi- 
na itone dell’ equazioni. 
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A .... o 

Ì1 simbolo — £ sempre un carattere ({'impossibilità ; ma il simbolo — alcu- 
o o 

Vie solle è un carattere d'indeterminazione , altre d'impossibilità; alcune volle 
ancora annunzia ( n.* 7 ) la presenza di un faltor comune. 

Per meglio conoscere il suo vero significato in eiascun caso , niente vi è di 
meglio che risalire, per ciascun sistema particolare, all’ equazioni di questo *i- 
stema , e ricercare direttameule i valori dell' incognite , con l'aiuto di queste 
equazioni. 

Vi. Si abbia per primo esempio, il sistema dell' equazioni 

x-t-qj'-+G*= 16, 

2x-v-3j'-+-a* ssr 7 , 

3 x-t- 6 y-t- 4 * = • ^ • 

Applicando le formule generali, si trova per le tre incognite 


000 



ma se si opera direttamente sopra l’equazioni, si trova moltipllcando la seconda 
per 3, e sottraendo ia prima dalla seconda, 

5x=2i — 16= 5; 

donde 

x = i. 

Sostituendo questo valore nelle tre equazioni, si ottiene 
perla 1.*, ry-t-6z = i5, ovvero 3y-t-az — 5 ; 

per la 2.*, . . 3_r-+-2*s=5; 

e per la 3.*, 6j r -t-4* = IO > Orzerò 3y-i-is = 5. 

Il valore di x è Junque determinato e eguale a 1 ; quanto ai valori di y e 
di 2 essi sono indeterminati , poiché non si ha che una sola equazione fra que- 
ste due incognite. 

Il sistema proposto rientra nel secondo del numero precedente, poiché, se di- 
vidiamo la prima equazione per 3 e la terra per 2, i coefficienti di 7 e ili s 
diventano i medesimi. 

Ecco d’ altra parte come è stato formato i dopo aver posto arbitrariamente i 
primi membri di queste tre equazioni, in modo però clic i coefficienti di y e di 
z, moltiplicati in croce, nell' equazioni considerale due a «lue, formino prodotti 
eguali, abbiamo preso ancora arbitrariamente i secondi membri della prima e 
della seconda equazione, il che ha dato 

x-t-ry-r-Gz = ifi , 
ax — 3 /-t- 2 z= 7 , 

3x-t-6/-+-4-= I ', 

donde 

1 , ifi 

3- X-V-3J--V-2Z = j , 

a x-t-3j'-t-az= 7, 

3 , k 

— x-V-3t"+-2S = — . 
a 2 
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Poi, abbiamo determinalo - o d", per meno della relazione 

d"—d _ d' — d 
a"— a a? — a 

del n.* io, ponendo 

‘ . 16 , . 3 

a— 3 , « = ji a = a, d' = j 

il che ha dato 

d" — 'y\ donde ad" ovvero A=i3. 

Si abbia il nuovo sistema 

nx— 8y-t- 6z = 49, 

5*— i2y-+- gs = i6, 

4* — 2 o/-t- i5z= i5 , 

il quale rientra nel secondo del n.° io, ma non soddisfi alla relazione 
d "—d _ d'-d 

a?'— a a' — a 

Applicando le formule, si troverebbe 


o A B 



Ma operiamo direttamente sopra P equazioni. 

Moltiplicando la prima per 3 e la seconda per a, poi sottraendo, Sì ottiene 
23 x=ii 5; donde or = 5. 
sostituendo questo valore nelle tre equazioni , si trova 

8 r — 6 *= 6 , 

»»r— 9*— 9< 

ao y— 1 5z = 5 , 

ovvero 

4/— 3* = 3, 
t\y — 3* = 3, 

4r-3*='- 

Le due ultime equazioni sono evidentemente impossìbili simultaneamente; e 
se si applicasse loro le formule relative a due incognite, si otterrebbe 



Così, dei tre valori — , ottenuti di sopra, per x, y, z, il primo ha una si- 
gnificazione determinata, jr = 5, e i due altri sono infiniti. 
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la. Del rimanente , tulle le v«dte che »i traila direttamente sopra esempi 
particolari , si ottengono altri caratteri iV impossibilità o d* indeterminazione. 

Nel primo sistema che abbiamo trattato n.* 1 1 , se si considerano le due e- 
quazioni 

= 5 , 

3j-t-2* = 5 , 

alle quali siamo giunti mediante 1’ eliminazione di a:, e che, per ottenere^ o z, 
si sottraggono queste due equazioni 1’ una dall' altra , viene 

osso. 

Egualmente , nel secoado sistema , se si sottrae 1* una dall' altra le due equ*- 
zioui 

4j— 3z = 3 , 

3*x= i , 

tiene 0=2 , eguaglianza assurda. 

I risultameli 0=0 e 0 = A, sono i teri caratteri dell' indeterminazione , o 
deli' impossibilità simultanea dell* equazioni. 

l3. Termineremo la discussione dell' equazioni del primo grado con l'esame «li 
uu caso pai ticolare. Questo è quello in cui, nell' equazioni generali, si suppongano 
nulle nel medesimo tempo tulle le quantità conosciute che sono nel secondo 
membro. In questo caso, segue evidentemente dalla legge «li formazione dei nu- 
meratori, per i valori generali dell' incognite (n° 2 ), rhe questi numeratori si 
annullano tutti nel medesimo tempo, vale a dire clic si ha 

A = o , B = o 

Siccome d'altra parte non esiste alcuna relazione particolare fra i coefficienti 
A, B, C, A', B' , C' dell' incognite , D, che per maggior brevità rap- 

presenterà il valore del denominatore dei valori generali trovati n.° 2 , e che ri- 
sulta da una data combinazione di questi coefficienti, è generalmente differente 
da o. Così si hanno per i valori dell' incognita 

x = o , ^ = 0 , js = o . . . . . 

Questi valori verificano evidentemente I’ equazioni proposte. 

Se però, oltre V ipotesi che le quantilà conosciute del secondo membro siano 
nulle nel medesimo tempo, si ha ancora fra i coefficienti dell' incognite, la rela- 
zione D=o, i valori generali si riducono alla forma 


o o 



Ora dico che in questo caso l' equazioni sono indeterminate, ma che i rapport 
dell' incognite sono numeri costanti , che possiamo ottenere con l’aiuto dell' equa- 
zioni proposte. 

Siano infatti le tre equazioni 

A ar-f-B j-hC tao, 

A' tao, 

A"x-+-B" r -hC''*=o, 

nelle quali si suppone che si abbia D ovvero 

ÀB'C"-AC'B"h C A'B"— BA'C' f -+-BC'A"— CB'A" s=o . 
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Esse possono metterli lotto la forma 


À — ■+■ B — 4-C ali 

t * 

A'-+B'I -hC' =o, 
« c 


A"— ■+• B" Z- h-C'—o. 

Jt * 


Ori si deduce dalle due prime, trattando— , e — come due incognite * 

z z 

X BC' — CB' 

< AB' — BA' ’ 

x _ Ck' — kO 
7 — AB' — BA* ' 


Donde si veJe che dando a z dei valori interamente arbitrari , i valori di 
X e di y si otterranno con l'aiuto di queste due proporzioni , i di cui secondi 
rapporti sono costanti e eguali a quantità conosciute. 

Ma rimane Ja sapere se questi valori soddisfanno alla terza equazione. Si tr»- 
v», sostituendoli in quest'equazione. 


A"X 


BC'— CB' 
AB'— BA' 


4-B"X 


CA'— AC' 
AB' — BA' 


-+-C" = o 


ovvero riducendo e scrivendo i termini in un ordine conveniente 
AB'C' f — AC'B"-+-CA'B" — BA'C"-+-BC'A"— CB'A'' = o j 
condizione die, per ipotesi, A soddisfatta. 

i$. Recapitolazione delta precedente discussione. Risulta da questa discus- 
sione, i.° ette un sistema di equazioni del primo grado a simil numero d' incognite, 
non può essere in generale soddisfatto che in un solo modo ( re li Equazioni ) ; 

a 0 Che qualunque valore positivo , trovato per un'incognita, risponde di- 
rettamente all' equazioni del problema, senza rispondere sempre all'enuncia- 
to. (n.*4)i 

3.° Che qualunque valore negativo non risponde che indirettamente all'enuo- 
ziato o all’ equazioni che ne sono la traduzione algebrica , ma risponde sempre 
all' equazioni considerale in un senso puramente algebrico (n.° 5); 

4* Che qualunque espressione della forma —, trovata per una o più inco- 
gnite, indica un'incompatibilità nel sistema dell’ equazioni proposto , almeno in 
numeri finiti , per tutte l’ incognite { n.» 6, 8 e 9); 

5* Che qualunque espressione della forma — indica , tanto un'indetermina- 
zione, quanto un'incompatibilità ( n.® 6, 8, 9, e 10), ma che il valore d’ un in- 
o 

cognita può ridursi a — , per 1' effetto della presenza di un fattore comune nei 
due termini della frazione; il che bisogna esaminare attentamente (n.* 7); 


Digitized by Google 


ms si 

C. 9 Che se tulli i secondi membri del sistema dell* equazioni proposto sono nulli* 
i valori diventano ancora o ; che se, a quest' ipotesi , si aggiunge quella che it 
denominatore comune dei valori dell’ incognite sia o , il numero dei sistemi dei 
valori è infinito; ma questi valori sono soggetti ad avere fra toro uu rapporto 
costante ( n* 1 3 ) ; 

y 9 Che, quando i! numero dell'equazioni è maggiore di quello dell' incognite* 
il problema non è possibile che fintantoché i valori dell’ incognite determinale 
da un numero di equazioni eguale a quello dell’ incognite* soddisfa alPaltre equa- 
zioni ( Vedi Equazioni); 

Passiamo ora a discutere alcuni problemi di primo grado che dipendono dal- 
P esposte teorie. 


PROBLEMA 

i 5 . Un particolare ha impiegato nell' estate un operaio per i 3 giornate , e 
nell' inverno per ij giornate per ciascuna delle quali gli dava lire due meno 
che per una giornata di estate. I^a prima volta , P operaio ha subito una ri- 
tensione di aa lire per alcuni guasti da esso cagionati ; la seconda volta , egli 
ha meritato per il suo zelo una gratificazione di lire ab ; e tuttavia egli ha 
ricevuto ciascuna volta la medesima somma . Qual è il prezzo di una giornata 
di estate l 

Sia x il prezzo di una giornata d’estate- La somma che l’operaio ha dovuto 
ricevere la prima volta, sarà espressa da i 3 x — 22. Siccome egli ha per una gior- 
nata d' inverno lire due meno che per una giornata di estate , la somma che ha 
ricevuto la seconda volta, sarà espressa da 1 7 (a? — a)+a8. Ora, dall’enunziato ri* 
cava ciascuua volta la medesima somma, dunque si deve avere 1' equazione 

— 2)-+>a8= i 3 x— 33 . , . . (1) 

Da questa si deduce successivamente 

ijx — 34+28= i 3 x — 32, 

IJX— l 3 x= 34— 28— 22 , 

4x=— 16, 

*=-4. 

Cosi, per rispondere alla questione, bisognerebbe dire che il guadagno dell’ope- 
raio, io un giorno d’estate, è — - Lire 4 » >1 che non presenta assolutamente al- 
cun senso. Bisogna dunque concludere che l’eounziato contiene delle condizioni 
impossibili. 

Per mettere questa conseguenza in tutta la sua evidenza, osserviamo prima 
di tutto che i cangiamenti operali sopra l’equazione (1), per giungere all’equa* 
zione x = — 4 , non alterano punto l’incognita. Ora, l’ultima è verificata sosti- 
tuendo all’ incognita x il valore — 4< ® non può esserlo altrimenti; dunque deve 
seguire il medesimo dell’equazione (1). 

In secondo luogo , osserviamo ancora , che se esiste un valore di x che con- 
venga alla questione, esso deve necessariamente verificare l'equazione (1). Dun- 
que, poiché questa verificazione non può operarsi che per un valore negativo, 
abbiamo tutta la ragione di concludere che la questione é impossibile. 

Ma un osservazioue importantissima è, che il valore negativo x = — 4 * do- 
vendo verificare l'equazione (1), che è l'espressione immediata delle condizioni 
del problema, indica con ciò solamente come possiamo modificare l’cnumialo in 
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un'altro , il quale noo conterrà più alcuna impossibilità, e il quale, dopo qne- 
•ta re ili Reazione amiuelterà per soluzione il valore di x digià trovato, tua presa 
positivamente. Questo è ciò che spiegheremo. 

Nell' equazione (i) si sostituisca x con — x, essa diventa 

i7(— x— 2)-f-a8 = — i 3 x— aa .... (2). 

Ora, tanto che si metta — 4 prima, o \ nella seconda, è evidente che le 

due sostituzioni debbono dare esattamente il medesimo risullamcnlo ; dunque 
poiché la prima equazione dev'essere verificala dal valore x = — (\ , la seconda 

10 sarà dal valore x — 4 * Cosi qualunque questione il di cui enuncialo sarà espres- 
so dall' equazione (2) avià per soluzione x = 4- Ma siccome non ne esiste veru- 
no che possa condurre a noo mettere uel secoudo membro che termini negativi, 
caugereiuo tutti i segni di quest'equazione, e la scriveremo così 

i7(x-ha)— a8 = i 3 x -+-22 ( 3 ). 

Allora, perchè la questione proposta ammetta la soluzione x = 4 > vediamo che 
baita modificare il suo enuncialo in modo tale che il pretto della giornata 
d'inverno superi di lire due quello della giornata d'estate ; che la somma 
guadagnata nei i 3 giorni d % estate sia aumentata di 22 lire invece di essere 
diminuita, e che al contrario la somma guadagnata nei 17 giorni d'inverno 
subisca una ritensione di 28 lire invece di un accrescimento. In questo moda, 

11 nuovo enuncialo sarà il seguente: 

Un particolare ha impiegato nell' estate un operaio per i 3 giornate; e ne/- 
V inverno per 17 giornate , per ciascuna delle quali esso riceveva a lire di piU 
che per una giornata d' estate. La prima volta , l'operaio ha meritato inoltre 
per il suo telo una gratificazione di 22 lire; ma la seconda volta , esso ha 
subito un i ritensione di 28 lire , per motivo di alcuni danni che esso aveva 
cagionati Egli ha ricevuto ciascuna volta la medesima somma , e si vuol co- 
nosce/ e il prezzo della giornata d'estate. 

Così rei lificalo, è di lulta evidenza che la questione conduce all 1 equazio- 
ne ( 3 ), che a. umettc il medesimo valore x = 4 dell’equazione (a). Per conse- 
guenza questo valore risolve la questione nel senso esatto del nuovo enunciato. 
Dobbiamo osservare soprattutto che le quantità date nell* enuncialo primitivo 
sono rimaste senza alterazione nel nuovo. Solamente alcune di loro, che in prin- 
cipio erano indicale come soltraltive, si sono cangiate in addi! live, o vice-versa. 

16. In generale, conforme a quanto avevamo già detto (n.° 5 ), se l’enunciato 
di un problema esige che 1* incognita x sia positiva, e se l'equazione dà un va- 
lore negativo x= — a, dobbiamo concludere die il problema è impossibile. Per 
rettificare 1* enunciato, si sostituisce nell 1 equazione x cou — x, il che cangia i 
segni di alcuni termini; poi, senza alterare le quantità date, si modifica l'acce- 
zione sotto la quale esse sono state considerate , in modo tale che i cangiamenti 
di segni dell’equazione corrispondano esattamente a questo cangiamento d'ac- 
cezione. Allora, saremo sicuri, senza risolvere una nuova equazione, che il valore 
positivo x = a converrà all 1 ultimo enuncialo; a meno che però esso nou con- 
tenga ancora alcune condizioni che non si fossero potute esprimere nell 1 equa- 
zione : come se, per esempio, esso esigesse che il valore dell 1 incognita fosse un 
numero intero. 

Del rimanente, si concepisce che questa rettificazione può farsi in un’infinità 
di modi diOerenli; ma bisogna sempre, nel nuovo enunciato, aver cura di te- 
nersi più vicini che potremo all 1 enuncialo primitivo. 
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PmOBLIMA 

17. Due corrieri partono da due punti A * B (Tav, CVII, fig. 1), rituali so- 
pra la medesima strada ABX , e vanno nella medesima direzione verso un 
punto C, situato al di là di B rapporto ad A. Si conoscono le distante dai 
punti A e B al punto C, cioè: AC=no chilometri e BG= 5 o chilometri. Di 
più , si sa che la velocità del corriere partito dal punto A i di 10 chilome- 
tri per ora , e che quella del corriere partito dal punto B è di 6 chilometri. 
Si domanda a qual punto della strada i corrieri si uniranno. 

Supponiamo che la riunione ai Taccia al punto R, e aia la distanza CR=r. 
Le strade percorse dai due corrieri aaranno AR = iio — x e BR<= 5 o— x. Poiché 
il primo fa io chilometri per ora , e il secondo 6, i numeri d’ore impiegali da 
essi per percorrere AR e BR saranno espressi da 

■ io — x 5 o — x 

e . 

sa 6 

Siccome essi suno parlili nel medesimo tempo, questi numeri debbono essere 
eguali ; dunque l' equazione del problema è 
110 — x 5 o — x 



Moltiplicando i due membri per 3 o per maudar via i divisori, poi continuando 
i calcoli, viene 

33 o— 3 x = a 5 o— 5 x , 

5 x— 3 x = a 5 o— 33 o, 
ax = — 80, 
x= — 4o. 

Ecco ancora on valore negativo, e tuttavia ai avrebbe torto ad affermare che 
la questione è impossibile. Egli è evidente, infatti, che il corriere che, alla par- 
tenza, è indietro, andando più veloce di quello che è avanti, deve finire per rag- 
giungerlo. Ma abbiamo supposto formando 1 ’ equazione (1) che I' incontro si fa- 
cesse in R avanti del punto C, e niente autorizzava una simile supposizione. 
Così dipende da questa supposizione, e non dall'enunciato, che ai trova 1 ' assur- 
dità manifestata dal valore negativo. 

Bisogna dunque fare una supposizione contraria, vale a dire , situare l’ incon- 
tro in qualche punto come R', al di Ih di C. Allora, ponendo CR'sax, l’equa- 
zione da risolvere sari 

110-t-x 5 o-t-x 

= — — . 

so 6 

Ma non è necessario alcun calcolo nuovo. Infatti, quest’equazione non é che 
l’equazione (1) in cui si sarebbe messo — x invece di x; dunque poiché questa 
é soddisfatta dal valore x= ~4o, l'equazione di sopra dev’ esserlo dal valore 
positivo x = 4o. Iu questo modo, si apprende che l'incontro ha veramente luogo 
al di Ih del punto C, alla distanza di 40 chilometri. 

Segue da ciò che l'equazione (■) darà sempre la soluzione del problema, pur- 
ché si consideri il valore negativo di x come portato a destra del punto C, vale 
a dire , dalla parte opposta a quella in cui si era supposto situato. 

Dii. di Mai. Voi. IV. 5 
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18. L'esempio che abbiamo risoluto prora che un ralore negativo dell’inco- 
gnita può ancora , in certi casi , provenire da una falsa supposizione che è stala 
fatta per giungere all'equazione del problema. E nel medesimo tempo si deve atten- 
tamente osservare che non solamente il segno — , che si trova avanti il valore 
dell’ incognita , indica in qual modo l'errore dev'essere rettificato, ma ancora 
che il valore di questa incognita, facendo astrazione del seguo, dò la vera solu- 
xione del problema, 

Osservaiione. Si sarebbe potuto risolvere 1 * ottimo problema prendendo la di- 
stanza BR per incognita; e quindi , per conoscere la distanza del punto C al 
punto d’incontro; si sarebbe sottratto BR da BC. Allora si vede mollo bene 
che il resto è negativo, e ciò significa che 1’incontro ha luogo in un punto K' 
situato ai di là di C , e a una distanza CR' , esattamente eguale a questo resto 
preso positivamente. 


Pboslska 

19. Due corrieri tono partiti nel medesimo tempo da due città differenti 
e percorrono la medesima linea. Si conosce la distanta delle due città, come 
pure la velocità di ciascun corriere , vate a dire il numero di chilometri che 
ciascuno di loro fa in un' ora. Si domanda in qual punto delta strada essi si 
riuniranno. 

Cosi concepita in termini generali , la questione presenta due casi distinti : 
quello in cui i corrieri vanno nel medesimo senso; e quello in cui essi vanno 
incontro l’uno all'altro. 

Primo caso. Suppongo che i due corrieri vadano verso il punto C (Tav. CVII, 
fig. a ), situalo al di là del ponto B rapporto al punto A, e che R sia il punto 
ove essi si riuniscono. Si chiami 

d la distanza dei punti di partenza A e B, 
m la velocità del corriere partito dal punto A, 
n la velocità del corriere partito dal punto B, 
x la distanza incognita AR , percorsa dal primo corriere al mo- 
mento in cui esso raggiunge l’altro. 

Premesso ciò, il cammino BR fatto dal secondo corriere sarà AR — AB ovvero 
x — d. Dividendo x per m, avremo il tempo che il primo corriere impiega a fare 
il cammino AR; e dividendo x — d per n, avremo il tempo impiegato dal secon- 
do corriere a fare il cammino BR. Questi cammini debbono esser percorsi nel 
medesimo tempo; dunque si ha 



Da ciò si dedure 

nx — mx—md , 
nix — nx = md , 


md 

XXX — . 

m — n 


Digitized by Google 



BIS 33 

Secondo caso. Suppongo che i due corrieri vadano incontro 1’ uno dell’altro 
e che la loro riunione abbia luogo al punto R (2W. CVll,Jìg. 3) situato fra A 
e B: conservando le medesime denominazioni di sopra , 1’ eguaglianza fra i tempi 
impiegali dai corrieri per fare, uno il cammino AR, e l’altro il cammino BR, 
sarà 


Quest’equazione non è altro che l’equazione (i) nella quale si sarebbe sosti- 
tuito n invece di — n ; poiché allora il secondo membro diventa ~ , che è 


la medesima cosa di 


d — x 
n 


Da ciò si conclude che l’equazione (i) basterà per 


risolvere i due casi del problema, purché si convenga di considerare la velocità 
del corriere partito dal punto B, come cangiando di segno, quando la direzione 
di questo corriere viene a cangiare. 

20. Dalla questione che abbiamo trattato, si vede che le quantità negative 
possono servire a contenere in una sola equazione , e per conseguenza ancora in 
una sola formula, più casi di una medesima questione, di cui ciascuno sembre- 
rebbe a prima vista, esigere una soluzione distinta. 

Questo è ancora ciò che fa che queste quantità sono di un uso quasi continuo 
in tutti i rami delle matematiche. Non è neppur possibile di caratterizzare con 
precisione le questioni, nelle quali la soluzione di un solo caso può estendersi 
cosi a più altri, per mezzo di semplici cangiamenti di segni; tuttavia- si deve 
comprendere fin d’ora che quest’estensione ha luogo soprattutto nelle questioni 
generali , ove bisogna considerare più casi i quali non differiscono fra loro che 
per l’ accezione di certe quantità, le quali sono addittive per alcuni casi e sot- 
trattile per altri. Così , la medesima lettera sarà considerata come rappresen- 
tante una quantità positiva o negativa, secondo che essa indicherà un guadagno 
o una perdita, una velocità impressa in un senso, o una velocità di senso con- 
trario , una distanza situata a destra di un punto o una distanza situata a si- 
nistra , ec. 

ai. Le osservazioni alle quali hanno dato luogo i tre problemi che abbiamo 
trattato si applicano a ogni specie di questione , qualunque sia il numero del- 
l’ incognite e il grado dell’ equazioni. Esse si riassumono come segue: 

s.° 11 valore negativo di un’incognita alcune volte può indicare una condizione 
impossibile nell’enunciato di un problema. Allora basta di dare, in quest’enun- 
ciato, a alcune quantità dell’ accezioni contrarie, per far cessare ogni impossibi- 
lità; e il valore negativo, che è stato trovalo in principio, essendo preso posi- 
tivamente, darà la soluzione della questione così rettificata ( n.° 16). 

2. ° 11 valore negativo dell’incognita può ancora indicare, non un’ assurdità, 
vna una supposizione erronea; e, iu questo caso, esso dà sempre la soluzione del 
problema , purché si prenda la quantità che esso rappresenta in ua senso con- 
trario a quello che gli abbiamo in principio attribuito (n.° :8). 

3. ° Finalmente, considerando certe quantità come positive o negative, secondo 
che si considerano sotto certe accezioni , o sotto aerazioni contrarie, si può riu- 
nire in una sola equazione o iu una sola formula i differenti casi di una me- 
desima questione (n,° 20). 
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aa. Trovare un numero il di cui terzo aumentato di j5, e di einqut dodi * 
cesimi diminuiti di 35, facciano tanto quanto i suoi tre quarti aggiunti a fo. 
Si vede «ubilo che l'equaiione del problema è 


x _ 5x 3* 

y 75 -t- — — 35 = — -t-49 


(-)• 


Trasportando i termini convenientemente e mandando via i denominatori , 
viene 


x 

T 


5x 

12 


3x 
4 5 


-+• 5x — 9x= 108 , 
0= 108. 


Qui si giunge ad una assurdità manifesta, 0=108. Non vi è dunque alcun va- 
lore di x che possa verificare l 1 equazione (t) , e quindi non ne esiste neppure 
uno che soddisfaccia alla questione. Questo è il motivo per cui si applica allora 
la denominazione di assurdo o d' impossibile all'equazione e alla questione. 

L’impossibilità può rendersi sensibile sopra P equazione (i), facendo nel suo 
primo membro la riduzione dei termini simili. Mediante ciò essa diventa 


3x 


-H 4 0== 



cd è subito evidente che i due membri avranno sempre fra loro una differenza di 
9 unità, qualunque valore si metta invece di x. 

Quest'impossibilità è ben differente da quella che aveva luogo al n.° i5. Se 
allora il problema era impossibile, ciò non dipendeva perchè non esistesse alcuna 
quantità che potesse prestarsi alle verificazioni di calcolo domandate dall'enun- 
ciato, ma bensì perchè il valore di x era negativo, e che P enunciato respingeva 
qualunque valore di questa specie. Nel problema attuale, l’impossibilità è asso- 
luta, vale a dire che alcuna quantità di qualunque natura essa sia non può dare 
P eguaglianza stabilita nel suo enuuciato. 


Fboblema 


a3. Trovare un numero tale che aggiungendo la metà di questo numero 
aumentato di to, i due terzi di questo medesimo numero aumentato di ao , 
e ancora i cinque sesti di questo numero diminuito di 34* si abbia unajsom - 
ma eguale a due volte /’ eccesso di questo numero sopra 5. 

Qui P equazione del problema è 


^ ^ = a( ,- 5) . 

Marnimelo aia i denominatori, riduceodo e trasportando, «iene 
3x-+-3o-t-4x-t-8o-t-5.r — 170 = 1 ai — 60 , 

3x 4-4 x-v 5 x — 1 ax = 1 70 — 3o — 80—60 , 
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Siccome si giunge a due membri che sono identici , se ne conclude che P in* 
cognita x deve restare del tutto indeterminata; vale a dire che possiamo pren- 
dere x eguale a a a 3 e a qualunque altro numero che vorremo. 

£ infatti se si risale all'equazione (i) , e se effettuiamo i calcoli indicati nel 
suo primo membro, si trova che esso equivale a 

3x-t-3o-+-4x-fr-8o-t-5 x — 1 70 

6 ’ 

ovvero riducendo, a 

iax — 60 

6 * 

ovvero rendendolo più semplice a ax — io. Questo risultamento essendo precisa- 
mente eguale al 2. 0 membro a(x— 5), ne segue che l'equazione ( 1 ) non è altra 
cosa che una vera eguaglianza, che ha luogo qualunque sia x. In tutti i casi 
analoghi , 1 ' equazione e la questione si dicono indeterminate. 

Problema 

2 ^. Avete voi preso molti petti di cacciai venne domandato ad un caccia- 
tore. Questo risponde : bisognerebbe aggiungerne 5 al terzo di quelli che ho 
morti r anno passato , per avere la metà di ciò che ho morto in quest * anno; 
ma se dal triplo di quest' ultima metà , voi togliete 5, avrete giustamente 
ciò che ho morto /’ anno passato. Quanti pezzi di caccia ha preso in ciascuu 
anno ? 

Chiamando x il numero dei pezzi morti in quest'anno, e y quello dei pezzi 
morti Panno precedente, si hanno P equazioni 



Mettendo nella i.* il valore di y dato della 2 .* ; viene 



3x— 3x = 3o— 10 , 
o = 20 : 

eguaglianza assurda, dalla quale si conclude che non esistono valori di x e di y 
i quali soddisfacciano alle due equazioni. Per conseguenza il problema contiene 
delle condizioni impossibili a adempirsi. 

Possiamo d'altra parte rendere P impossibilità sensibile sopra l'equazioni mede- 
sime: poiché, mandando via i denominatori e trasportando, esse diventano 

3x— a y = 4 » 3o , 

3x— ay=s io; 

e allora si vede che i due primi membri sono i medesimi, nel mentre che i se- 
condi sono numeri differenti. 
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Osservato bene ebe ciascun* delle due cquaiioni, presa isolatamente, è possi* 
bile, e che ammette ancora un 1 infinità di soluzioni. L'impossibilità consiste dunque 
nel pretendere che le due equazioni possano avere qualche soluzione comune, 
ovvero, ciò che è la medesima cosa , che le due condizioni del problema pos- 
sano aver luogo insieme. Questo è il motivo per cui si dice di queste, e an- 
cora dell’ equazioni che 1' esprimono, che esse sodo contradittorie o incompa- 
tibili. 

a5. Supponiamo che la prima condizione del problema restando la medesima, 
si cangi solamente la seconda, e che al numero 5 si sostituisca il numero |5. 
Allora 1* equazioni del problema sarebbero 


x 

a 



5, 


J — 



e mettendo nella prima il valore di y dato dalla secooda, viene 


donde 



a 


- -5 + 5, 
a 


o. 


Da ciò si conclude che possiamo attribuire all'incognita x qualunque valore 
che lorremo , e che aggiungendogli il valore corrispondente di y > dedotto da 
una delie due equazioni, soddisfaremo sempre all'altra. 

Ciò si renderà evidente sopra l' equazioni medesime mandando via i denomi- 
natori e trasportando i termini: poiché cosi si riportano tulle due all'equazione 
uuiea 3x— ay=3o, il che prova che le due condizioni indicate nell'enunciato 
non sono differenti che in apparenza. Allora le due equazioni, come pure la que- 
stione di cui esse sono la traduzione, si dicono indeterminate , atteso che pos- 
siamo soddisfarci in un' infinità di maniere. 


Problema 

V 

26. Due mobili M ed M' ( Tav. CVII, fig. {)/< muovono uniformemente sopra 
la retta indefinita XY , con velocità date a e b y tutte due nella direzione XY. 
Si sa che il mobile M è giunto al punto A un dato numero di ore h avanti 
che il mobile M' sia giunto in B , e si conosce la distanta d dei punti A. 
e B. Si domanda in qual punto della retta XY s' incontreranno i due 
mobili. 

Supponiamo che l'incontro segua in R dal lato BY; chiamerò x la distanza 
incognita BR. La distanza ÀR sarà rf+x, e i tempi impiegati dai due mobili 

W c M' , a percorrere le distanze AR e BR, saranno e ~ . Ora , dall’ c- 

a b 

uunciato, il mobile M è giunto in A, in numero h d'ore avanti che M r non 
fosse giunto in B; dunque il primo tempo deve superare il secondo della quan- 
tità h , c per coosegueuza si ha 1’ equazione 


d-*-x x ^ 

a 0 


(*)• 
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Da questa facilmente li deduce 

bd+bx — ajj= ab/i, 
ax—bx se b{d—ah ) , 

b(d—ah) 

b (l >* 

Disccssiorb. Può faccedere che l'incontro dei mobili abbia luogo o avanti il punto 
B o dopo, e la adozione di sopra è stata stabilita come se avesse luogo il se- 
condo caso. Ma ioterpetramlo i risultamenti conformemente alle osservaxioni 
riassunte (n.° al), vedremo che essa ha tutta la possibile generalità, 

i.° Il numeratore e il denominatore di x saranno tutti e due positivi quando 
avremo nel medesimo tempo 

is>4 e d>ah. 

Allora il valore di * è positivo , e per conseguenxa ci è veramente incontro 
dei mobili dalla parte di BY , come I' abbiamo supposto. Questa conclusione è 
conforme a quella che si deduce immediatamente dalla questione essa medesima. 
Infatti, osserviamo che ah i il cammino percorso dal mobile M nel tempo A, 
che passa fra l’arrivo di questo mobile al punto A e quello di M' al punto B. 
Cosi supporre a>4 e d^>ah, vale il medesimo che l'ammettere che il mobile 
M vada più veloce del mobile M', e il quale non è ancora in B quando M' ci 
giunge-, dunque esso dovrà raggiungere M' dalla parte di BY. 

Quando si ha nel medesimo tempo 

a <£ b e d < ah 

il valore di * è ancora positivo, e per conseguema i mobili s’ incontrano ancora 
dalla parte di BT. E infatti, è evidente che allora il mobile M ha un moto 
meno rapido di M' , e che esso ha passato il punto B quando M' ci giunge. Non 
può dunque mancare di essere da esso raggiunto dalla parte di BY. 

a.° Quando ai ha nel medesimo tempo 

a<4 e d^xih, 

ovvero 

o>4 e 

il valore di x è negativo. Questa circostanza indica che l’ incontro dei mobili ha 
luogo dalla parte opposta a quella nella quale si era posto, vale a dire che esso 
ai fa dalla parte di BX, e alla distanza indicata dal valore di x, astrazione fatta 
dal segno (n.° ai.a®). 

Risalendo alla questione , si conosce facilmente che al momento in cui M r 
giunge in B, quello dei due mobili che ha una maggiore velocità si trova allora 
avanti dell'altro. Alcun incontro non può dunque aver lungo dalla parte di BY, 
ed è evidente al contrario che i due mobili hanno dovuto incontrarsi dalla par- 
te di BX. 

Che ae vogliamo dimostrare la verità dell" interpelrazione data al valore ne- 
gativo , lo faremo come segue. Prima di tutto , siccome abbiamo supposto che i 
mobili dovevano incontrarsi dalla parte di BY , il valore negativo prova sola- 
mente che questa supposizione è inammissibile. Ma è possibile che 1* incontro 
abbia luogo dalla parte di BX , tanto avanti il punto A , quanto nell’ inter- 
vallo AB. 
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Se r incontro ha luogo in K' avanti il punto A, facendo ■ ’ incognita BR' = x, 
i tempi impiegati dal mobile M per venire da R' in A , e dal mobile M' per 
x — da : 

venire da R' in B saranno ■ e -r-. Il tempo passato fra l 1 arrivo di M al 

a b 

punto A e quello di M' al punto B sarà perciò la differenza 
x x — d 


e siccome l'eMioziato vuole che questo tempo sia eguale ad A, avremo T equa- 
zione 

X X ’ — d 

b a 


= A . 


.(3). 


Se l’ incontro ba lnogo in R" , nell' intervallo AB , e che ai faccia tempre 
l' incognita il tempo impiegato dal mobile M per andare da A in R'* 

a.trh , e quello che impiega il mobile M' per andare da R" in B ta- 


ri ; dunque il tempo pattato fra l’arrivo del mobile M al punto A e quelle 
b 


di 


M' al punto B sarà 



x 



ed avremo V equazione 



x 

T 


= h 


( 4 )- 


Ora osserviamo che P equazioni (3) e (4) essendo esattamente le medesime, 
r ultima dovrà determinare il punto d' incontro, qualunque sia la sua posizione 
nella regione BX. Osserviamo ancora che l'equazione (i) diventa l' equazio- 
ne (3) cangiandoci x in — x\ e da ciò si concluderà che qualunque valor posi- 
tivo, che soddisfaccia alla seconda, sarà dato, ma col segno — , dalla prima. 

Così l'equazione (i) basta da se sola per determinare in tutti i casi il punto 
d'incontro dei mobili, avendo cura di portare i valori negativi di x a sinistra 
dal punto B. 

3.° Supponiamo che si abbia A = a senza avere d=.ah. Il valore di x diventa 

a(d — ah) 

x= , 

o 

ovvero più semplicemente, ponendo a(d—ah) — m 

m 

o 

Che significa una simile espressione? Per interpetrarla, immaginiamo che in- 
vece di o si diano à m divisori continuamente più piccoli, per esempio, i , 


i quozienti saranno m, lom, ioom,...; t suderebbero crescendo in 
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modo tale che non si concepisce veruna quantità, per quanto grande essa sia, 
che non si possa superare prendendo un divisore abbastanza piccolo. Questo è quello 
che si esprime dicendo clic il quoziente di una quantità divisa per zero è in- 
finita. L'infinito s’ indica col segno « . 

L' espressone — , considerata iu se medesima, prova dunque che non esiste 

alcuna distanza abbastanza considerabile per rappresentare quella alla quale i mo- 
bili debbono incontrarsi, il che equivale evidentemente a dire che essi nou 
t' incontrano. 

E infatti, siccome d è differente da ah , ne segue che il mobile M non si trova 
al punto B nel medesimo tempo del mobile M r ; e siccome b =. a, ne segue che 
i due mobili hanno la medesima velocità: dunq ue essi debbono sempre essere alla 
medesima distanzi l'uno dall altro; dunque verun' incontro non è possibile. 

4 -° Supponiamo nel medesimo tempo ò = a e d=sah. Verrà 

o 

x= —, • 

o 

e l' interpetrazìone immediata di quest'espressione sarà facile. Siccome in qua- 
lunque divisione il prodotto del quoziente moltiplicato pel divi»ore deve ripro- 
durre il dividendo, bisogna in questo caso che il quoziente sia tale che molti- 
plicandolo per zero si trovi zero; dunque potremo prendere questo quoziente 
eguale a qualunque numero vorremo: questo è ciò che »i esprime in altri ter- 
mini, dicendo che — rappresenta una grandezza indeterminata. 
o 

Da questa spiegazione dobbiamo concludere che i mobili non si sono giammai 
separati. E infatti, poiché supponiamo b=.a e d=.ah , i mobili hanno la me- 
desima velocità, e si trovano insieme al punto B; dunque essi hanno sempre do- 
vuto essere insieme, e debbono sempre restare insieme. 

Le altre particolarità che si potrebbero osservare sono troppo minuziose per 
arrestarci. Termineremo dunque questa discussione osservando (he i prinripii sta- 
biliti (n.° ao) permettono di estendere la formula (a) ai problemi, i di cui enun- 
ciati non differiscono da quello che ha dato questa formula, che per 1' accezione 
di alcune quantità. Cosi potremo supporre che il mobile M' rada nel scuso YX, 
e allora bisognerà cangiare b in — b nella formula. Se é il mobile M che cangia 
di direzione, cangeremo a in — a, e se M e IVI' cambiano tutti due di direzione, 
cambieremo nel medesimo tempo a in — a e b in — b. Finalmente, se l'arrivo 
ilei mobile M al punto A, invece di precedere quello di M r al punto B, non 
avesse luogo che dopo, ai cangerebbe h in — h . 

Queste conseguenze sono as^ai proprie a far rilevare tutta l’importanza delle 
quantità negative; e per questa ragione consigliamo il lettore di cercare da se 
medesimo a metterle in evidenza , seguendo il metodo tracciato nel n.° 19. 

Esaminiamo ora un* equazione generale del secondo grado con una sola inco- 
gnita, e discutiamola. 

27. Sia 1 ' equazione generale del secondo grado 

x a -+-/>x = ? (*h 

p e <f essendo quantità numeriche, o algebriche, intere , o frazionarie , con segni 
qualunque. 

Premetto ciò, te, per rendere un quaJr.to perfetto il primo membro, ti aggiunge 
Di». di Ma/. T'ul. ir. C 
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ai due membri , viene 


p 1 />» 

x*-+-px+ — — y-t- — , 

4 4 




/»* 


Qualunque sia il valore del numero espresso da y-t- , possiamo sempre in- 
dicare la sua radice quadrata con m, e allora 1 ’ equazione diventa 


ovvero. 


(* + 7 )- m *= 0 » 


ma il primo membro di quest 1 equazione essendo la differenza di due quadrati, 
può mettersi sotto la forma 



il che dà la nuova equazione 




o (a) , 


equazione il di cui primo membro è il prodotto di due fattori, e il secondo 
membro è zero. Ora, possiamo rendere questo prodotto eguale a zero, e per con- 
seguenza soddisfare all 1 equazione (a), in due modi differenti: 


tanto ponendo x -4- — — m=ao, donde x= 


m ; 

a 


quanto ponendo x-t- — ■ 


donde x= — in , 

a 


ovvero, sostituendo per m il suo valore 




È d’altra parte evidente che non possiamo rendere nullo il primo membro 
dell’equazione (a), che mettendo per x un numero che annulli uno dei due 
fattori di cui esso si compone. 

Dunque, siccome l’equazione (a) è una conseguenza dell’equazione (1), e tì- 
ceversa, qualunque equazione del secondo grado ammette due valori per /’i/t- 
cognita , e non può averne di più. 
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Questo metodo di risoluzione, che forse è un poco più lungo delTallro che si 
pratica ( Vedi Equaziohi), ha sopra di quello il vantaggio di meglio far rilevare 
resistenza dei due valori, e di far vedere che non possono essercene che due. 

28. Questi valori, godono di alcune proprietà che meritano osservazione. 

Primieramente , poiché 1’ equazione 

x a -4-px = q , ovvero xM-px — <7 = 0, 
può, mediante un seguilo di trasformazioni, essere riportata alla forma 

— =30, 


m essendo eguale a y 08 segue che il primo membro , xM-px— q, di 

qualunque equazione del secondo grado, il di cui secondo membro è o, si com- 
pone del prodotto di due fattori binomi del primo grado in x , avente per 
termine comune x, e per secondi termini , i due valori di x presi con segni 
contrari. 


Questa proprietà, per mezzo della quale si ritrova facilmente T equazione, su- 
bito che si conoscono i valori dell 1 incognita , ha fatto dare a questi valori , il 
nome di radici dell 1 equazione. 

In secondo luogo , se indichiamo con x * e x ,f le due radici, abbiamo dalla 
precedente proprietà 

x*-hpx—q =z (x— x')(x — x") , 

\ovvero, effettuando i calcoli. 


y x*— ( j/h-x") x-t-x'x". 

Paragonando fra loro i termini analoghi dei due membri si trova 
x'-t-x" = — p , x'x" = — q. 

Dunque i.° La somma algebrica delle due radici è eguale al coefficiente 
del secondo termine del F equazione preso con segno contrario ; 2. 0 il prodotto 
delle due radici è eguale alV ultimo termine dell' equazione , ovvero , alla 
quantità tutta cognita , trasportata nel primo membro. 

Queste due proprietà possono del rimanente verificarsi, con l’espressioni gene- 
rali delle due radici. 

In primo luogo , se si aggiunge 



si ottiene 
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ora se si moltiplicano viene 


DIS 


N.* B." Le proprietà precedenti suppongono che l’ equazione si# riportai» all# 
forma x’-t-px— 7 = 0 ; vale a «lire, i° che si sia prima diviso tutta P equazione 
per il coefficiente di x 2 ; 2. 0 che tutti i termini siano trasportali e ordinati, nel 
primo membro. 

Palliamo ora alla discussione. 

19. Riprendiamo V equazione generale xM-px=ay, la quale essendo risolu- 
ta , dà 


:=- 7 t v/ 




Perchè quest’espressione, che contiene un radicale, poni* essere valutata, tanto 
esattamente , quanto per approssimazione , bisogna che la quaulilà sottoposta al 

V* i> a 

segno radicale, vale a dire, y sia positiva. Ora, — essendo necessariamente 
positivo , qualunque sia il segno di />, ne segue che il seguo della quantità 
9-4-^-, dipende principalmente da quello di q , ossia dalla quantità tutta co- 

4 

gnila. 

Premesso ciò, sia prima di tutto q positivo , nel qual caso P equazione è della 
forma , 

x*ztp x =-*-'7 

(qui si mettono i segni dei coefficienti in evidenza); se ne deduce 


--*w -f 


ora è evidente che i due valori di x saranno reali e potranno esser determinati, 
tanto esattamente , se 7 + ^ è un quadrato perfetto, quanto con quel grado di 
approssimazione che vorremo. 

Tuttavia, di questi «lue valori, il primo sarà positivo , e risponderà diretta- 
mente all* equazione, ossia al problema di cui quest’ equazione è la traduzione 

algebrica; poiché il radicale —* eisendo numericamente maggiore di ~ , 

V espressione 

_ P 


v 


p % 

? -*T’ 


è nccc>*ari#incnte del medesimo segno del radicale. 
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// secondo valore è , per la medesima ragione, essenzialmente negativo, poi- 
ché esso deve avere il medesimo segno di quello da cui il radicale è affetto. 
Considerato indipendentemente dal suo segno, esso risponde, non più all’equa- 
zione come essa è stala stabilita, ma a quell' equazione nella quale si sarebbe so- 
stituito x con — x, vale a dire a x a px—q. 

Infatti, questa dà 



valori che non differiscono dai precedenti che nel segno. 

È d'altra parte osservabile che la medesima equazione lega fra loro dae que- 
stioni i di cui enunciati differiscono però nel senso di certe condizioni. 

3o. Sia ora q negativo , nel qual caso 1’ equazione è della forma 

±:px = — q , 

e i valori di x sono 



pi* 

Perchè P estrazione della radice possa effettuarsi, bisogna che si abbia 

4 


Questa condizione essendo soddisfatta, i due valori sono reali . 

Siccome d' altronde, 9 è numericamente minore di ~ , ne segue che que- 

sti valori sono tutti due negativi , se p è positivo nell' equazione, vale a dire 
se quest* equazione è della forma 

x a -*-/7X= — q; 


e essi sono tutti due positivi , se p è negativo , vale a dire se l'equazione è 
della forma 

x*— px = -y. 

Possiamo giungere alle medesime conseguenze , fondandosi sopra le due pro- 
prietà che , nell' equazione del secondo grado x*-irpx — q = o , la somma alge- 
brica delle radici è eguale al coefficiente del secondo termine preso in segno 
contrario , e il loro prodotto è eguale all ' ultimo termine , ossia alla quantità 
trasportata nel primo membro. 

Infatti sia q positivo nel secondo membro, e per conseguenza , negativo nel 
primo; nc segue che il prodotto delle due radici è negativo; dunque esse sono 
di segni contrari. D’altra parte, la loro somma sarà negativa o positiva , se- 
condo che p sarà positivo o negativo; il che significa che delle due radici , la 
maggiore, numericamente , sarà sempre di segno contrario al coefficiente p. 

Ma se q è negativo nel secondo membro, e per conseguenza positivo nel primo; 
il prodotto delle due radici è positivo; duuque esse sono del medesimo segno , 
cioè, tutte due negative , se p è positivo, e tutte due positive , se p è negativo, 
poiché nel primo caso, la loro somma algebrica è negativa, e nel secondo essa è 
positiva. 

Possiamo riconoscere a priori che, tutte le volte che q è negativo nel secon- 
do membro, e p negativo nel primo , il problema ammette due soluzioni di- 
rette, purché si abbia fra p e q la relazione 
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L' equazione 


* a -^X=3-^ 


può, cangiando i segni ai due membri ; mettersi sotto la forma 


ovvero 


px—x* = q, 
x (p—x)=q. 


Ora, questa nuova equazioue è evidentemente la traduzione algebrica dell’ e- 
nunciato. Dividere un numero dato p in due parti il di cui prodotto sia eguale 
ad un altro numero dato q; mentre se indichiamo con x una delle parti, p—x 
ludica V altra, e il loro prodotto è espresso da arf p—x). 

Premesso ciò, dico prima di tutto che V enuncialo del problema ammette due 
soluzioni dirette. Per provarlo, osserviamo che V equazione è sempre la medesima, 
tanto quando s’indica con x la parte più grande, quanto allorché x rappresenta 
la più piccola; cosi l'equazione risoluta non deve dare V una piuttosto dell'al- 
tra, essa deve dunque darle tutte due nel medesimo tempo. 

Altrimenti . Le due parti cercate debbono esser tali , che la loro somma sia 
eguale a p, e che il loro prodotto sia eguale a q. Ora queste medesime relazioni 
esistono fra le due radici e i coefficienti dell' equazione x* — px = — 9, ovvero 
x x —px-^~q=zo ; dunque, le parli cercate sono eguali alle due radici di quest' e- 
q nazione. 

in secoudo luogo perchè il problema sia possibile, si deve avere 



Poiché, qualunque siano le due parti cercate, possiamo sempre indicare la loro 
differenza con d\ e siccome la loro somma è p , avremo per un teorema cono- 
sciutissimo in algebra. 

Per la parte più grande, ~ ì , 


e per la piccola, 



d 


2 


Effettuando il prodotto di queste due espressioni, si trova 


P 

4 


d* 

4 ’ 


quantità essenzialmente minore di — , quando non si suppongano le due parti 


eguali; nel qual caso, ai ha d —o , e il prodotto, ai riduce a 

4 

E dunque assurdo di esigere che il prodotto, che d'altra parte si era rappre- 


• . . P* 

sentalo con q , sia maggiore di — . Donde possiamo concludere ebe, tutte le vol- 


te che la quantità conosciuta è negativa nel secondo membro , ma numerica- 
mente maggiore del quadrato della metà del coefficiente del secondo termine 
la questione proposta è impossibile . 

Osservazione. Resulta ancora da ciò che il più gran prodotto che si possa 
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attenére, decomponendo un numero in due parti, e moltiplicando queste dna 
parti fra loro, i il quadrato della metà del numero. Poiché, abbiamo veduta 

- • P* d % , n* 

che queito prodotto poò esprimerai con — — — , numero minore di — , ma che 

4 4 4 

gli diventa eguale, quando si suppone d — o, ovvero le due parti eguali. 
Esaminiamo alcuni casi particolari 

3i. i.° Se, quando q è negativo, vale a dire quando l'equazione è della forma 

x % -*-px=a — q 

(p emendo di segno qualunque), si suppone q eguale a il radicale -l ,J -.—q, 

4 V 4 

dei due valori die, diventa nullo , e questi valori si riducono 1' uno e P altro 
l za - ^ ; si dico allora che le due radici sono eguali. 

p* 

Infatti , se ti risale all'equazione, e che si sostituisca q con — , essa diventa 

4 


donde si deduce 


p 1 

x-+px = - -, 


n a 

x*~+-pxH- ~= 0 , 


(-sr- 

In qnesto caso, il primo membro è il prodotto di due fattori eguali. Possia- 
mo dunque dire ancora che le radici dell'equazione sono eguali, poiché allora i 
due fattori eguagliati a zero, danno il medesimo valore per x. 
a.° Se nell' equazione generale 

x*-+-px=q, 

si suppone ? = o, i due valori di x si riducono a 

P P 

x = — — -t — , ossia x = o, 
a a 


P _ P 


ossia xs — p. 


Infatti l’equazione è allora della forma x*+px = o, ossia x{x+p) =a o , equa- 
zione che possiamo verificare, tanto ponendo x = o, quanto ponendo x+p=o, 
donde x— —p. 

3.° Se , nell’equazione generale x*-t -px = q, si suppone p=o , ne risulta 
x*=q, donde x \ q \ vale a dire che, in questo caso , i due valori di x so- 
no eguali e di segni contrari, reali se q è positivo, e immaginari se q è ne- 
gativo. L’equazione rientra allora nella classe dell’ equazioni a due termini. 
( Vedi Equazioni ). 
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4«° Supponiamo nel medesimo tempo p = 0 , q =zo\ l’equazione ai riduce a 
x z =xo % e dà due valori di x eguali a o. 

32. Ci rimane da esaminare un caso ben singolare che spesso s' incontra nella 
risoluzione dei problemi del secondo grado. 

A quest’ elle! lo, consideriamo l’equazione axM-Ar =c. Quest’equazione riso- 
luta, dà 



— & zt — 4oc 
2 a 

Suppouiaino ora che, per un' ipotesi particolare falla sopra i dati della que- 
elione si abbia a = o, l'espressione di x diventa 


donde 


— h * 4-4 


o 26 

x= — , e x = . 

o o 


Il secondo valore si presenta sotto la forma dell* infin ito, e può considerarsi co- 
me una risposta, se però la questione proposta e capace di ammettere soluzioni 
infinite ( n.° 0). 

Quanto al primo valore, cioè — , bisogna procurare d’ interpelrarlo. 

Prima di tutto, se si risale all’equazione, si vede che l 1 ipotesi di aero, la 
riduce a &r = c ; donde si deduce espressione finita e determinata , che 

«leve considerarsi come rappresentante il vero valore di — , nel caso che ci oc- 

o 

cupa. 

Ma per non lasciare verun dubbio su questo soggetto, riprendiamo l’ equazione 
ax*~k~bx ~ c , 

e poniamo 


ne resulta 


X zxz — 

X 


n b 

— H =c, 

r a x 


ovvero 

cy 2 —by—a=zo 

(mandando via i denominatori e trasportando). 

Premesso ciò, sia n=o; quest’ ultima equazione diventa cy*— 5/=:©, e 
due Talori, 


r=o, r = - 


Digitized by Google 



D1S 

Sostituendo quoti valori nella relazione x = — , te ne deduce 



45 ) 


So, oltre l'ipotesi di asso, si ha ancora b : 


so, il valore jc= r diventa es- 
b 


to medesimo — , o infinito. 

E infatti, l'equazione cf* — Af— a=so ti riduce, in questa doppia ipotesi , a 
cj^=o, equazione i di cui due valori sono eguali a o. Cosi i valori di x cor- 
rispondenti sono tutti due infiniti. 

Se ti avesse nel medesimo tempo a=o, iso, cxo, l'equazione proposta 
diventerebbe del tutto indeterminata. 

Questo è il solo caso d' indeterminazione che presenta 1’ equazione del tecOndu 
grado. 

Applichiamo ora i principi! di questa discussione generale a diverti problemi, 
cbe daranuo luogo a tutte le circostanze che s' incontrano ordinariamente nei 
problemi del secondo grado. 

PaOtLEXA. 

J3. Trovare sopra la linea che unitee due lumi differenti A e B (Tav. CVII, 
fig. 5) di' intentila diverse il punto ove essi illuminano egualmente. 

(Si suppone conosciuto il principio di Fisica, che le intensità di un medesi- 
mo lume , a due distante differenti , sono in ragione inversa dei quadrati di 
queste distante ). 

Sia a la distanza AB dei due lumi, b ('intensità dei lume A, all'unità di di- 
stanza , c l’ intensità del lume R , alla medesima disianza. Sia C il punto cer- 
cato; facciamo AC = x, donde BC = a — x. ’ 

Poiché in virtù del principio di Fisica, l'intensità di A, alla distanza r è b, 

la sua intensità alle distanze segue cbe 

alla distanza x, essa deve estere espretta da — ,, ti ha egualmente, per l'inten- 


sità di B, alla distanza a — x, - ma dall’enunciato, queste dne intensità 

(a — x)» 

debbono essere eguali; cosi abbiamo l'equazione 

A __ e 
x 1 (a — x)* ’ 

donde ti ricava, sviluppando e riducendo 

(A— c)x*— aaAx s= — a^A . 

Quest’ equazione dà 


A 

Dii di. Mal. Poi. III. I 


ab j a i b 1 a*b 

b — c "* V (A — c)* A — c 
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ovvero riducendo , 


I) i s 


o(i Ite) 
b — c 


Quest 1 espressione diventa più semplice, se osserviamo, i.° che b~h^bc può 
mettersi sotto la forma yjb.yjb ’!zy/b.y/c^ ovvero ^b{y/b~*l^c) ; 2 .° che 

b—c = {y/b)* — ( V c ) a = ( V *"W c ) (’ V b — V c )• 

Così, considerando primieramente il segno superiore dell' espressione di sopra , 
si ha 

b . [yj c) b 

(V b~*~ X c ) (\ à — \ c ) y b — y c 

si ottiene egualmente per il secondo valore , 

ayf b(\f b — y c) a-\f b 

. ~ l \b-i-\c)l\6—\c) \6-i-y/c 

Del rimanente, questi valori resi cosi semplici potevano ottenersi immediata- 
mente dall'equazione proposta. Infatti, l'equazione 


, equivale a 


(a — x) J 


<« — *)»’ x» * 

Ora, se si estrae la radice quadrata dai due membri, viene 

:± yj c 


1 = -± Ji = 

x Vi 


Vi ’ 

donde, mandando via i denominatori e trasportando, 

«y a— xy bz=zt xy<? ; 

dunque 

«y b 

X ~ \b^ryjc ' 

N. B. Abbiamo prima di tutto ottenuto i valori sotto una forma più compli- 
cata, perchè abbiamo risolato 1* equazione del secondo grado col metodo generale, 
che è meno semplice dell’ ultimo impiegato. 

Discutiamo ora i due valori resi più semplici. Si ha 

,0 


donde si deduce 


4 -* 

Sia in primo luogo 


<zy b 

y b — y/c' 
a^c 

VA-t-Vc’ 
— «yc 
y b — y c ’ 
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Il primo valore di x, - . v , è positivo e minore dì «, poiché — - è 

V®"*"V C V"” H V C 

una frazione; cosi questo valore dà perii punto egualmente illuminato, un punto 
C situato fra i punti A e B. Si vede, inoltre , che il punto è più vicino a B 
che ad A; poiché , a motivo di ò>c, si ha ^ b , ovvero 2 ^ b^>\' b-}-^ c % 
donde 


yj b 1 

^b+y/c > a 5 


e per conseguente 


n\lb a 

— > T 


V*-4-V c a 

Ciò infatti dev'essere, poiché si suppone l'intensità di A maggiore di quella 
di B. 

Il valore di a — x corrispondente „ ad -^-5—. , è positivo e minore di — , 

V^-*~V C a 

come con facilità può verificarsi. 

Il secondo valore di r, - ^ ^ , é ancora positivo, ma maggiore di poi- 

\ b — \c 

chè si ha 


v b 

b — ^ * 

Questo secondo valore dà dunque un secondo punto C' situato sul prolunga- 
mento di AB, e alta destra dei due lumi. Si concepisce infatti che i due lumi 
si spandono in ogni senso, e può esserci sul prolungamento di AB, un altro punto 
egualmente illuminato; ma questo punto dev'essere più vicino al lume di cui 
l'intensità é la meno forte. 

Possiamo riconoscere, a posteriori , perché questi due valori son legati dalla 
medesima equazione. Se , invece di prendere AC per 1* incognita x , si prende 
AC', ue risulta BC'c=x — a\ così si ha l'equazione 

b c 

x a \x - a) a : 


ora , siccome (x — fl)* è identico con (a— x)*, la nuova equazione è la medesima 
dell'equazione digià stabilita , la quale, per conseguenza, deve dare lauto AC 
quanto AC'. 


Il secondo valore di a— x, — — — ■ , è negativo, il che dev’essere, poiché si 
\ b— \c 

h* x>a; ma cangiando i segni dell'equazione 

— a^c 

a “ x = ' 
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si trova 

n^c 

x—a =-77 ; 

yjb—^ c 

e questo valore di x —a rappresenta il valore assoluto di BG f . 

Sia b<c 

a\J b , ... . tl 

Il primo valore d» x, — ~ — r » c scra P re positivo, ma minore jli — , poiché 
r \b-*-\c a 

si ha 

V £-+-■ V c 5> V *-+-V V *• 

°V C . . 

Il Tatare di a — x corriipondente , OTTero — ; i ■ -- , epoutiTO e maggiore 
X ^ c 



Cosi, nell* ipolesi che si considera, il punto C, situalo fra i punti A e B, de- 
v'essere più vicino ad k che a B. 


11 secondo valore di x , — , ovvero — ; ,é essenzialmente negativo. 

\b — \c \e — \b 

Per inlerpelrarlo, risalghiarao all'equazione, che diventa , quaodo t si sostituisce 
x con — x, 


b c 

j a 8=3 ( a •+• x )* ’ 


Ora, a — x esprimendo in principio la distanza di B al punto cercato , a-Kc 
deve ora esprimere questa medesima distanza, il che esige che il punto cercato 
sia alla sinistra di A, in C", per esempio. E infatti, poiché l' intensità del Ionio 
B è per ipotesi maggiore di quella di A , il punto cercato dev’ esser più vicino 
ad A che a B. 


— rr\fc ha / c , , _ 

Il valore di a — x corrispondente , - ■■■■ ■ ■*» , ovvero — 77 , e positivo 530 

\b~-\c \c — \b 

ciò proviene perchè, x essendo negativo , a—x esprime realmente uoa^fomma 
aritmetica. 

Sia b = c. 


1 due primi valori di x e di a — x si riducono ad — ; il che dà la metà di 

AB per il primo puulo egualmente illuminalo. Questo risultamento è conforme 
all' ipotesi. 

I due altri valori si riducono ad ossia diventano infiniti \ vale a dire 

o 

che il secondo punto egualmente illuminato è situato ad una distanza dai punti 
A e B maggiore di qualunque quantità assegnabile. Questo risultamento risponde 
perfettamente all'ipotesi presente; poiché, se si suppone che la differenza ò— c, 
senza essere affatto nulla, sia estrema ruen té piccola, il secondo punto egual- 
mente illuminato , esiste , ma ad uua distanza grandissima dalle due candele* 

questo è quello che iodica 1’ espressione — , i] di cui denominatore è estre- 

\b — \ c 
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inamente piccolo rapporto al numeratore. K quando finalmente si suppone, b — c 
ovvero yc = o, il punto cercato non può più esistere , ovvero deve trovarsi 
situalo ad una distanza infinita. 

Osserviamo di volo, ci>e nel caso di ò = c, se si considerassero i valori non 
resi semplici , 

a(b-+-^bc) a(b — bc) 

ara-—-: 1 ® arsi ■ 1 . , 

b—c b—c 


il primo, che corrisponde a x = ^ ^ ^ \“c 1 < ^ veo '* re kb« » e M •ccondo che 

a-»/ b o o 

corrisponde a x=s ■ — , diventerebbe . Ma non si oltiena — , che a moti* 

V o-b V c o o 

to dell' esistenza di un fattore comune, \'b—"^c 9 fra i due termini del valore 
di x ( n. # 7 ). 

1 due termini del primo comprendono bensì ancora il fattore comune 
ma sopprimend olo, si trova 

ayJ b 

77 * 

\ b — \ c 


espressione che si riduce ancora ad nell’ ipotesi di bz=zc. 

o 

Sia b = c e a = o. 

11 primo sistema dei valori di x e di a — ar , ai riduco a o, e il secondo si- 
stema a — . Quest'ultimo carattere c qui il simbolo dell* indeterminazione ; poi- 


ché se si risale all' equazione del problema , 

(b — c)x % — 2abx=x — a 3 Ò , 
essa sì riduce nell'ipotesi presente, a 

o . x* •— o . x = o , 


equazione che può essere soddisfatta da un numero qualunque messo per x. In- 
fatti, poiché le due candele hanno la medesima intensità e sono situate al me- 
desimo punto, esse debbono illuminare egualmente ciascuno dei punti della 
linea AR. 

La soluzione o che dà il primo sistema, è una di quelle soluzioni, in nume- 
ro infinito , delle quali abbiamo parlato. 

Sia finalmente a=o, b essendo dijffet ente da c. 

Ciascuno dei due sistemi si riduce a o; il che prova che non ci è in questo 
caso, che un solo punto egualmente illuminato, ed é ouello ove le due candele 
sono situate. 

L'equazione si riduce allora a 


[b— c)x*=o , 

e dà i due valori eguali, x=o, x = o. 

La discussione precedente offre un nuovo esempio dell'esattezza, con la quale 
1’ Àlgebra risponde a tutte le circostanze dell' enunciato di un problema. 
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34. Trovar due numeri tali , che la differenza dei loro prodotti per i nu- 
meri respettivi a r b sia eguale ad un numero dato 1, e che la differenza 
dei loro quadrati sia eguale ad un altro numero dato q. 

Siano x e y i numeri cercati; si hanno eviJentemente le due equazioni 

ax — by = s , 
x 3 -y 3 z=zq. 


La prima equazione dà y 


ax - s 
b * 


la sostituzione di qaesto valore nella seconda equazione conduce a 


si ricava da questa 


(a 3 —b 3 )x 3 —2asx =: — s 3 —b 3 q\ 


as 


h ^ s 3 -~q (a 3 — b 3 ) 
a 3 -b 3 ’ 


e mettendo questo valore di x nel valore di y ricavato dalla prima equazione, 
si trova 


bs~±a\ s 3 —q ( a a — b 3 ) 


a x -b 3 


Cosi, la questione ammette le due seguenti soluzioni: 

Q _ as-^byj s 3 —q{a 3 — b 3 ) bs-t-ayfs 3 — q(a 3 —b 3 ) . 

'■ * = a »-* 1 ’ f ~ a 1 - 4 * ’’ 


as — b^s 3 — q(a 3 — b 3 ) bs — a q (a a — b 3 ) 

X ~ a 2 — A 1 ’ T ~ a 2 — A 2 


Discussione. Distingueremo tre casi , cioè : 

a^> b , a = A, a<^b. 

i.° Caso. a^>b. Perchè i valori di x e di y siano reali, bisogna che si abbia 

* a >y(a a — b 3 ). 

Nella prima soluzione i valori di x e di y sono positivi. Nella seconda solu- 
zione, il valore di x è ancora positivo, perchè si ha as^>bs, e per conseguenza 

as>by] s* — q (a 3 — b 3 ) ; 

ma il valore di y nou è positivo che fintantoché si ha 
bs^>a\ s 3 —tf {d^—b 3 ) , 

il che equivale a 

b 3 s 3 ^>a 3 s 3 — a 3 q [a 3 — b 3 ) , 

donde 

(a 3 — b 3 ) s 3 a 3 q [a 3 — £*), 
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x»<o*9. 

Se con le due conditioni n>A, x*;>9(a* — A*), i! ha ancora il va- 

lore di X • nella seconda soluzioni, è nullo; e se abbiamo x*>a*9, il valore di 
y è negatilo. 

Quando si ha a^>b e s*=zq(a * — £ a ), le due soluzioni non ne fanno che una 
sola, e i valori dell' incognite sono positivi. 

Quando si ha j a <^(a a — i valori dell' incognite sono immaginari- 

a.° Caso a<Cb. Siccome la quantità a a — b 2 è allora negativa, i valori di sopra 
di x e di y sono sempre reali. Per esaminare in quali casi essi sono positivi o 


— bs — d^J a -+-^(6 a — a*) 
b ' 1 — a A 


— bs + b* - a*) 

A*— a* ’ r A*— «* 


negativi , bisogna scriverli come segue: 


— as — b ^ s A -f~q (ó a — u a ) 

A 1 — a 1 ’ 


— 'O-T ^ V .f a -4-y(à ,t — a 1 *) 


Si vede allora che, nella prima soluzione, x e y sono negativi. Nella seconda 
soluzione, x è sempre positivo, mentre si ha 

byj x a -+ -q{b A — a A )^>bs^> as. 

Quanto al valore di si trova che esso è positivo , nullo o negativo , secondo 
che si ha 

x a <C a*q , s* = a % q , x a > a*q. 

B.° Caso. a-=zb. La prima soluzione dà per x e y valori infiniti i quali non 
possono convenire al problema ; e nella seconda soluzione, i valori dell 1 incognite 

si presentano sotto la forma Per otteoere la vera soluzione del problema, 
o 

basta introdurre nell 1 equazioni proposte l'ipotesi azssb\ esse diventano 

s 

x- r =-. 


e 

se nè deduce facilmente 


e per conseguenza 


x >-y> = q. 


nq 


0*9 -+- x* 


0*9 — x* 


Questi valori son sempre reali. Il valore di x è positivo; quello di x 4 posi- 
tivo, nullo o negativo, secondo ebe si ba 

x* < o*9 , x* = a*q , x* > 0*9. 
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Tutti la discussione che abbiamo aubilita è riepilogata nel «eguente quadro 
i.* soluzione, x e y sono positivi 

[ s*<Za*q, y i poiitivo. 

| 1 >?( a ^ } a.’ soluzione, x i positivo. | s *== a 2 q, y è nullo. 

s*ì>a*</,y è negativo. 

1 s*=zq(a*—b* Una sola soluzione, x e jr sono positivi. 

\s*«dq (a 1 — 4») Non vi i soluzione. 

I.* Soluzione, x e y sono negativi. 

f s x <.a*q, y i pnaitivo. 

a.* soluzione, x è positivo. /x l =a*y, y è nullo. 

« s x >a x q , y è negativo. 

f s x <.a % q, y è positivo. 
s % = , y è nullo. 

s % >a x q, y è negativo. 


a<4^ 


a _jl Una sola soluzione, x è positivo 


PrOBLEBA 


35- Trovare i termini di una proporzione per quoziente , conoscendo la 
somma a degli estremi, la somma b dei medii, e la differenza s x fra la som- 
ma dei quadrati dei due primi termini , e la somma dei quadrati dei due 
altri. 

Indichiamo con x e y i due termini del primo rapporto ;i termini del aecbn- 
no rapporto saranno 4 — y e a — x, e si dovranno avere le due equaiioui 
x{a~x)=zy(&—y), 

•r *-q-y x — (n — x)* — (4—/)* — s % . 

Quest' equazioni ai riducono a 

x 1 — y x — nx-t-by =zo , 

’iaX'S-'xby = j’-t-n*H-4 1 ; 

1’ ultima dà 


s 1 -t-« 1 -t-4 a — zax 


r — 


a b 


sostituendo questo valore di y nella prima equazione, si trova, dopo alcune ri— 
duiioni , 

^<i*— 4*^x a — — 4'^x-t- — 4*^ =o. 

Si deduce da quest’ equazione 


— 4»)rt iV‘‘-(« 4 — 4“)'* 

a(«*— b*) 


e in seguito si trova 


y=z 


— b{a 2 — 4* — J 3 1 tt n yj s * — (n*— A^f 4 
»(«■* — e-*) 
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Si deduce da quelli valori di x e' di y le due soluzioni qui appresso: 


a»— A*) •+- A v r‘— (ir*— A*)» 


A(a a — A* — s 1 ) — a y s 4 — (a 4 A 1 )* 

r “ »(a*-A*) ~ 


_ a(a» — b* — r J ) — 4 Vr‘— (a*-**)’ 
=3 ' a(a*-A») 


A Ha 1 — s*— («*— 4»)* 

' r— a(a»— A 2 ) 5 


a (r^-4-a*— -b % ) — b \ s 4 — (a* — b 2 )* 
2(a a — 4*) 


£ (a*— A* — # a ) -4 -a *— - (cr* — 6*)* 

*(a* — 6*) 


a(a*— A*— s* ) -t- 4 -y a 4 — (a 4 — A 1 )* 

^ a(a*— A 1 ) 


4 — y 


b{a % — 4 a -t-a*X— a \r* — (a=* — A*) 1 

!(„»- A») 


Discussione. Supponiamo a >4. Perché i valori dell’ incognite tiano reali 
bisogna che si abbia f a >(o*— A 1 ), il segno > non escludendo I’ eguaglianza. 

La prima soluzione dà valori positivi per * e 6—y, ma il valore di y e 
quello di a— x sono negativi, poiché ciascuno di loro é formato di due patti 
negative. 

Nella seconda soluzione, i valori di * e di y sono sempre positivi. Infatti, il 

radicale V s 4 — (a 1 — A*)* essendo equivalente a V {s^-y-a* — A 3 ) [r 1 — (a*— A 1 ) ] che 
è la media proporzionale fra le due quautità j*-*-u* — A 1 , s 1 — (a 1 — A 1 ), il valore 
di questo radicale è minore di r 1 -*- («*— A 2 ) , e maggiore di s % — (a 2 — A 1 ); e poi- 
ché a é maggiore di A, ai ha 


a(s»-t-a»— 4»)>A ^ s* — (a 1 — A 1 )* , 
e 

a yj s 4 — (o» — A 4 ) 1 > A[s 2 — (a 1 — A 1 ) J. 

Quanto ai valori di a — x e di b—jr t perchè essi siano positivi, bisogna che si 
abbia 

b \fs*~ [ri*~b‘) 2 > a [r»- ( a *-A 2 )J . 

Da. rii Mal. Voi. IV. 8 
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r y x *_( a *_i>)*< A(S*-H«»-A»); 


quelle due condizioni >i riducono l'una e l’altra a 

s» < o*-+-A\ 

Se li ha J* ss a*-4-A* , i valori di a—x e di b—y, nella seconda soluzione, tono 
nulli; per couiegueoza , il valore di x li riduce ad a, e quello di y li ridu- 
ce a A. 

Quando ti ha x*=ia*— A* , le due eduzioni non ne formano che una loia, 
cioè x =a,/ = o, a — iato, A — y=zb. 

Quando li ha s*<a* — A*, il problema è imponibile. 

L’ ipoteii di a<A condurrebbe a conseguenze simili a quelle che abbiamo 
ottenuto supponendo a>i, se nòn che in questo calo tutto quello che abbiamo 
detto di x e di a — x li applicherebbe allora a y e a A — y, e viceversa. 

Quando si suppone assA, i valori dell’incognile nel primo sistema sono infi- 
niti, e nel secondo sistematisi diventano indeterminati. Introducendo quest' ipo- 
tesi nell' equazioni, esse si riducono a 

(x-y) (x-*-y-a)=.o. 


*■+-/ — 


s*-+- aa* 


La seconda equazione esige che x-*-y — ° non sia zero; non possiamo dunque 
soddisfare alla prima che ponendo x — y c=o , ovvero x—y\ se ne conclude 


4o ’ 

so*— a* 

a — a = . 

4o 

Remerebbe da cercare quale interpetrazinne si deve dare ai valori oegatsvi 
delle incognite x, y , a—x, b—y. Ma questa ricerca è senza difficolti , ed essa 
non offre che poco interesse; essa acquisterebbe maggiore importanza se invece 
della questione che ci siamo proposti , si sostituisse la seguente , che dà le me- 
desime equazioni : 

Inscrivere in un rettangolo, i di cui lati sono a eh, un secondo rettangolo 
tale che la differenza dei quadrati dei suoi lati sia eguale ad un quadrato 
dato a*. 




Paoli urna 


36. Determinare i lati di un triangolo rettangolo conoscendo il suo peri- 
metro sp e la sua superficie m*. 

Siano x e y \ lati dell’angolo retto, e * l' ipotenusa ; avremo le tre equazioni 

x-4 -y-t-z = a p , 
xy — am * , 

*>+y*=. **. 
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Per risolvere quest' equazioni , si pratile il valore di t dall* prima e si mette 
Della terza, il che dà 

v*- v (*-+-/) '+-*r=°; 

sostituendo allora xy con am* , si ha 

/>* — p (x-t-/)-t-m* = o , 

donde 

p*-+-m* 

— — • 


Il valore di x-S-y essendo conosciuto, l’ equazione x-t-jr-Hs = ap , dà imme- 
diatamente 

p* — m* 


La determinaiione dei due altri lati x e y è facile; mentre col valore di so- 
pra di x-t -y e l’equazione x/=sam*, i valori di x e di y sono le due radici 
dell’ equazione 

p* -+- m* 

X* — X -+- am* = o, 

P 

Si ha donque 

_ p*-t-m*-+-yp 4 -+-m 4 — 6p*m* 

JC — . — » 

ap 

p’-t-m* — yj p , -hm > — 6 p*m* 

r V , 


Discussione. Il valore di a è sempre reale, e perebì esso sia positivo, bisogna 
che si abbia p*>m*. Perchè x e y siano reali, bisogua che si abbia 

pM-m* — 6p*m*>o , 

il segno > non escludendo l’eguaglianza. D’altra parte i valori di x e di ^ non 
possono essere negativi; poiché nell’equazione che gli dà, il termine conosciuto 
è positivo, e il coefficiente del secondo termine è negativo. Per conseguenza tutte 
le condiziooi necessarie perchè il problema sia possibile, sooo comprese in que- 
ste due relazioni, 

p*> m* , p 4 — 6p*m*-+-m*>o. 

Il polinomio p 4 — 6 p*m*-+-m 4 potendo considerarsi come un trinomio del se- 
condo grado rapporto a p*, possiamo decomporlo in due fattori ; e l’ineguaglianza 
di sopra si trova cosi sostituita con la seguente : 

[p* — m*(3-t-ay a)] [p*— m*( 3 — ay a) ] ;> o. 

Perchè questa condizione sia adempita , bisogna che i due fattori siano del 
medesimo segno. Si deve dunque avere 

p* >m*(3-+-aVa), 

ovvero 

p*<m*(J— aV*)- 
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Ma poiché li ha ili -già la condizione p* non poniamo ammollerò che 

l’ ineguaglianza 

donde si conclude 


p>mV(3-+-aV a ) 

ovvero 

p>ra(i-t-V a ) 

( Vedi Radicali). 

Siccome il segno > non esclude l'eguaglianza, vediamo che, perchè il proble- 
ma sia possibile, bisogna e basta che il semi-peri metro non sia minore di m( 
m essendo il lato del quadralo equivalente al triangolo. 

Segue da ciò che quaodo si ha p — m{i+\a), il perimetro è il più piccolo 
possibile; dunque, fra tutti i triangoli rettangoli della medesima superficie m l , 
quello il di cui perimetro è il più piccolo ha per perimetro 

apaoam(i-f-ya). 

D'altra parte i valori di x e di y diventano , mediante questa relazione , 

_ m( a-t-^2) 


i-t-V a 

X = my / a , 

z= am. 


zmy/ a , 


Dunque il triangolo rettangolo del più piccolo perimetro è isoscele. 
La relazione p>m( i+ys) equivale a 


m< 


P 

i+V a ’ 


ovvero m </)(\/ a — i). 


Dunque, fra tulli i triangoli rettangoli del medesimo perimetro a/>, quello che 
ha la maggior superficie è il triangolo isoscele , ed è equivalente al quadrato il 
di cui lato è p(y/ a — i ). 

Problbma 


3 7. Trovare due numeri tej, conoscendo il loro prodotto b e la somma a 
dei toro quadrati. 

L' equazioni del problema sono 

se »-*-/ 1 == a , 
xy ss b. 

Postiamo eliminare y fra queste due equazioni prendendo il valore di y dalla 
seconda., e sostituendolo nella prima. Possiamo ancora osservare che l'equazione 
xy=.b dando x*y* =. , si conosce la somma e il prodotto delle due quantità; 
x* e y* t dimodoché si potrebbe formare immediatamente un'equazione del se- 
condo grado le di cui radici darebbero i valori di queste quantità; ma i calcoli 
sono più semplici col seguente processo. 

Aggiungendo e sottraendo le due equazioni membro a membro, dopo aver mol- 
tiplicalo i due membri della seconda per 2, si ottengono le <kie equazioni 

{x-k-y) % = a-t-26 , 

<*— r)* s = a — a4 > 
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dunque 


D is 


= a-t-ai , 


x — j' «= :±y a — ai . 
Quelle due ultime equazioni danno 

_ ±y o-+- ai :± V a — ai 
T » 

» 

"t: y'’ a-f- ±1 ^ a — 2Ò 


Ciascun radicale deve avere nel medesimo tempo, nei valori delle due incognite, 
il segno superiore o il segno inferiore; dimodoché indicando il primo radicale 
con ayA, e il secondo con a^B, ** h*oi»o queste quattro soluzioni: 

Ì x =3 -+• \l A -f- V B , 

r— -*-V A — V R ; 
t * = — v A — V B > 

a.* . . . { ■ 

' r — — V A -i- V B /> 

3 . i *==-t-V A — V». 

’ . v — V A •+• V R > 

! x = — VA-+- V®> 
j* = — A — \^B. 

Le due ultime aoluzioni non differiscono dalle due prime , cosi non ne abbia* 
mo realmente che due. Si poteva d'altra parte prevedere dalla forma dell' equa- 
zioni che si sarebbero avute due soluzioni, di cui 1 ’ una si dedurrebbe dall'altra 
cangiando i segni dei valori di x e di y , poiché quest' equazioni rimangono le 
medesime quando si cangia x in — x e y in — y. 

Quando s' impiegano, per risolvere questo problema, uno dei due metodi in- 
dicati in principio, ci sono dei radicali soprapposti nei valori di x e di y\ ma 
per quello che diremo in seguito in questo dizionario ( Vedi Radicali), si pro- 
va facilmente che questi valori non differiscono da quelli che abbiamo ottenuti. 
I calcoli presentano inoltre delle particolarità sopra le quali ci sarebbero più os- 
servazioni da fare; ma non ci arresteremo su di ciò, attesoché sarà facile al let- 
tore di supplire a quest' omissione. 

Paoblema 


38. Si dà la somma a di due numeri e la somma b delle loro quarte po- 
tente; trovar questi numeri. 

Liquazioni del problema sono 

(0» 

x 4 ^ 4 a b (a). 
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Prendendo nella prima equaxione il valore di y in fuaiione di x, e sostituen- 
dolo nella seconda equaxione, si giunge ad una equaxione completa del quarto 
grado. 

Ma possiamo ottenere un' equaxione piti semplice. A quest’effetto, si elevi alla 
quarta potenxa i due membri dell' equaxione (i), il che dà 

x‘-i-4x > y~h6x 1 y*-i-4xy 3 -+-y t = o*. 

Sostituendo x , -t-y* con A, e mettendo xy in faltor comune, viene 
xy(\x x -yGxy-^r^y x ) = a* — b ... . (3). 

Si deduce ancora dall’ equaxione (i), elevando i due membri al quadrato 
x*-+-y* = a* — 3 xy ; 

e sostituendo, nell' equaxione (3), con 4°*“ 8* y , si giunge all’ eqna- 

xione 

xy ( 4a*— aas y )as a*— A , 

donde 

xysia x -±. (° 4 -*■ A) . 

1 valori di x e di y sono dunque le radici dell’ equaxione 
X» -oX-i-o 1 -* /-L(a‘-f.A) = o. 


Prendendo il segno davanti il radicale y — (a 4 H-ò), non ti ottengono 

che radici immaginarie. Quando si prende il segno — , la natura delle radici di- 
pende dai valori di a e di b. 

La risoluzione del problema del quale ci siamo occupati può ancora effettuarsi 
come segue. 

Se si considera il prodotto xy come un 1 incognita ausiliare rappresentata da *, 
i valori di x e di y saranno le radici dell 1 equazione 
X 1 — aX z = o , 

dimodoché avremo 



Sostituendo questi valori di x e di y nell* equazione (a), si ottiene un'equa- 
zione simile a quella che abbiamo precedentemente risoluta, eccettuato che xy 
è sostituito da z. 

Possiamo ancora mettere x — y=t‘, si deduce da questa relazione unita ade- 
quazione x-i-y — a 


a-+-t 
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Sostituendo questi valori di x e di / nell’ equazione z l +/'=i, e liducendn si 
ottiene P equazione 

ar‘-t-iaa 1 i*-t-aa , = i6è. 

Quest’ equazione si risolve eoo le regole ebe si daranno in seguito. ( Vedi 
Equazioni ). 


PaoiLiMs 

Sg. Se al prodotto di due numeri si aggiunge in volte la loro somma , si ot- 
tiene un numero dato a ; e se alla somma dei quadrati di questi medesimi nu- 
meri si aggiunge n volte la toro somma , si ottiene un altro numero dato b. 
Trovare questi due numeri. 

Siano x ed / i numeri domandati; si hanno le due equazioni 
x/-t-m (x-t-/) = a , ' 

x 1 -*-/*-» -n (x-t-/) = t . 

Aggiungendo queste due equazioni, dopo avere moltiplicato i due membri 
della prima per a, si giunge all’ equazione 

(*+f)*+(jni+n) (x-t -/) = aa-+-i. 

Si deduce da quest’ ultima equazione il valore di x-t-/: si ottiene quindi fa- 
cilmente quello di xy , e la determinazione dei valori di x e di / non offre 
più veruna difficoltà. 

Questo problema ed il precedente provano come possiamo con artifizio di cal- 
colo, o con una scelta conveniente d'incognite, riportare al secondo grado que- 
stioni che, con i metodi ordinari, condurrebbero a equazioni di gradi più elevati. 

Passiamo ora a discutere in generale un’ equazione di grado qualunque a due 
incognite. 

40. Il grado di un'equazione fra due variabili x e y si misura dalla somma 
degli esponenti di queste due variabili, uel termine in cui questa somma é mag- 
giore. 

L’equazione completa del grado m è della forma 
A/"*-t- (ax-t-a'J/ m - , -t- (ix*-t-4'x-t-i' f )/ m_1 -t- . . . .-t-ix"*-t-A 1 x m -’-t- .... o. 

Per abbreviare, la rappresenteremo con 

A/ m -t-X I /’" -, -t-X a /"’~*-t-X & /’"- 5 -t- .... -t-X m _ i y‘-t-X m _^ r 

•+ _ X m =0 (A), 

rammentandoci che i coefficienti X,, X a , X 5 , ec. sono polimoni io x, tali che 
il più alto esponente di x, che si trova in ciascun di loro, aggiunto all’esponente 
del termine io / che lo moltiplica, faccia una somma eguale al più ad m. 

Se in quest’equazione si dà un valore particolare ad x, si ottiene un’equa- 
zione io y solo, che serve a determinare tutti i valori di / corrispondenti a que- 
sto valore di x. 

41. Se il primo termine A/™ manca, può succedere che l’equazione contenga 
un fattore razionale in x solo; in questo caso, dando ad x un valore rapace di 
rendere questo fattore nullo, l’equazione è soddisfatta, indipendentemente da alcun 
valore particolare di /; per conseguenza il valore corrispondente di / si presenta 

sotto la forma — . Ma nel caso in cui l’equazione contenga un fattor razionale 
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in x, quello fattore dev’ esser comune a tutti i coefficienti X, , X, , X, , ec. , 
per conseguenza , cercando il pili gran fattore comune a tutti questi coefficienti, 
possiamo liberare l'equazione da qualunque fattore razionale dipendente da x 
solo. Per la medesima ragione, ordinando rapporto ad j', potremo liberarla da 
qualunque fattore dipendente da y solo. 

42 . Riprendiamo l’equazione. 

X„_ar‘-+-X m _ 1 7'-+-X„ = o- 

Se si di un valor particolare ad x , 1’ equazione risultante in y può decom- 
porsi ìd m fattori binomi della forma 

Cr— f )(r— ?')tr — ?") •••• = »» 

f, f' , t", essendo i differenti valori di y che corrispondono ai valore parti- 
colare dato ad x. Se si fa variare il valore di x, questi differenti valori varie- 
ranno nel medesimo tempo; essi sono dunque funzioni di x , per conseguenza 
possiamo concepire l'equazione decomposta in m fattori della forma 

(r-?)(r-?x)(r-P*)[r—Pi ) — =°> 

| 3 , 5 , , fi % , /? s , ec. , essendo funzioni di x , la di cui forma ci è ignota, • che 
possono essere irrazionali e frazionarie. Cosi l'equazione 

( x — d)y > '+-ibxy-*-cx‘-+f = o 
può decomporsi nei due fattori 

I | lr-y<V- (crH-/)(j- l i)l ^ r | òx-4- V^x»— (cx*-f-/)(x— a) 1 . 
L x-fl J I- x — a -■ 

benché un 1 equazione di un grado più elevato non possa essere risoluta , possia- 
mo sempre concepirla decomposta nella medesima maniera in fattori. 

43. Può succedere che fra le radici , 6 , /S g , /3 a , ec. , ce ne siano alcune che 
rimangano sempre reali per tutti i valori di x , altre che rimangano sempre 
immaginarie, altre infine che non siano reali che per valori di x compresi fra 
certi limili. Iu tutti i casi, se una di queste radici è immaginaria, ce ne è sem- 
pre un'altra che lo è nel medesimo tempo di essa, poiché si sa che in qualunque 
equazione, le radici immaginarie vanno a coppia, e che per conseguenza l'equa- 
zione può sempre decomporsi in fattori reali del secondo grado. Sia 

uno di questi fattori,/? e y essendo fuuzioni qualunque di x; se questo poli- 
nomio si decompone in due fattori reali per x=za — /i, e in due fattori imma- 
ginari per x = a-+-A, ciò dipende perchè /?* — 7 che era positivo per xssa — A, è 
diventato negativo per x = a-hA. Ora, il polinomio — 7 non è potuto passare 
dal positivo al negativo che passando per zero o per 1' infinito. Nel primo caso, 
le due radici corrispondenti sono reali ed eguali , nel secondo esse sono infinite. 

Si vede da ciò che quando una radice che era reale diventa immaginaria, ve 
ne è un'altra che diventa immaginaria nel medesimo tempo di essa, e che que- 
ste due radici avanti di diventare immaginarie, diventano eguali o infinite. Le 
radici eguali e le radici infinite formano dunque il passaggio dalle radici realt 
alle radici immaginarie. Tuttavia, a torto si concluderebbe, che quando due ra- 
dici reali diventano eguali o infinite per un dato valore di x, esse diventino ne- 
cessariamente immaginarie per il valore seguente. Infatti il polinomio p % — 7 , che 
è positivo per x = a — A, può giungere ad un minimum , e diveutare nullo 
per x = a, e quindi ritornare positivo per x = a-t-A*, in questo caso due radica 
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diventano eguali per x = a, e rimangono reali per x=a:a-t-A , e per x = a — A. Per 
la medesima ragione il polinomio f^—q può giungere ad un maximum , e diven- 
tar nullo per x = a, e rimaner negativo per x = o — A, e per x = n-t-A ; in 
questo caso le due radici corrispondenti diventano reali ed eguali per x=.a, e 
rimangono immaginarie per x=>a — A e per x = a-+-A. 

Segue il medesimo nel caso in cui le due radici diventino infinite , il polino- 
mio p % — q può diventare infinito per x = a, e rimanere positivo per x = a-t-A, 
r per xz=a — A; in questo caso, due radici diventano infinite per x =o , e ri- 
mangono reali peri valori che precedono e che seguono. Filialmente il polinomio 
jp—q può diventare infinito per x = a, e rimanere negativo per x = a — A, e per 
x = a-+-A; in questo raso le due radici che diventano reali e infinite per x — a, 
rimangono immaginarie per x — a—h , e per x = a-+-A. 

Ciò che precede fa vedere che nella discussione di un'equazione fra due in- 
determinale ie/,é molto importante , di poter determinare i valori di una 
delle variabili, per le quali alcuni valori corrispondenti dell’ altra variabile di- 
ventano eguali fra loro o infiniti. 

44- Cerchiamo ora come possiamo determinare i valori di x, per i quali due 
valori corrispondenti di y diventano eguali fra loro. A quest’effetto osserviamo 
che se nell'equazione (A) si dà ad x un valore che renda nullo l’ultimo termi- 
ne \ m , uno dei valori corrispondenti di y diventa nullo', se questo valore di 
X rende nulli X m e X m „, , due valori corrispondenti di y diventano nulli , e 
cosi di seguito. Ora supponiamo che per x=k>, due valori corrispondenti di y 
divengano eguali a A; sostituendo nell’equazione (A), x con o-t-x' , e y con 
b~ty / , poi facendo nell’equazione trasformala x' = o, due valori corrispondenti 
di y' diventeranno nulli; per conseguenza l’ipotesi x* = o deve fare sparire 
nell'equazione trasformata, l’ultimo termine e il coefficiente della prima po- 
tenza di y. 

Segue da ciò, che per trovare i valori di x ai quali corrispondono due valori 
di y eguali fra loro, sostituiremo nell’ equazione (A), x con u-s x' t y con b-yyf : 
avremo un’ equazione Ir», formula. 

A y m -yX', y"-i+X' % y m -*+X\y m ~*-t- .... t-X' M = o ; 

faremo in quest' equazione x' = o; rappresentiamo con A m , A m _,, A m _ a , ec., 
ciò che diventano i coefficienti X f m , X' WI _ I , X' m _ a in quest'ipotesi. Mettere- 
mo A m = o e A m _, = o; avremo due equazioni in a e A; eliminando Afra que- 
lle due equazioni , avremo una sola equazione in a che servirà a determinare 
tutti i valori di x, per i quali due valori corrispondenti di y sono eguali fra 
loro. 

Se la coppia di valori di a e di A che soddisfa alle due equazioni A m ao e 
A m _, = o, soddisfa ancora all'equazione A m _ a t=o, si conclude che vi sono tre 
valori di y che diventano eguali a A; se soddisfa inoltre all' eqnazione A m _ a ^=o, 
ci sono quattro valori di y che diventano eguali, e cosi di seguito. 

Dopo aver determinalo i valori di x, per i quali più valori corrispondenti di 
y diventano eguali fra loro, bisogna cercare ciò che diventano qnesti valori di y 
per i valori di x che precedono o che seguono immediatamente. Per eseguir ciò, 
lieti' equazione trasformala invece di fare x^ = o, faremo successi veniente x / = -f h 
« x'==— A; poi cercheremo in ciascun caso , se l'equazione ha due radici reì»li 
comprese fra due limiti -fr-A e — A tanto vicini quanto vorremo. In questo modo 
si riconoscerà, se le due radici che diventano eguali per x=a, rimangono sem- 
pre reali o sempre immaginarie per x=a — h e per x =a-t-A ; ovvero, se esse 
passano da un valor* reale a un valore immaginario, o viceversa. Nel raso in cui 
quc<tc radici saranno reali, potremo determinare i loro segni. 

Diz. di Mat. Voi. IV. o 
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45. Ora cerchiamo come si può determinare i valori di ar, per i quali, alcuni 
valori corrispondenti di y possono diventare infiniti. Se l'equazione (A) manca 
del primo termine Ay m , se diamo ad x un valore clic rende nullo il primo coef- 
ficiente X, uno dei valori corrispondenti di y diventa infinito. Se questo valore 
particolare di x rende nulli i primi due coefficienti X,, e X a , due valori cor- 
rispondenti di y diventano infiniti, e così di seguito. Infattwiell' equazione (A) 

sostituiamo y con -p, supponendo che il termine ky m manchi, essa diviene 

X l -4-X a y-t-X J / a -+-X 4 7 ,s -H ec. . . X m _ I jr""-* == o. 

Se in quest'equazione, si fa X, = o, uno dei valori corrispondenti di y* è 
nullo; se si fa X, = o e X a = o due valori corrispondenti di y* diventano 
nulli, ec. . . . 

Sia a il valore di x che rende y* nullo, facciamo successivamente x = a — A, e 
x sso-t-A; se per questi due valori, il valore corrispondente di y* rimane positivo, 
dobbiamo prendere -t-oo per il valore corrispondente di y\ se i due valori cor- 
rispondenti di y' rimangono negativi, dobbiamo prendere — ao per il valore cor- 
rispondente di y\ finalmente, se il valore dij'' cangia di segno, quando si passa 
da x — a — h a x = a~hh , si deve prendere — °o per il valore corrispondente 
di y. Bisogna fare bene attenzione che questo valore dzoo non deve considerarsi 
che come una sola radine dell' equazione. 


Sostituendo nell' equazione (A), x con si otterrebbe, con una simile di- 

3T 


scussione tutti i valori finiti di y che possono corrispondere a valori infi- 
niti di x. 

46. Dopo aver determinato per ciascuna delle variabili, tutti i valori finiti che 
possono corrispondere a valori infiniti dell'altra variabile, non rimarrà che da 
cercare se le due variabili possono avere valori infiniti corrispoudenti. A que- 


st' effetto sostituiremo simultaneamente nell'equazione (A),^- con p, e x 


-p ; poi cercheremo se l'equazione risultante può essere soddisfatta ponendo nel 

medesimo tempo a:' = 0 e y 1 s=zo\ in questo raso facendo successivamente a/= — h 
e x' = -*-A, vedremo da quali segni debbono essere affetti i valori infiniti cor- 
rispoodenti. 

47 . La discussione essendo certamente una delle parti più importanti ancora 
per la risoluzione dei problemi di geometria elementare , poiché essa serve a 
rendere più generali le soluzioni estendendole a tutti i casi possibili, e a pro- 
vare P im possibilità , ovvero la possibilità del problema, secondo le differenti 
modificazioni che l'enunciato può subire, passiamo perciò, dopo avere fin qui 
trattato quello che concerne P equazioni di primo e secondo grado, e un'equa- 
zione di grado qualunque a due variabili, e i problemi che ne dipendono, a ri- 
solverne e discuterne alcuni di geometria elementare. 


PaOBLEUl 


4«. Inscrivere in un triangolo dato un rettangolo di specie data , vale a 

dire simile ad un rettangolo dato y — essendo il rapporto dei lati. 

n 
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Sia GFHI ( Tav CI \,_fig. i ) il rettangolo inscritto domandalo. Si abbassi 
1’ altezza BD, si conduca la retta indefinita AFE , la paialella BE , e si compi- 
sca il rettangolo BDKE; ne risalta 

FH _ AF _ GF 
EK ~ AE — BÈ 1 

il rettangolo BEKD è dunque simile al rettangolo cercalo. 

Costruzione. Si costruisca sopra P altezza BD un rettangolo simile al rettan- 
golo dato di specie, si onisca AE, e per il punto F si conduca la paralella FG, 
che fisserà la posizione del rettangolo GFHI. 

Discussione. Se m=zn, il rettangolo dato si cangia in quadrato, e la solu- 
zione modificata in questo senso risponde al problema. Inscrivere un quadrato 
in un triangolo dato (Tav. C1X , Jig a). 

Pboblema 

4 9 - Essendo dati due circoli che si tagliano , condurre per uno dei punti 
cT intersezione una secante comune tate, che la somma dette corde intere ette 
sia eguale ad una lunghezza data. 

Sia BMC ( Tav. CVIIl,_/fg. 3) la secante domandata, e sia tale che 

BM-+-MC = /; 

si conducano le perpendicolari OI e O'F, e per il punto CF, O'A paralella alla 
secante BMC; avremo evidentemente 

CFA = Il' = — / : 

a 

dunque il triangolo rettangolo 0A0' sarà determinato , come pure la direzione 
della secante cercala. 

Costruzione. Sopra OCF , come diametro, si descriva una semicirconferenza; 
si porli per mezzo di un arco di circolo CFA = — /, e pel punto M si conduca 

la secante BMC, ebe risponderà al problema. 

Infatti, se si conduca OAI, e, pel punto O' , CFI' paralella ad OI, queste due 
rette saranno perpendicolari sopra le corde BM ed MC , di coi 1M ed l'M sa- 
ranno le metà: per conseguenza la somma IM-t-I'M essendo eguale per costru- 
zione ad O'A = — /, avremo 

BM-t-MC = /. 

Dopo aver determinato la secante BMC, si riconosce per mezzo della discus- 
sione che il limite superiore di / è eguale al doppio della distanza dei centri, 
e il limite inferiore al doppio della corda comune; di più, che ci sono general- 
mente quattro soluzioni , di cui la seconda prrsenta la secante cercala in una 
posizione analoga a BMC , e le due altre rispondono ai circoli O e O" , que- 
st' ultimo essendo tangente al punto M al circolo CF. 

Paoli LESSA 

5o. Descrivere quattro circoli tangenti internamente e esternamente ai lati 
tre a tre di un quadrilatero qualunque. 
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I jc linee che dividono in due parli eguali gli angoli esterni del quadrilatero 
dato ABCD ( Tav. C V 111 4) sl tagliano due a due ai punti a , c , d , 

che tono i centri dei quattro circoli interni domandati. 1 centri dei circoli tan- 
genti esternamente sono ai punti A', B r , C', l)' . Ora, per conseguenza della 
costruzione, si hanno nei quadrilateri abeti , A'B'C'D' 


l 1 angolo a sa i 8o° — j 

f A D\ 

P angolo A 9 sz | 

^B + C\ 

< * )' 


b=z » 8o° — j 

(-D + C\ 

B ' = l 


L a /’ 

C * /’ 

c= i8o° - ( 

'B-*-C\ 

c '=( 

' A D\ 

V 

W * / 

V 

. a )' 

d =; i8o° — | 

/ A-+-B\ 

Dr «| 


(— > 

( . > 


donde 

a •+• e = 36o° - « ,w\ 

A'-*-C'= 36o°— = ,8oV 

dunque, i due quadrilateri abed , A'B'C'D', sono inscrittibili e i quattro centri 
interni a , b y c, d , come i quattro centri esterni A r , B', C r , D', sono sopra 
una medesima circonferenza. 

Si vede di più che D angolo 

A' = a , 

B'= b % 

C ' = c, 

D' = d; 

dunque i due quadrilateri sono equiangoli ; e , se si prolungano i lati AB, DC, 
e DA, CB, lino alla loro intersezione le H, si osserva che le diagonali dei 
quadrilateri ai confondono nella medesima direzione, il che dà Denuncialo di 
altrettanti teoremi generali. 

Se il quadrilatero proposto si cangia in parai ellogra ramo, (Tuv. CIX,^£. 5), i 
due quadrilateri formali dall’ unione dei centri dei circoli interni e esterni 
diventano reltangoli, i di cui vertici opposti sono sopra la medesima retta, pa- 
ralella reciprocamente ai lati del paralellogramino proposto, e le di cui diagonali 
sono eguali alla somma e alla diflerenza dei lati del paralcllogrammo. 

5i. Nella ricerca delle proprietà , come nella risoluzione dei problemi , la di- 
scussione analitica di un risultamento trovato pone in luce molte nuove pro- 
prietà, le quali somministrano gli enunciali di nuovi teoremi ovvero servouo alla 
risoluzione di altri problemi. 


Problema 

5a. Trovare la relazione che esiste fra i segmenti determinati da una tra- 
sversale qualunque sopra i lati di un triangolo. 
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Sia ABC il triangolo ni F'.FG ( Tuv . CIX , Jìg. 6) la trasversale data; li 
unisca EC c BF; i Iriaugoli ALE e BEF , CEF e AEF avendo la medesima al- 
tezza , stanno fra loro conte le respetlive basi : si ba dunque 

AEF _ AE 
BEF ~ BE ’ 

CEF _ CF 
AEF ~ AF ’ 

moltiplicando queste eguaglianze e riducendo, 

CEF _ AE.CF 
BEF ™ BE . AF ' 

Ma d'altronde i triangoli CEF e BEF , avendo la medesima base, stanno nel 
rapporto delle loro altezze CP e BQ ovvero di CG e BG, vale a dire che si ba 

CEF CP _ CG 
BEF ~ BQ ~ BG 1 

donde confrontando si deduce 

AE.CF CG 
BE . AF *“ BG" ’ 

e finalmente 

AE . BG . CF = BE . CG . AF . . . . (A). - 

dunque il prodotto dei segmenti di posto pari è eguale al prodotto dei segmenti 
di posto impari. 


Pzoblzka 

53. Da un punto dato nell' interno di un triangolo si conducano delle rette 
ai tre vertici , che determinano ciascuno due segmenti sopra ciascuno dei lati 
opposti , trovare la relazione che esiste fra questi segmenti. 

Sia ABC ( Tav. CX , fg. t ) il triangolo proposto ed I il punto dato. Se 
si conducano le rette AIO, B1F, C1E, avremo, paragonando i triangoli della 
medesima altezza, 

AIE _ AE 
B1E ~ BE ’ 

CIF CF 
AÌF 53 AF* ’ 

BIO BO 
CIO “ CO ; 

donde 

AIE. CIF. BIO AE.CF. BO 

BIeTaIFTCIO ~ BE AF . CO’ 
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Ma d'altra parte i triangoli AIE e CIO, CIF e EIE, BIO e AIF, «rendo nn 
angolo eguale, (tanno fra loro come i prodotti dei lati che comprendono questo 
angolo, vale a dire 

AIE _ AI.IE 
CJq — OI. IO’ 

CIF IC.IF 
BÌE ~ BI . EI ’ 

BIO _ BI . IO 
AIF .Al . IF ’ 

moltiplicando quest' ultime eguagliarne e riducendo , si trova 

AIE. CIF. BIO _ 

CIÒTBIErAIF -1 ' 

dunque 

AE.CF.BO _ 

BE.AF.CO — *’ 

e finalmente 

AE . BO . CF = BE . CO . AF (B). 

Dunque il prodotto dei segmenti di posto pari i ancora eguale al prodotto 
dei segmenti di posto impari. 

5^. Ora se si paragonano le relazioni (A) e (B), si troverà dividendo membro 
a membro queste due eguaglianze , 

BG _ CG 
BO “ CO ’ 

ovvero 

BG . CO =s BO . CG. 

Questo risultamento, essendo indipendente dalle distauze AE e AF,che Rasano 
la posizione della trasversale EFG, dimostra che, se da un punto dato sì con- 
ducano tante trasversali quante vorremo che taglino i lati di un angolo dato, 
le rette che uniscono reciprocamente i punti di sezione si tagliano due a due 
sopra una medesima retta che passa pel vertice delV angolo , e dividono con 
i lati ciascuna trasversale in quattro segmenti tali , che il prodotto della tra- 
sversale intera per il segmento medio i eguale al prodotto dei segmenti 
estremi; ovvero dicendo altrimenti , i quattro segmenti sono in proporzione 
armonica. 

Questa proprietà somministra un mezzo di risolvere questo problema. 
Condurre per un punto dato una retta che concorra al medesimo punto di 
due rette dare, senta che sia necessario di prolungare le due rette fino al 
loro punto di concorso. 

Questa soluzione trova la sua utilità io alcuni disegni grafici e in certe ope- 
razioni sul terreno. 

Dalla relazione 


BG _ CG 
BO “ CO 
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BG _ BO 
CG ~ CO ’ 

li deduce 

BG BO 
BG-t-GC ~ BC ’ 

donde 


i BO 



Se >i suppone che il punto G *i allontani indefinitamente dal punto C, ii 
GC 

rapporto— =- tenderà ad avvicinarsi all'unità, e per il limite avremo 
BG 

_i_ BO 

a = BC ’ 

donde 

BO = - BC. 
a 

Ma allora le trasversali , tali che GCB , sono paralelle , e li conclude il teore- 
ma generale. 

Se si conducano tante paralelle quante vorremo ad uno dei Iati di un trian- 
golo (Tav. C1X, fig. 7 ), le rette di unione reciproca dei punti di setione si 
taglieranno tutte due a due sopra la retta che unisce il mesto del lato col 
vertice opposta 

55. Come applicazione della teoria della similitudine dei triangoli, proponia- 
moci di analizzare e discutere la seguente questione. 

PaosLSKA 

Da un punto dato , interno o esterno a un circolo dato, si i condotto una 
secante qualunque , e per i punti di sedane , delle tangenti al circolo , che 
s' incontrano generalmente ; quali sono le relationi di posizione di questo 
punto col circolo f 

Sia A {Tav. CX, Ss- a e 3) il punto dato, AXY una secante qualunque, e 
M il punto di concorso delle tangenti XM, YM, condotte dai punti d’interse- 
zione X e Y al circolo dato O. 

Uniamo AO per fissare la posizione del diametro BC e la dislaoza del punto 
dato al centro del circolo. Dal punto M abbassiamo la perpendicolare IUP. Se si 
unisce OM , il punto I sarà il mezzo della corda XY. 

I triangoli simili OPM, OIA , danno la relazione 

OP _ OM 

01 ~ AO ’ 
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doode 


OP 


BIS 

OM . 01 


AO 


e, siccome il triangolo OXM è rettangolo in X, 

OM ,01="oX*i 


donde 


OP = 


OX» 
AO ' 


Donane la (bilione del punto P . e per conreguen.. quell» dell. retu MP 
. 7 . in. 1 . da una terxa proporzionale alla distonia del punto dato al centro 

del circolo e al ra-gio di questo medesimo circolo. Ma quest, distanza OP non 
dipende che dal raggio del circolo e dalla distanza AO : essa sari, dunque la nie- 
dlnma per qualunque secante che parte dal punto A ; dunque tutti . punt. 
d’ incontro delle tangenti si trovano sopra una perpendicolare aM. .retta che iuni- 
,ee il punto dato al centro del circolo. Di più le due disianze OP e AO, legate 
dalla relazione 

OP . AO = ox 1 , 

sono reciproche I’ una dell’ altra , c ciascuna di esse è determinata facilmente 
nuaìidoF l’altra è conosciuta. Si conclude da ciò che, sedata», , punt, di una 
data ( Tav. CX , fig. 4) si conducano delle coppie di tangenti a un cir- 
colo dato , tutte 1 1 corde di contutto si taglieranno ,n un 

del diametro perpendicolare n Ha retta data , e situato ad una d, stanza dal 
centro espressa da una terza proporzionale alta distanza a! centro del punto 
Zela retto dato incontra il diametro che gli l perpendicolare e al raggio 

^56° Questa proprietà degna di osservazione ha fatto dare alla retta MP ( 7W 
CX /g. a 3 ‘ 4) il nome di polare del punto A , e .1 punto A t. nome d, polo 

«iella reità MP. 

Facilmente si vede dalla relazione 

óx* 

OP— AO ’ 

che se il circolo rimanendo fisso, il polo A si allontana indefinitamente dal cen- 
tro’ la polare tenderà continuamente ad avvicinarsene, ed essa passe à pel cen- 
tro 'quando il polo sarà ad una distanza inGnita , vale a dire quando le 
saranno paralelfe ( Tao. CIX, fig- 8), e che , allorquando .1 polo si confonderà 
col centro, la polare sarà situala ad una distanza infinita. . 

Il punto A rimanendo fisso, se OX diminuisce sempre più, OP tenderà con- 
tinuamente ad avvicinarsi a lero, e quando il circolo .. riduce ad un punto la 
polare passa per questo punto. 

Si ha ancora ( Tao. CX, fig. 3 ) 


OP; 


OB 

To ’ 


donile 


OP 

716 


OB 

abVob 


AB 

B 0 
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A misura che OB aumenta, il rapporto — diventa continuamente^ più pie- 

Dii 

colo, c eguale a o quando BO = co : dunque al limile OP = OB; e per con- 
seguenza, quando il circolo si cangia in linea retta la polare si confonde con essa, 
della qual cosa possiamo accertarci osservando la ( Tuv. CI X,Jìg. 9). 

Finalmente se si osserva che la secante AXY (Tav. CX^Jig. 5 e G) può consi- 
derarsi come la riunione di due secanti, di cui l'una AX'Y', mobile intorno del 
suo punto di rotazione A , tende continuamente ad avvicinarsi all 1 altra AXY, 
considerata come fissa per un momento, saremo obbligati naturalmente a conclu- 
dere, col metodo inverso dei limiti, che, se da un punto qualunque esterno ad 
un circolo si conducano delle coppie di secanti , e che si uniscano direttamente 
o inversamente due a due i quattro punti di sezione , tutti i punti d'interse- 
zione di queste nuove rette si troveranno sopra la polare del punto dato che 
non è altra cosa che la corda di contatto indefinitamente prolungata. 
Proprietà che può dimostrarti direttamente. 

57. Esaminiamo per ultimo esempio, le proprietà di due o più circoli parago- 
nati fra loro; ma avanti di cominciare quest'analisi rammentiamo alcune pro- 
prietà dei poligoni simili. 

Se si considerano due poligoni simili, e per conseguenza equiangoli, vedremo 
facilmente che è sempre possibile di riportare uno dei due ad avere tutti i suoi 
lati paralelli ciascuno a ciascuno ai lati omologhi dell* altro; allora si dimostrerà 
facilmente che, se si uniscono due a due i vertici omologhi di questi poligoni 
con linee rette, tutte queste rette anderanno a concorrere ad un medesimo punto 
del piano , che s* indirà sotto il nome di centro di similitudine , c che i r»ggi 
vettori che uniscono il centro di similitudine con i vertici omologhi sono pro- 
porzionali ai Iati. 

Possiamo ancora enunciare più generalmente questa proprietà dicendo che ogni 
retta che unisce due punti omologhi interni o esterni a questi poligoni passa 
pel centro di similitudine. 

L’ inversa di questa proposizione egualmente facile a dimostrare , somministra 
il mezzo di costruire un poligono simile ad un poligono dato, conoscendo un 
lato e il suo omologo nel poligono proposto: poiché, prendendo a piacere sul 
piano di questo poligono un punto che considereremo come centro di similitu- 
dine ( Tav. CX,/ìg. 7), si unirà questo punto con ciascuno dei vertici, e por- 
tando sopra ciascuno dei raggi vettori e nel medesimo senso delle lunghezze pro- 
porzionali ai lati dati, ciascuno dei puuti estremi determinerà un vertice del po- 
ligono domandato. Otterremo con questo mezzo due poligoni situati in modo 
inverso l 1 uno dall'altro, eguali fra loro e simili al poligono proposto. 

In generale, due poligoni simili situali in modo che i loro lati omologhi siano 
paralelli hanno dunque due centri di similitudine, l'uno esterno, l'altro interno. 
Allorché i poligoni sono eguali, il centro di similitudine esterno è situato all'in- 
fìnilo, e non vi é che il centro di similitudine interno che divida in due parli 
eguali tutti i raggi vettori omologhi. Osserveremo inoltre che qualunque retta 
IMN/nnOm'/i' che passa pel centro di similitudine divide i poligoni in due altri 
poligoni respettivamenle simili, e che, viceversa, ogni retta che divide in questo 
snodo due poligoni simili, e aventi i loro lati omologhi paralelli passa pei centro 
ili aimililudine. Dna tal retta si chiama asse di similitudine. 

Dunque due assi di similitudine si tagliano al centro di similitudine. 

Vi é ancora più, se sopra due lati omologhi AE, ae, aV , si costruisce i trian- 
goli EAI, eai f e'aV, e iu generale delle figure simili, la retta che unirà i punti 
I, 1, 1 7 , c in generale tre vertici omologhi in questi nuovi poligoni, passerà an- 
Dit di. Mat. J r ol. III. io 
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cora pel centro ili similitudine, e «ari ancora un a»e di similitudine, benché 
essa possa non incontrare alcuno dei due proposti poligoni. 

Osservazione. Siano in generale P, P, P", Ire poligoni simili e situati nella 
posizione paralella, 

O e I i centri di similitudine di P e P', 

O' e V — di P e P" , 

O" e I" - di P e P" , 


la retta che passeri per O e O' essendo asse di similitudine per P e P, P e P", 
sari perciò ancora asse di similitudine per P e P" e passeri pel punto O": 
dunque i tre centri di similitudine esterni sono in linea retta. 

Dimostreremo nella medesima maniera che i sei centri di similitudine sono 
tre a tre sopra una medesima retta; cioè, i tre centri esterni, > tre centri io- 
terni, due interni e uuo esterno, uno interno e due esterni, il che dì quattro 
rette. 

58. Tutto quello che abbiamo detto applicandosi egualmente a due poligoni 
regolari di un medesimo numero di lati, e per conseguenza a due circonferenze, 
considerate come limiti di questi poligoni , e di più due raggi paraìelli essendo 
eTidentemente linee omologhe, dobbiamo concluderne che la retta che unisce 
P estremità di due raggi qualunque paraìelli passa costantemente pel centro di 
similitudine di questi circoli, il quale può essere determinato a priori da que- 
sta proprietà , e si trova sopra la linea dei centri, che sono due punti omologhi. 

E per conseguenza ancora le tangenti comuni passando per l'estremità di due 
raggi paraìelli concorrono al medesimo punto; osservazione che dà un -mezzo fa- 
cile di condurre una tangente comune a due circoli dati. Uniremo con una retta 
indefinita O e C ( Tav. C TL,Jig. 8), i centri dei circoli dati, condurremo pel 
punto O un raggio qualunque OM, per C/ il diametro paralello M'O'S' , e la 
retta MM' determinerà il centro di similitudine esterno C, e MS' il centro di 
similitudine interno C'. Le tangenti condotte da questi punti ad uno qualun- 
que dei due circoli saranno ancora tangenti all' altro. 

5g. Se si conducano le tangenti esterne e interne AA' e BB', DE' ed ED' 
( Tav. CX , Jig. 9), si riconoscerà che le corde di contatto AB e A'B', DE e 
D'E', che hanno per poli i centri di similitudine C e C', sono linee omologhe 
in questi due circoli. Si troverà d' altra parte senza difficoltà per determinare i 
valori della distanza dei centri di similitudine e delle polari ai centri dei circoli, 
R e R' essendo i raggi dei circoli , e D la distanza dei loro centri 


OC — ^ P 

OC' — R P 

UO=s= R-R' U ’ 

R-t-R' 

R' 

R' _ 

°'c=Rnr' I> ’ 

oc = rTr' d ’ 


R(R-R') __ R(R-t-R') 

D ’ D ’ 


OT's=. 


R'(R -R') 
D 


0'Q'== 


R'(R-t-R') 
D ’ 


Digitized by Google 


donde dedurremo 


D I S 


73 


PQ=a 


aRR' 

D 


= P'Q'. 


Se, R rimanendo il medeaimo, R' diminuisca continuamente, le due polari 
nel medesimo circolo tendono a ravvicinarsi, ed esse si confondono quando il se- 
condo circolo si riduce a un punto. Allora la polare del secondo circolo è una 
retta perpendicolare alla linea dei centri e passa per questo puuto. 

Se al contrario R' aumenta continuamente, e che nel medesimo tempo la di- 
stanza dei centri aumenti , le due polari nel secondo circolo tenderanno ancora 
sempre più a ravvicinarsi fra loro e alla circonferenza, e quando questa si ri- 
durrà ad una linea retta, le due polari si confonderanno con essa. Ma allora nel 
primo circolo le due polari, che si allontanano sempre più P una dall'altra, si 
cangiano in due tangenti paralelle alla retta. 

Finalmente quando i circoli si toccano, il punto di contatto diventa il centro 
di similitudine interno, e le due polari ai confondono con la tangente comune in 
questo punto. 

Segue dall’osservazione che termina il n.® 57 che, tre circoli essendo dati ao- 
pra un medesimo piano, i tre centri di similitudine esterni, i centri di similitu- 
dine interni, e i due interni e uno esterno, sono sempre sopra una medesima 
retta. 

60. Siano ora dne circoli OtO'( Tav. CX , Jlg. 10) toccali esternamente da 
un terzo circolo O". 1 punti di contatto T, T' essendo i centri di similitudine 
interni dei circoli O e O", CF e O", la retta MTT'NC che gli unisce passeri per 
il punto C, centro di similitudine esterno dei circoli O e (F ; segue da ciò che 
Te N , T' e M, sono punti omologhi ; se dunque si conducano le tangenti NY e 
TX, queste rette saranno omologhe e di più paralelle; ma la tangente XT'Y, 
polare comune ai circoli CF e O" , è omologa a questi due circoli; dunque i 
punti Y e X sono ancora punti omologhi ai circoli (F e O" , il che d’altra parte 
è facile di vedere a priori conducendo le rette CF'X e CFY. Egualmente si farà 
vedere che i punti X e Z sono omologhi ai due circoli O e O"; dunque se per 
i punti Z, X e Y , si conducano ZP , XI , YP' , perpendicolari alla retta dei 
centri OO', XI e YP', saranno omologhe rapporto ai circoli CF e O", e XI e 
e ZP rapporto ai circoli O e O". D’altra parte ZP e YP* sono (n.® 55 ) le po- 
lari del punto C ; dunque la retta XI è un’ omologa comune alle due polari 
BE B'E', che sappiamo determinare. Per fissare quiudi la posizione di questa 
retta, proveremo facilmente che P , I = PI, il che determina la sua posizione. 

Di piu, se si osserva che le quattro tangenti condotte dal punto X ai circoli 
O e (F sono eguali, potremo costruire questa retta descrivendo con un raggio a 
piacere un circolo che tagli i circoli O e CF (Tav. C I X , Jig. 11), e, unendo 
le corde di sezione, il punto di concorso di queste rette AB, A'B' , determinerà 
un punto X della retta cercata, che sarà la perpendicolare IX. 

Si dimostrerà ancora senza difficoltà che la retta IX (Tao. CX, fig. 10) è 
àd egual distanza dalle polari comuni al centro di similitudine interno. Questa 
retta ha ricevuto il nome di asse radicale o di disomologa , la quale rammenta 
la sua proprietà di essere due volte omologa. 

Quando i due circoli si tagliano, la disomologa A la corda di sezione, e la tan- 
gente comune, quando i due circoli sono tangenti. 

Quando uno dei due circoli si riduce a un punto, la disomologa rimane sempre 
perpendicolare alla liuea che unisce il punto al centro dell’ altro circolo, e passa 
a egual distanza dalla polare e dal punto. 
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Quando uno dei circoli li cangia in linea reità, la disomologa ti confonde con 
la retta. 

Quando i due circoli si riducono ciascuno a un punto, le disomologhe riman- 
gono perpendicolari sul mezzo della retta che unisce questi due punti. 

Finalmente, quando i circoli si cangiano in linee rette, la disoinologa si con- 
fonde con la retta che divide il loro angolo in due parli eguali. 

Osservazione. Segue da ciò che precede che le tre disomologhe di tre circoli 
situati in un modo qualunque in un piano concorrono in un medesimo punto. 

E di più: Se tre circoli si tagliano due a due , le tre rette di sezione si 
tagliano in un solo e medesimo punto. 

61. Siano Analmente tre circoli O, ()', O" ( Tav. CX^fg. 12), toccati ester- 
namente dal circolo iy ,f . La disomologa DE dei due circoli 0 /f ed O è l'omologa 
(n.° Co) della polare AB; egualmente la disoiuol^ga l)'E' è l'omologa della po- 
lare FG , dunque il punto d'intersezione II delle due polari e il punto I d' in- 
tersezione delle due disornologhe sono punti omologhi nei circoli O e 0 ' ,r : la 
reità III che gli unisce passa dunque pel ceulro di similitudine, vale a dire pel 
punto di contatto T. 

Possiamo, facendo la medesima costruzione sopra i circoli O r t 0 ,r determi- 
nare il punlo di contatto T'; e i due raggi OT e O'T' soderanno stagliarsi al 
centro del circolo O nl . 

La discussione precedente couliene tutti gli elementi necessari per risolvere in 
tutti i casi particolari il problema generale del contatto dei circoli. 

Discutiamo ora aicuui problemi di geometria analitica. 

Paoblema 

Ca. Si domanda di dividere un trapezio dato ABCD (Tav. CXII, fig. ■ ) in 
due parti ARGL, LGDC, che siano fra loro in un rapporto dato m : n, per 
mezzo di una linea LG paralclla alle due basi. 

Eleviamo in un punto qualunque E di AB una perpendicolare EF, e pren- 
diamo la distanza EI per incognita. 

Facciamo EI=:;r, CD = a , AB=ò, EF = A; 

(Le tre ultime linee sono i soli dati assolutamente necessari). 

Siccome per ipotesi, si deve avere la proporzione 

ABGL : LGDC : : m : n , 

ne risulta 

ABCD : ABLG :: n + n: m; 

donde 


ÀBLG = 

Ora, dulia geometria elementare si ha 


rn •+■ n 


X ABCD (i). 


ABCD== — ,h % 


ABLG = 


LG +b 


Così tulio si riduce a determinare LG in funzione Ji x e delle linee date. 


I 
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Per eseguir ciò, conduciamo AH paralella a BD e AM perpendicolare a CO; 
i due triangoli simili ACH, ALK danno 

CH : LK:: AM : AN : h : *; 

dunque 

tu- CHXx ( a-b)x 

LK=3 — = — * 

e per conseguenza 

à h 

Sostituendo questo valore nell* espressione di ABLG, ti ottiene 

ABLGe^-*^**,. 

'uh 


Dunque , finalmente l’ equazione (f) del problema diventa 


(a— 6) x-ha 6/1 m 

a h m •+■ n 


a-hb^ 

a 


ovvero, fatta ogni riduzione, 


donde si deduce 


a a Ih 

arM ; x=z 

a—b 


mh % 
m -+- n 


a—b 


(*h 


bh / b x h x «*/«* 

Xz=s . zt \f - 4 - . . ... (3). 

a—b V (a — b) % m-t-n a — b 

Riducendo quest 1 espressione si ottiene finalmente 



b J a^m -+- b*n 

a—b V m-hn 


( 4 ). 


L'esame solo di questi valori prova che essi sono sempre reali. 

Quanto a segni da cui essi souo affetti, possono presentarsi due casi princi- 
pali, cioè 

a^>b ovvero a<Zb. 


Nel primo caso, che è quello della figura attuale, è evidente, dalla forma ( 3 ) 
di questi valori, che il primo è positivo , e che il secondo e negativo^ poiché il 

radicale è maggiore di . 


Nel secondo, siccome — — , si cangia in - — • , e che il radicale diventa mi- 
ci — ò b — a 

bh 

nore di — — (poiché la quantità sotto il segno è allora la differenza di due 
quantità), ne segue che i due valori sono nel medesimo tempo positivi \ questo 
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è ciò d’altra parte che resulta dall’ equatione (a), che prende, in questo caso, la 
forma 


a bh mh % b-ha 

b — a m + a b — a 

Esaminiamo questi due casi successivamente , e proponiamoci di costruire il 
problema 

Sia, in primo luogo , a>b. 

Riprendiamo la forma (3) dei valori di *, e procuriamo in principio di valu- 
tare in linee ('espressioni 

ili mh 

a — b' u — b 1 m-hn ' 

le quali entrano nella composizione di questi valori. 

Prolunghiamo i lati CA, DB (Tn v. CXI , fig. io) fino al loro incontro in O; 
poi dal punto O , abbassiamo la perpendicolare OF. 

I due triangoli sìmili OCD , OAB danno la proporzione 

a : b :: OF : OE; 


bh 

a—b’ 

A oh 

Se, sopra FO prolungala, si prende OF'=OF,*ne risulto à 
EF' = OE-t-OF' = OE-t-OF = - 


donde 

dunque 

a—b : i 

OE = 


OF = - 


Quanto all’espressione , basta evidentemente di dividere EF al punto K 

rn — n 

nrl rapporto di m : n ; poiché, dalla proporzione 
EK : KF : : m : n , 


si deduce 
donde 


EK. : EF ts m : m-t-n ; 
mh 

EK = 


L’ espressioni di sopra essendo costruite, è facile dedurne i due valori di jc. 

Sopra KF, come diametro, ti descriva una semi-circonf crema, e ti pro- 
lunghi EA fino in H. Si ottiene coti 


EH = EK*EF' = 


mh 

rn + n 


(a-hb)h 

a—b 
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OH 


V i 1 /, 1 

(«-*)* ‘ 


m/t 

X 

m -h n 


(a-Jr-b)h 

a— A 


Finalmente , dal punto O, come centro , e co/ raggio OH, si descriva un 
arco di circolo che incontri EF' ai punti I e I'; le distante EI , EF , rap- 
presentano i due valori di x. 

Infatti, ai ha 


EI = OI-OE JUL. 

V (a — A) 4 


mh (ti -+- b ) h bh 
/n+rt a — 6 <7 — 6 


e 


El'= — OE — Ol'ss — - / *** | m/l 

a— A V (a — A) 1 m-t-n a— A 


IV. B. La aeconda soluzione EI' corriaponde evidentemente a un trapezio 
A'iFC'D 7 eguale e opposto al trapezio ABCD- 
La costruzione precedente prosa il partito che possiamo ricavare dalla figura 
di un problema, per la determinazione dell'incognita. 

Esaminiamo alcuni casi particolari : 

i.° Sia ra = n ; nel qual esso le due figure ABLG, LGCD debbono essere 
equivalenti. 

L' espressione di x diventa 


AA . / A»A* 

3 a— A _ V 




A (a + A)A 
' a * o-A ’ 


e non vi è altra differenza, nella costruzione, che EK dovendo essere eguale a 
A 

basta dividere EF ovvero h io due parti eguali. 


a.° Sia A =so, nel qual caso il trapezio diventa un triangolo OCD (Tav. CXI 

fig. 5). 

L'espressione di x si riduce a 




mh 

m-t-n 


X A; 


e per costruirla, si divida OF , al punto K, nel rapporto m:n; si descriva 
sopra OF una semicirconferenta e si elevi la perpendicolare KH. Finalmente 
fi riporti per metto di un arco di circolo la corda OH , da O in I e da O 
in 1 ; avremo OI ed OF per risposte della questione; 

poiché questa costruzione dà "oT* =Olif l = OKxOF ; donde 


OI 



mh 

m-i-n 


Xh. 
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Sia , in secondo luogo , a < b. 


Il trapalio ABCD (TV. CXI ,fg. 8) li trova allora in una posi rione rove- 
sciata ; e i valori di x prendono la forma 


= — i !S!L- 

b—a V (4—o)* 


nh ( 4-r- o) h 
m-t-n 4 —a 


Prolunghiamo ancora AC, BD fino al loro incontro in O , e conduciamo la 
perpendicolare indefinita F.OE'. I due triangoli OAB, OCD danno 

OE : OF :: b : a; 

donde 

OE : h :: b : b — a; 

dunque 

bh 


OE = 


bit 


b-a' 


*/<» _ oh 

0F= ; A= — . 

4 — a 4 — a 

Portando OF da O io F' , si ottiene 

F'E=F'0-+-0E = ( ^Ì^. 

4—o 

Sia d'altra parte, come nella costruzione precedente, EF divisa al punto K. 
nel rapporto m : n; ne risulta 


EKr 


mh 

m-t-n 


Premesso ciò, sopra EF' , come diametro , si descriva una semi-circonfe- 
renza; si elevi al punto K la perpendicolare KH, e si tiri EH; si ba 

* — „ (i-t-a)A 

EH =EKXEF'= X 

rn-t-n b — a 

Sopra OE, come diametro , si descriva ancora una semi-circonferenza e si 
prenda una corda EH* eguale ad EH ; ne risulta 


OH'*= OE* — EH'*; 


donde 


oh '“V oe '- e "'‘“VìS? 


mh ^ (o-Hi)« 

‘ A . 

m-+-n b — a 


Finalmente * Jo/ punto O come centro , e co/ raggio OH', x* descriva un 
arco di circolo che incontri Et' in due punti I e V ; avremo EI , El', per le 
due soluzioni cercate. 
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Infatti , ai deduce da quest’ ultima costruiioue 
bh 


„ bh / A 1 /, 1 

EI _ EO - 01 - 4 — “ y (4=5)* 


m/j (A -4- a) h 

*-*“'"** X — 7 J 

m-hn b — a 


Er=EO-H)r= 


£/i j b*h % m/i ( 

"V (ò— a) a m-*-a ^ 


— « V (ò— a) 

5/a i/i ferzo luogo a = b 


b — a 


Il trapezio si ridure allora a un paralellngrammo (Tao. CXf, J/g. a); e i due 
valori di x, considerati sotto la forma ({), divengono 


— a/i'Jlah 


ovvero 

o — A 

x= — e x = * . 

o o 

Ma se, conformemente a quanto abbiamo stabilito (n.° 3a) ti risale all'equa- 
zione del problema. 

(a— ò)x a -4-a£//x = — (a-+-b) , 
ni-m 

si vedrà che essa si riduce a un'equazione del primo grado, 

. a amh % 

la! ix =. ; 

m-t-/» 

donde 

mh 

*= 3 = . 

//I-+-/I 

Dunque basta, divìdere la perpendicolare EF; al punto I nel rapporto m:n; 
il che è d'altra parte evidente, poiché i due paralellogrammi ABLG , LGCD , 
che banuo la medesima base , stanno fra loro come le altezze. 


Pboblexji 

63. Essendo dato un angolo YÀX (Tav. CXII, fig. a) e un punto D nell' in- 
terno dì quest' angolo * si propone di condurre per questo punto una retta 
LUX in modo tale che il triangolo intercetto ALN sia eguale a un quadrato 
dato ra a . 

Abbassiamo dai punii N e D le perpendicolari NP, DC , e conduciamo DB 
parateli» ad AY. 

Preudiamo AL per incognita, c facciamo 

AL = x, DC=A, AB=a , donde BL = x —a. 

Premesso ciò, i due triangoli simili ALN, BLD danno 
BL : DC :: AL : NP, 

Dii. di Mal . Voi. IV. li 
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ovvero 

dunque 


x—a : h : : x : KP ; 


NP = 



ma, per ipotesi, ti deca avere 


ALN = 


ÀLXNP 


rosi ti ha per l’eqyaiione del problema 


*x- 


hx 


a {*— a) 

ovvero effettuando i calcoli e ordinando 


m' a am' 

^ - 3 T X= — 


/ 


Quest 1 equaiione essendo risoluta , dk 

m a . m / ' 
a: = -r- -— ■%/ m —iah . 

/i « V 

perchè questi valori siano reali, bisogna che si abbia m a >2aA; o almeno, 

m a = aaA. 

Si prenda AG doppio di AB , o eguale sa , e si compisca il paralellogrammu 
AGFE; ne risulta 

AGFE = AG X DC= 2 ah. 

Si tiri d’altra parie la retta GDH. Si formano cosi due triangoli GDF, EPH 
eguali fra loro (poiché DF=DE, DG = DH come metà di GII , e l’angolo GDF 
è eguale all’angolo EDH ). Dunque il triangolo AGII è eguale al paralel Ingrani* 
mo AGFE, ed ha per espressione a ah. 

Donde possiamo concludere che il triangolo AGII è il minimum di tptti quelli 
capaci di soddisfare alla questione. 

Ammettiamo che la condizione di realtà, sia soddisfatta, procuriamo 

di discutere il problema sopra la figura essa medesima ( Tav . CXI, fig. 11 ). 

Per eseguir ciò, è necessario di mettere i due valori di x sotto la forma 



Si prenda sopra AX , AG = a A B = 2a , e ÀK = - y — (quest’ ultima linea 

è una lena proporzionale a h e m, che possiamo supporre costruita separata* 
mente); ne risulta 

GKs= AK. — AG = ” 4 - -m. 

n 
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Sopra AK ti descriva una temi-circonjerenza, ti elevi la perpendicolare Gl 
le ti tiri la corda KI ; ti ha 


k.=V«xkg = .,/£( £-»). 


Si riporti finalmente, per mezzo di un arco di circolo, KI da K in L e da 
K in L' ; le distanze AL, AL' saranno i valori di x cercati. 

Infatti, 


. ~ - m* / //i a ✓ m % \ 

AL = AK-i-RL =: —j— -f< y / -j- —20 j , 

f-”)' 

6$. Prima osservazione. Il punto L r che corrisponde alla secondi soluzione, 
cade necessariamente fra B e G; poi thè si ha in principio KL' o Ivi >■ KG; da 

m ^ a anP 

un’altra parte , 1’ espressione -j — — — j— formando i due primi termini del 


Quadrato di 


-p — 2 a , ne risalta 


donde 


buia 



KL'<^1 —a, o KB. 
n 

Nell’ ipotesi di = 2a ; i triangoli ALN, AL'N f si riducono al triangolo uni- 


co AHG, poiché allora i due Yalori di x dieengono eguali ad 



65. Seconda osservazione. La questione proposta essendo considerata sotto il 
punto di vista il più generale, presenta quattro soluzioni, quantunque il meto- 
do impiegalo per risolverla, non ne abbia date rhe due. 

Infatti, olire le due soluzioni di già ottenute, ALN, AL'N' ( Tav. CXI1, jig. io) 
è evidente che possiamo sempre condurre per il punto D , due altre rette DL f/ , 
DL'", in modo che i triangoli AL^N'' , AI/ , 'N' ,, siano eguali al quadrato dato 
sss*. Di più per queste due soluzioni, il quadrato può essere lauto piccolo o tanto 
grande quanto si vuole. 

Come può succedere che queste due soluzioni non siano comprese nel risana- 
mento ottenuto ? 
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Tentiamo ili rispondere a questa obiezione. • 

Cercaudo di mettere il problema in equazione , abbiamo supposto il puuto la 
alla destra del punto A , e i triangoli ALN, BLD, ci hanno dato 


ovvero 

donile 

e per conseguenza 
ovvero, riducendo 


NP : PC :: AL : BL , 
KP : h : 

NP= 


hx 


hx 


x—a 


■ x — = "»*. 


x 1 — a m - r = _ 


2 ani* 


. («). 


Ora, se consideriamo il punto L alla sinistra del punto A, in L", per esom* 
pio, i due triangoli AL"N", BL"D danno ancora 

■Ki'pir . or •• AI." s BL''. 


Ma, siccome in generale una proporiione non deve essere stabilita che fra nu- 
meri assoluti , e che x, c per la sua posizione negativo , ne segue che il valore 
assoluto di AL" dev’ essere espresso da — x , e quello di BL" da — x-»-a; cosi 
la proporzione diventa 

N''P" i A t: — x : — x-t-a; 


dunque 



— x-t-a 


il cbe dà l'equazione 


ovvero riducendo, 


-J=£-X^ x — * 

— x + a a 


„ 2 am 

-ir 


w. 


equazione cbe differisce dall' equazione (i) per il segno di 


m 


e 


h 


L' equazione (a) essendo risoluta, dì 


m % . m I 

x=— -j~ — — rn +ìah. 

Pi questi due valori, cbe sono essenzialmente reali , il primo è positiva ~e il 
secondo negativo. Ora, dico che il valore positivo corrisponde al triangolo 
AL"’N'". 

Infatti, i due triangoli AL"'N"', BL"'D danno 

s DC :: AL'" .• BL'"> 
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donile 


e per conseguenza. 


: A : : x : a— x; 

* lx . 


hx x , 

- — X ="•; 

a— X 3 


V 


equazione che equivale ulta seguente: 

—hx x , 

■ X — = rn ; 

— i+a a 

il che fa vedere che le soluzioni AL''Pi", AL'"N'" sono comprese nella mede- 
sima equazione. 

Ecco d’ altra parie la costruzione del risullamento 


m 1 ; m* / m a v 

e= ~~7T - Vv( ir***)- 


Si prenda a sinistra del punto A, una distanza AK' eguale a , e a de- 
stra del medesimo punto , una distanza AG = 2 a ; |7 c/ie dà 

GR'= ^ aa. 

A 

Si descriva sopra GR' una semi-circonferenza ; al punto A si elevi la per- 
pendicolare AI', e si tiri la corda R'I' ; si ha 


R'I^^AK'xGR^^/y ('T'- 4 - 20 )- 

Si riporti in seguito K'I' da K f in L" e da K/ in U ,f ; ne risulta 


If—AX-EI..- £ - V? (? +** ) > 


AL'" sa-AK.' + R'L'" ss — ^ ^ )• 

JV. ti. Con facilità si potrebbe riconoscere che il punto L'" deve cadere fra 
A e B ( redi il n.* 6' ( ). 

Possiamo comprendere le quattro soluzioni in una medesima formula, ponendo 
1’ equazione 

~h ) xas—ao (— x )» 
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donde il deduce 


Di S 


-V'--r(-x- 10 )- 


Il segno superiore di li — — corrisponderebbe allora alle due soluzioni ALfy 

AL'N'; e il segno inferiore, alle soluzioni AL"N r ', AI/"N" r . 

Ovvero ancora, si potrebbero moltiplicare fra loro i due fattori 


- 2 nr 2am 


h x ~r 1 


De risulterebbe 1* equazione del quarto grado 


r*- 


6 m* 8 dm 4 

2 — x*-H 

h* h % 


x jaf- * 


che le comprenderebbe tutte quattro. 

66. Potremmo ora proporci di esaminare le circostanze relative alle diverse po- 
sizioni che il punto D è capace di prendere rapporto alle due linee AX, AY. 
IVJa siccome questa discussione non offre alcuna difficoltà, ci contenteremo di far- 
ne conoscere i risullamenti , con la maniera di giungerci. 

i .* Caso. Supponiamo i 1 punto D ( Tao. CX 1 , fig. o ) situalo al di sotto di AX 
e alla retta AY, in D'. 

Questa condizione si esprime introducendo nel risultamento — h invece di h , 
poiché le distanze dei punti D e D' alla linea AX sono contate in seoso con- 
trario P una dall' altra; e viene 


tri 1 . /— n? f—m % v 

c== " - V~( ~ 2a )’ 


ovvero. 


m % I m% / \ 

f =--r -V— (— + “)- 


La natura di questo risultamento, i di cui valori son sempre reali prova che 
l triangoli che gli corrispondono, sono situati nei due angoli Y AX , Y'AX f . 

2.° Caso. Il punto D può esser situalo alla sinistra di AY ( Tao. CXll^ Jìg. 8), 
e al di sopra di AX come in I)". 

In questo caso, è evidente che la distanza AB'' è contata in senso contrario 
di AB; cosi basta di cangiare a in —a nella formula primitiva, il che dà 




Le soluzioni corrispondenti si trovano ancora situale negli angoli YAX, Y r \X r . 

3 .° Caso. Il punto D ( Tao. CXU,Jìg. 9) può esser situato neU’angolo X'AY'y 
opposto col vertice all'angolo XAY. 
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Bisogna allora cangiare nel medesimo tempo a e h io _a • -h nel risulla-* 
mento, il quale divieuc 



e siccome queste due soluzioni possono essere immaginarie, ejse debbono essere 
tutte due situale nell' angolo X'AY'. 

Si potrebbe, con ragionamenti analoghi a quelli del n.° 65 , spiegare perchè; in 
ciascuno di questi tre casi, non si ottengono clic due soluzioni, nel mentre che 
dobbiamo averne quattro, allorquando si considera la questione in ua modo 
generale. 

67. Termineremo questa discussione con l 1 esame di due casi particolari. 

i.° Sia il punto D situato sopra la linea AX ( Tao. CXI ,fig. 6). 

Io questo caso, si ba h = o, e I 1 espressione 


. m / . 

diventa 

m a !ir m % 


ovvero 

A o 

* = — e — . 
o o 

Di questi due valori il primo è infinito , e l’ altro si presenta sotto formo 
indeterminata . 

Ma se si risale all’ equaziono 

— 2m J x=: — 2 am a , 

essa si riduce, nell’ipotesi di A = o, a, 


donde 


— 3/n a x= — 2om a ; 


xssassAD. 

Conoscendo la base AD del triangolo cercato, otterremo la sua altezza jr , dalla 
condizione 


rX 7 =m*; 


donde 


2 m 2 m a 

r=B ~T 5=3 T 


quell’ altezza essendo trovata e coilroita, ii porterà sopra All perpendicolare ad 
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AX : poi si condurrà UN' paralella ad AX , e si avrà finalmente il triangolo 
ADN' per risposta alla questione. 

Quanto alla soluzione infinita , essa significa che uno dei triangoli della que- 

x 

•tioue hi una base infinita e un 1 altezza nulla , poiché y X — , dà 


a m* 




= o. 


Questo è ciò che diventa la soluzione ALN (Tav. CXI, fig. n), quando il punto 
1) avvicinandosi continuamente ad AX, finisce per cadere sopra AX. 

2 .° Sia il punto D situalo sopra AY ( Tao. CXI , fig. 3 ). 

Jn questo caso, si ha a = o, e T espressione di x si riduce a 



o. 


l>’ altra parte, V eguaglianza 

y X ~ = m l 


dà 


e per conseguenza. 



r = A, 


r— 



Vale a dire che prendendo sopra AX una distanza AL eguale a — e tiran- 
do DL, avremo ALD per prima soluzione. 

Quanto alla seconda , essa si riduce ancora a un triangolo la di cui base è nulla 
c l’altezza infinita; questo è ciò che diviene il triangolo AL'N' ( Tao. CXI, 
fìg. li) quando il punto 1> , avvicinandosi continuamente alla linea AY , fluisce 
per trovarsi sopra AY. 

Pasceremo ora hll.i discussione delle linee curve cominciando dal dare ima suc- 
cinta idea di alcune proprietà inerenti alle medesime, e che benché trattate ai 
suoi articoli nel Dizionario, pure servirauno in questo punto a facilitare la di- 
scussione di cui si tratta. i 

fdv La forma dell’ equazione di una curva dipende non solamente dalla natura 
medesima di questa curva, ma ancora dal sistema di assi coordinali al quale essa 
è riferita: è dunque importante di riferire una medesima curva successivamente 
a differenti sistemi di assi, per distinguere le proprietà che sono inerenti alla 
natura medesima della curva da quelle che dipendono dalla posizione particolare 
degli assi. 

Per passare da un sistema di assi a un altro, bisogna sostituire nell 1 equazione 
della curva le antiche coordinale con i loro valori in funzione delle nuove; ora 
le formule generali clic servono ad esprimere le antiche coordinale con i loro 
valori in funzione delie nuove sono del primo grado. Risulta da ciò, che se 
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recinzione di una curva è trascendente, essa rimane sempre trascendente passando 
da un sistema di assi ad un altro ; se essa é algebrica il suo grado rimane il me- 
desimo nello stesso caso. Quest'osservazione serve a stabilire una classazione delle 
curve, dalla natura delle loro equazioni; si distinguono io curve trascendenti e 
in curve algebriche; le curve algebriche si distìnguono in ordini dal grado delle 
toro equazioni; finalmente, le curve di uu medesimo ordine si distinguono in 
generi e iu specie dalle principali circostanze del loro corso, e da certe proprietà 
particolari, come di avere uu centro, dei rami infiniti, ec* . . . 

Il primo ordine non contiene che la lioea retta , il second' ordine contiene tre 
specie solamente ; il circolo non è che una varietà di una di queste specie. 11 
terz' ordine presenta digià settantotto specie. 

69. È importante di osservare che, perchè un'equazione di un grado qualun- 
que rappresenti una curva unica, bisogua che essa non possa decomporsi in fat- 
tori razionali in x e in y di un grado roiuore , poiché, eguagliando separata- 
mente ciascuno di questi fattori a zero, si avrebbero equazioni di un grado mi- 
nore, di cui ciascuna rappresenterebbe una curva distinta. 

no. L’ equazione potrebbe contenere un fattore razionale in x solo o in y solo. 

Supponiamo per esempio che essa sia della forma 

F (•*■)• ?(■*./) = <>! 

T(x) essendo razionale in a:, cerchiamo ciò che significa l’equazione F(ar)ss=o. 
Si sa che l'equazione x — a = o rappresenta una retta parale!!» all'asse delle y. 
Per conseguenza, 1 ’ equazione F(;r)=(x — a)(x — 6) ....su rappresenta il com- 
plessi» di più rette paralelle all' asse delle y. Egualmente qualunque fattore ra- 
zionale in y solo, rappresenterebbe il complesso di più rette paralelle all' asse 
delle x. 

71. Sia ora un'equazione y(x y y)=zo che non possa decomporsi in fattori ra- 
zionali. Se quest'equazione è del grado m, possiamo concepirla decomposta in m 
fattori (o.° 4a), 

(r-^Xr— £')(/— ?") • ■ • - = o. 

Eguagliando «paratamente questi fattori a zero, avremo !' equazioni 

y — fi— 0 , r— "=° . r— £"=°. «c 

Ciascuna di queste equazioni determina una porzione della curva totale; queste 
differenti parti di una medesima curva s'indicano sotto il nome di rami. Una 
curva ha tanti rami quanti valori differenti di y ammette la sua equazione per 
ciascun valore particolare di x. E considerando x come una funzione di y t la 
curva avrebbe tanti rami quanti valori di x differenti vi sarebbero per ciascun 
valore particolare di y . Ora, siccome può succedere che il numero dei valori di 
x che corrispondono a un medesimo valore di non sia il medesimo che il 
numero «lei valori di y che corrispondono ad un medesimo valore di x, ue ri- 
sulta che una curva può certamente non decomporsi in un medesimo numero 
di rami, secondo che prenderemo x o y per variabile indipendente. Io tutti i 
essi, i punti di riunione dei differenti rami non saranno generalmente i mede- 
simi. La curva di cui 1 * equazione è y=zx* non ha che un solo ramo, quando 
si prende x per variabile indipendente, e essa ha due rami, quando è y che si 
considera come variabile indipendente. 

•j2. L'equazione di una curva delTordine m può certamente essere incompleta ; 
ma se in quest' equazione si sostituisce x c y con le formule ax-ìrby-^rc , e 
a'x-i-b'y- t-c 7 che servono a passare da un sistema di assi a un altro, si ricade 
sopra l'equazione completa; per conseguenza una curva qualunque dell'ordine m 
può sempre c*>er rappresentata dall' equazione completa di questo grado. Le 

Di*. di ito. r<jl. III. 12 
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proprietà generali che possiamo dedurre da quest' equazione appartengono don* 
qur senza distinzione a tulle le curve del medesimo ordine. 

^3. Se nell' equazione , y(x, > r) = o che supponiamo del grado m , si fa y = o, 
si ita un’equazione in x solo ©(x) = o, le radici di quest'equazione sono giu- 
stamente le ascisse dei punti ove la curva incontra l’asse delle x , e siccome essa 
é al più del grado m in x , ne segue che la curva non può incontrare l’asse 
delle .r, in più di m punti. Una reità qualunque situala nel piano della curva, 
potendo sempre esser presa per 1’ asse delle ascisse , se ne conclude questo teo- 
rema: Una curva del grado m non può mai essere incontrata da una retta 
in più di m punti. 


74- Siano 


Elimixaziose 

?(a\r) = 0 e F(x, t f)=o, 


due equazioni fra due variabili ar e j, ciascuna di queste equazioni rappresenta 
una curva. Se cerchiamo le coppie di valori di x e di y s che soddisfanno nel me** 
desimn tempo a queste due equazioni., otterremo le coordinate dei punti situati 
nel medesimo tempo sopra le «lue curve; vale a «lire le coordinate «lei loro punii 
d" intersezione. Ora si sa clic il maggior numero «li coppie di valori di x e di 
y , clic soddisfanno nel medesimo tempo a due equazioni , è al più eguale ni pro- 
dotto «lei gradi di queste equazioni ; uè risulta perciò che «lue curve algebriche 
non possono giammai tagliarsi in un maggior numero di punti che non l’indica 
il prodotto dei loro gradi. 

Se si combinano fra loro, per ««{dizione, sottrazione , e moltiplicazione, le due 
equazioni y(x^)sso c F(jf,j* > )bso , l'equazione risultante ammetterà tutte le 
coppie di valori che soddisfanno nel medesimo tempo a queste due equazioni; 
per conseguenza quest’equazione avrà, per luogo geometrico, una linea che pas- 
serà per lui ti i punti d’ intersezione delle «lue prime. 

75 . Ogni equazione a una sola incognita «£x=:o, può considerarsi come risul- 
tante dall’ eliminazione di y fra due equazioni ?(x,j') = o c F(x,y)=zo. Se i 
luoghi geometrici di queste due equazioni (ussero costruiti, le ascisse «lei loro 
punti il’ intersezione sarebbero giustamente le radici dell’ equazione $ (x)=o. 

I*er costruire le radici dell’ equazione y(x) = o, bisogna dunque trovare due 
equazioni in « e in / , (ali che l'equazione £xc=.o, sia il rtsullamcnlo dell'eli- 
minazione «li y Ira queste due equazioni. Possiamo sempre trovare un infinità di 
funzioni di .r e «li y che soddisfacciano a questa condizione; solamente bisogna 
che il prodotto dii gradi di queste equazioni sia almeno eguale al grado di 

(x)= o. 

L'equazione risultante dall’ eliminazione di y fra 1’ equazioni di due circon- 
ferenze, o di una circonferenza e di una retta, non può superare il secondo gra- 
do; per conseguenza, per mezzo della circonferenza e «Iella retta, non possiamo 
costruire le radici di un' equazione di un grado superiore al secondo. Siccome 
un’ equazione qualunque del secondo grado a una s«da variabile, può sempre ri- 
sultate dall’ eliminazione «li y fra l’equazione di una circonferenza e quella «li 
\iua retta, ne risulta che le radici di un'equazione del seminio grado, possono 
sciupi e costruirsi per mezzo di uua circo inerenza c di una retta. 


Liti' CfcKTBO 

7 G. Si chiania centro di una curva un punto tale che ogni retta condotta per 
questo punto iucqnlra la curva a disianze eguali da una parte e dall' altra ; cosà 
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lì punto O (Tav. CXII, fìg. 3 , 4 * 6) «I ancora ( Tot. CXII \ y fig, i ) è il centro 
dejla curva. Risulta da ciò che se prendiamo il centro per origine, e che una 
retta condotta per quest' origine incontri la curva in un punto le di cui coordi- 
nate siano a e fi , questa medesima retta prolungata in senso contrario dovrà in- 
contrare la curva in un secondo punto le di cui coordinale saranno — a e — fi; 
per conseguenza l'equazione della curva dovrà rimanere la medesima, quan- 
do cangeremo simultaneamente x in — x e y in — y ; a quest’ effetto bisognerà 
che quest'equazione non contenga che termini di grado pari se essa è di giudo 
pari, e termini di grado impari se essa è di grado impari. 

Per riconoscere se una curva data ha un centro , bisogna trasportare l'origine 
in un punto le «li cui coordinale c e c* siano indeterminate, poi cercare se pos- 
siamo disporre di queste indeterminate, in modo «la fare sparire tutti i termini 
di grado pari o tutti i termini «li grado impari, secondo clic l'equazione è di 
grado impari o pari. Per eseguir ciò eguaglieremo a zero i coefficienti di tutti i 
termini che debbono andar via; fra tutte 1’ equazioni risultanti, ce ne sono sem- 
pre due che sono del primo grado in c e in c , si cercano i valori di c e c' che 
soddisfanno a questo due equazioni , poi si verifica se questi valori soddisfanno 
a tulle le altre. 

Sia per esempio l'equazione: 

x’ 1 jr— 2 xy-ì~ 2 x*-t- 2 jr-+- 3 x — 3 =: o ; 

cerchiamo se la curva, luogo geometrico di quest'equazione ha un centro; per 
verificar ciò sostituiamo x con x-f-c, e y con y-+- c r , l'equazione trasformala 
sarà 

x*y~ f- (2 c — 2)x < 7 , -H(c*«4-a)x a -+- (c a — ac-f-a)j 

. i ! 

-t-(a ce' 2c'-t-4 C "+-3)x-+-C a C # -4-2C a -t-2c' — 2cc'-f-3c 3 =55 o. 

Eguagliando a zero i coefficienti dei termini di grado pari , si ha 
2C— 2=o, c'+2=so, c a c'-t* 3 e a -+' 2 c y — actZ-t-Sc— 3 =ao; 
dallo due prime si deduce 

c = i , c'sa— a. 

Questi valori soddisfanno alla terza; dunque la curvà ha un centro le di cui 
coordinate sono c = i e c* = — 2. Prendendo questo centro per origine, P equa- 
zione si riduce a 

x 2 j .4-7 *-+-/= o. . 

Quest’equazione è soddisfatta da x=xo e/ = o, il che fa vedere che la curva 
passa per l’origine, dunque il centro di una curva può esser situalo sopra que- 
sta curva medesima. . 

Applicazione del calcolo delle derivate alla teoria dellb curve 

77. Sia ÀC un arco di curva la di cui equazione èy = y(x) (Tav. CXI,/f g. 4 e 7), 
questa funzione polendo essere implicita o esplicita. Prendiamo un punto m so- 
pra quest'arco di curva. Siano OP=x e Pai ss le coordinate di questo punto, 
proponiamoci di determinare se la curva tende ad allontanarsi o ad avvicinarsi 
all'asse delle x, quando si aumenta l'ascissa. Per questo diamo all’ascissa OP^ax 
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uu arci «cimento positivo, PQs+ 4 . L’ordinata corrispondente Q« , sari 


Qn = ? (*+A) = ? (*)+ ?' (*K‘-+- ?" ( x ) — -+• ?"'( x ) ■ a -+■ e « 

La differenza fra le due ordinale Qa e P m , sarà 

zi# ss Q/j — P/w = / (ar) //-+- y n (•**) -4- y ftt (x) — 7 — - - 4 - ec. . . # 


Qti«*»ta differenza sarà del medesimo segno dell 1 ordinata nel raso in cui la r urta 
fenderà ad allontanarsi dall' asse dell'or, essa sarà di segno contrario nel caso in 
cui essa tenderà ad avvicinarsene. L'accrescimento h può sempre supporsi abbastanza 

/,» 

piccolo, perchè il segno dello sviluppo di y (x) (x) -f-ec dipenda 

1 . 2 

dal segno del suo primo termine, vale a dire, dal segno di f'(:r), poiché h è po- 
sitivo. Si vede dunque che dando all'ascissa del punto m un accrescimento po- 
sitivo ~\~h , la curva tende ad allontanarsi dall'asse delle x quando la derivata 
del prim' ordine è del medesimo segno dell'ordinata; essa tende ad avvicinarsene 
quando la derivala e l'ordinata sono di segni contrari. 

78. Diamo al T ascissa OQ -=ar-hA un secondo accrescimento QQ 7 ss - 4 -A, l'ordi- 
nata corrispondente Q ' n r sarà 

Q'"'= ? (x-+-aA)= f(x)f / (x)aA-f./' (x)— b f"' (x) - 8 -b ec. . . 

i . a 1.3.0 


La differenza fra quest’ ordinata e la precedente 

QV— Qa = »'o'=;(x+aJ)- y(x-i*A)a = /(*)A- 4 - ^'(x) ~~~T ì'"(*) — j-è* 


Se la curva volge la sua convessità verso l’asse dell’x (Tav. CXI.jIg. 4 ) la 
differenza Q'n' — Q/i sari maggiore di Qn— P«i ; se al contrario essa volge la sua 
concavità, la differenza Q 'it'—Qa sari minore di Qn — Vm ; sottraendo n'o da no, 
avremo 

n'of — no =5 f ,r (x)AM- y"’ (x) A 3 - 4 - . . . . 

Questo sviluppo dev’ esser positivo oel caso in cui la curva giri la sua con- 
vessità verso l’asse delle x, e negativo nel caso in cui essa giri la sua concavità. 
Possiamo sempre supporre A abbastanza piccolo perchè il segno dello sviluppo 
dipenda dal segno del primo termine, vale a dire da ?"(*); poiché il primo 
termine contiene A*. Si vede dunque che in un punto dato, una curva volge la 
sua convessità verso l’asse delle x, secondo che l’ordinala corrispondente e la 
derivata del second’ ordine sono del medesimo segno o di segni contrari. 

Delle Tìngeste 

79. Da un punto m, preso sopra nna corra (Tav. CXIIF, fìg. a), facciamo pas- 
sare una secante che incontri la curva in un secondo punto r>, poi farciamo girare 
la secante intorno del punto m; in questo movimento il punto n scorrerà sopra 
la curva, e passerà in un modo continuo, da una posizione ad un’ altra. Siccome 
possiamo mettere la secante in due situazioni tali che il puuto n si trovi suc- 
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Cessivamenle a destra e a sinistra del punto m , è evidente die passando da una 
di queste posizioni all’ al tra, vi sarà una posizione intermediaria nella quale i 
due punti mena i riuniranno in uno solo; in questa posizione la secante ha 
giustamente la medesima direzione della curva in questo punto; si dice che allora 
essa le è tangente; una tangente ad una curva è dunque una secante di cui i 
due punti d’intersezione, dopo essersi gradatamente ravvicinati, hanno finito col 
confondersi in un solo. 

Mediante questa definizione cerchiamo l’equazione della tangente. Siano x eri 
y le coordinale del punto m , le quali soddisfanno alla relazione y=s y {x) ; siano 
x-i-h e y-hJt le coordinate del punto n. Questo punto essendo situalo sopra la 
curva dobbiamo avere 

y-Yk = , (*-+•/<) = f (x)-H ’/(*) A-+- -/' (*)’ a -+> f"' (x) — — 3 -t- . . . 


donde 


t=>' w+v'm*) ■ 


Siano x, e y, le coordinate correnti della retta ebe paiano pr i due punti m 
e n, la sua equazione sarà 


r,-y= 


(x-t“/l) — x' 


ovvero 


r.-y— 


a 

A 


(x,-x). 


Ora ae lupponiamo che il punto n ti avvicini al punto m, il valore di A di. 
roìnuisce e finisce col diventare nullo quando i due puoti coincidono ; per con- 
seguenza se nell’ equazione precederne si fa A=ao, avremo 1' equazione della tan- 
gente; ma quando si fa A = o, ~ si riduce a <f’ (x) (Fedi Calcolo Diiferik- 
zlali n.° 7 ). L’equazione della tangente è dunque 
7 «— r=/(x)(x.-x). 

Possiamo proporci di condurre un? tangente n una curva , per un punto dato 
sopra la curva , da uu putito esterno , o finalmente paralellamenle ad una retta 
data. 

Quando il punto è dato sopra la curva si conoscono le coordinate del punto 
di contatto; basta perciò di mettere questi valori particolari di x e di y nell’ e- 
quazione generale della tangente. 

Quando vogliamo condurre una tangente per un punto esterno, le coordinate 
x e y del punto di contatto sono incognite; siano jr 4 =a e y l =^ i 3 le coordi- 
nate del punto esterno pel quale vogliamo condurre la tangente, queste coordi- 
nate debbono soddisfare all’ equazione della tangente; si ha dunque 

P— r =•/(*) (*—*)• 

Quell’ equazione, combinala con quella della curva 

r=? (*K 
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basta per determinare le coordinate x e y del punto di contatto. Se troviamo! 
più coppie di valori di x c di y , clic soddisfacciano nel medesimo tempo a que- 
ste due equazioni, ne risulla che pel punto dalo possiamo condurre più tangenti 
alla curva , se uuu troviamo che valori immaginari per soddisfare nel medesimo 
tempo a queste due equazioni * uc risulta che pel punto dato è impossibile di 
condurre uua tangente alla curva. 

Finalmente quando vogliamo condurre una tangente alla curva paralellamente 
ad uua retta data, il valore di y (x) è dato; abbiamo dunque, per determinare 
le coordinale del punto di contatto, le due equazioni 

*'(*) = « ° r =*?(*)• 

Della Normale 

80. Si chiama normale una retta condotta pel punto di contatto, perpendico- 
larmente alla tangenle. Siano sempre x e y le coordinale del punto di contatto; 
poiché la normale passa per questo punto, la sua equazioue dev’essere della 
forma 

r i-r= 


e poiché essa è perpendicolare alla tangenle, dobbiamo avere 

i-f- ’s'ix) cos 0 

« = 7 —, * 

y (x)-i~coai> 

1’ equazione della normale è perciò 

i-H?' (x) cosO 


r«— /=» — r, 


y (.i ) -fr- cos > 

Nel caso in cui gli assi siano rettangolari, si ha 


(x,—x). 




( Vedi Noe male). 


Dei rami infiniti e degli asintoti 

8r. Allorquando P equazione y ( x.^* ) = o può aroracllere valori infiniti per \é 
variabili, la curva ha dei rami infiniti. Può succedere , coinè abbiamo veduto 
(n.° 44)» che una delle variabili riceva un valore infinito, corrispondente a un 
valore finito dell' altra variabile, ovvero che le due variabili siano capaci di ri- 
cevere valori infiniti corrispondenti. 

Cominciamo dall’ esaminare il caso in cui una delle variabili riceva un valore 
infinito corrispondente a un valore finito dell’ altra variabile. Supponiamo per 
esempio che y divenga intìuilo per x = a; da un puuto P preso sopra l’asse 
OX ( Tav. CXI 7), ail una distanza OP=a, conduciamo una retta KK' pa- 
rateli» all’ asse delle y, la curva incontrerà questa retta all’ infinito. Ora suppo- 
niamo che per xz=.a — h il valore corrispondente di y sia reale c positivo, h 
potendo essere stala presa tanto piccola quanto si vorrà, di modo che se h di- 
minuisce in maniera da diventare minore di qualunque quantità data , i valori 
corrispondenti di y restino reali c positivi e crescano in modo da diventare! 

HJaggioii di qualunque quantità data. 
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Ter un punto O preso sopra XO ad una disianza 0 Q=;a — h clevi:»mo un' ordi- 
rai;! p.iraleila a KK f ; quest’ ordinala andrrà a terminare sopra la curva in un 
punto m , la di cui disianza a Kh/ sarà eguale a PQ — h nel raso in cui gli assi 
fossero rettangolari, e minore ili PQ. nel ca^o in cui cs>i fossero obliqui. Per un 
punto Q', preso fra O e P, eleviamo una nuova ordinala; quest' ordinala sarà 
maggiore della preordini© e delermincrà sopra la curva un secondo punto m 9 la 
di cui disianza a K.K/ sarà al più eguale a Q'P. Continuando a prendere così dei 
punti sempre più vicini al punto P, vedremo che la curva si avvicina indefini- 
tamente alla retta, in modo che la distanza dall’ una all'altra finisce col diven- 
tare minore di qualunque quantità data; ma che però esse non finiscono mai 
col confondersi. 

Allorquando y diventa infinito per un valore finito di x , la derivata di y y 
considerata come funzione di x diviene infinita per il medesimo valore ; per con- 
seguenza se cerchiamo ciò che diviene la tangente alla curva per x=<z, si vede 
che essa diviene paralella all'asse delle y , vale a dire che essa si confonde con 
la retta KK'. Questa retta, a cui una curva si avvicina indefinitamente senza mai 
incontrarla e con la quale la tangente finisce col confondersi quando il punto di 
contatto si allontana all 1 infinito, si chiama l'asintoto della curva. 

82. Da ciò che precede possiamo concludere che tulle le volle che P equazio- 
ne y (x,y)=zo ammetterà un valore infinito di / corrispondente a un valore fi- 
nito di x, la curva avrà un ramo infinito cou un asintoto paralello all’asse 
delle y. 

Si dimostrerebbe egualmente che tutte le Tolte che la curva ammetterà un va- 
lore infinito di x, corrispondente a un valore finito di y , la curva avrà un ra- 
mo infinito con un asintoto paralello all'asse delle x. 

83 . Ora supponiamo che le due variabili x e y ricevano dei valori infiniti 
corrispondenti , in questo caso può succedere che la curva sia capace di avere un 
asintoto; per convincersene, basta osservare che se prendiamo una curva avente un 
asiutoto paralello ad uno degli assi , e che si riferisca a nuovi assi aventi una 
direzione differente, l'asintoto non sarà più paralello ad alcuno dei due nuovi 
assi. 

✓ 

Per riconoscere se un ramo infinito, che corrisponde a x = co c y = c o , è ca- 
pace di avere un asintoto, bisogna cercare ciò che diviene la tangente a questa 
curva quando il puuto di contatto si allontana all'infinito. L'equazione generala 
della tangente 


r.— /=/(*) 

può mettersi sotto la forma 

X, = t' ( x ) x>+X — ?' ( x ) x ; 

ovvero 


ponendo 


Xi ='/!(*) 


1 


bisogna determinare i valori che prendono ^/(x) e b quando x e y diventano 
infiniti. Occupiamoci subito di '/(x). 

8 $. Per determinare il valore di ^/(x) , che corrisponde axs=:oo e ^* = 00 , 


sostituiremo nell' espressione di f/(x), x con 


1 

* 


e y con — , se facciamosso 
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e i> = o il valore di •/ (x) potrà presentarli «otto la forma — j per attenere il 

suo valore, sostituiremo egualmente, nell' equazione della corra, x con — e y 

& 

con — , poi elimineremo una di queste due Tariabili, v per esempio, fra le due 

equazioni. In questo modo avremo un’ equazione fra o (x) e * solamente; fa- 
cendo *=o, avremo il valore di s/(x) che corrisponde a x = oo. Questo valore 
di y* (x) può essere finito o nullo o infinito; se /(x) diventa o nullo o infinito 
non può esserci asintoto; infatti ae t'(ar) è infinito, la tangente non può essere 
che parateli* all* asse delle y\ ma essa passa per un punto la di cui ascissa è in- 
finita, vale a dire che essa incontra Tasse delle x ad una distanza infinita, ora 
una retta paralella all'asse delle y e che incontra Tasse delle x all'infinito, e 
tutta intera alT infinito , dunque la tangente passa tutta intera all' infinito , e 
non ha asintoto. 

11 medesimo ragionamento serve a provare che non ci è asintoto quando y f (x) 
diventa nullo per x=.ao e / = a o. Bisogna dunque, perchè ci sia un asintoto, 
che y' (x) prenda un valore che non sia nullo nè infinito; rappresentiamo que- 
sto valore con a. 

85. Dopo aver determinalo il valore di q/(x), cerchiamo ciò che diventa 
b~y — (x)x quando x e y diventano infiniti; a questo effetto corainceremo 

da sostituire in quest’ espressione % r (x) con oc, poi faremo x=-^* e/=^- , a- 
ìrerao — ocp. Fra quest'equazione e l'equazione della curva nella quale 

avremo sostituito x con — e y con —, elimineremo una di queste due varia- 
bili, p per esempio, avremo un'equazione fra b e a solamente, facendo *=o, 
avremo il valore di b che corrisponde a x=oo e y=z*>. Se questo valore di 
b è finito, la curva ha un asintoto; quando ò=o l’asintoto passa per l’origine. 
Ma se troviamo per b un valore infinito, la curva non ha asintoto ; infatti sap- 
piamo che quest'asintoto non può essere paralello all'asse delle y\ ora, ogni 
retta che, non essendo paralella all'asse delle y* non incontra quest'asse che al- 
l'infinito, è evidentemeute tutta intera all' infinito , per conseguenza non ci è 
asintoto. 

86 . Riassumendo quanto abbiamo detto, si vede che perchè un ramo infinito, 

che corrisponde a x=x> abbia un asintoto, bisogna che facendo 

x = oo, f/(x) prenda un valore che non sia nullo nè infinito, e che b prenda 
un valore che non sia infinito. 

87 . Prendiamo per esempio 1' equazione 

(x — 2]y-k-x' 1 — 2X-+-3 = o .... (a). 

Allorquando si fi» x=a, il valore corrispondente di y è infinito; per conse- 
guenza la curva ha un ramo infinito con un asintoto paralello all'asse delle y . 
Costruire no quest'asintoto prendendo sopra T asse OX. un punto P ad una di- 
stanza OP=a ( 7W. CXU ,Jig. 5), e conducendo per questo punto una retta 
indefinita, paralella a OY, quindi cercheremo i valori di y che corrispondono a 

xssa-t-A e x =. 2 — h\ per ciò caugeremo nell* equazione y con T equazione 
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(x— ax-t 3 ) e = o. 

facendo x = a— A si trova per i> un valore reale, potilivo e che può essere reso 
minore di qualunque quantità data; per conseguenza il valore di jr corrispon- 
dente a x=a — A è reale positivo e può rendersi maggiore di qualunque quan- 
tità data; la curva ha dunque un ramo infinito, situalo aldi sopra dell'asse delle 
x e che si avvicina indefinitamente all'asintoto KK' nell'angolo KPX'. Se si la 
x=a-(-A, si trova per v un valore reale, negativo, e che può diventar minore 
di qualunque quantità data; si vede dunque cho per x=2-+-A, il valore di y è 
reale, negativo e di un valore assoluto che può superare qualunque quantità 
data, se ne conclude perciò che la curva ha un secondo ramo infinito situato al 
di sotto dell’asse delle x, e che si avvicina indefioilamente all’ asintoto K.K.' nel- 
V angolo R'PX. 

88. L’equazione (x — aHy-Hx 1 — 2x-+-3 = o non ammette valore infinito per 
x corrispondente a un valore finito di y, per conseguenza la curva non 
ha asintoto paralello all’asse dello x. Cerchiamo se essa può ammettere va- 
lori infiniti corrispondenti. A. quest' effetto cangiamo simultaneamente r in — e 

v 

x in — , 1' equazione trasformata sarà 

*(1 — 2*)-t-o— 2(>*-t-3l»Z* =0 . . ..(A). 

Qnesl' equazione è soddisfatta per 0=0 e zr=o, l’equazione proposta ammette 
dunque valori infiniti corrispondenti per le due variabili. Cerchiamo qual deve 
essere il segno del valore infinito di 7, che corrisponde a x = -+- 00 , perciò nel- 
l’equazione (A) poniamo » = -t- A, A essendo tanto piccola quanto vorremo, tro- 
viamo per t> un valore reale negativo, da ciò ne concludiamo che per x = -H» 
dobbiamo prendere y — — 00 . Se facciamo 1 — — A, troviamo per v un valore 
reale positivo, per conseguenza per x= — » dobbiamo prendere y=^-x>', J a 
curva ha dunque ancora due rami infiniti, l’uno che si estende nel senso delle 
x positive e delle y negative, l’altro nel senso delle x negative e delle y po- 
sitive. 

Cerchiamo ora se questi rami infiniti hanno asintoti; perciò nell’ equazio- 
ne (a) prendiamo la derivata di y considerata come funzione di x, avremo 


l'equazione generale della tangente alla curva è perciò 


a— ai- r 
7 , = x 




ai ha dunque 


Dii, di Hat. Voi. IV. 


'/ (*) = 


2 — 3X— 7* 


1 3 
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e per conseguenza sostituendo abbiamo 


a— a x—y 

b=jr - a 


sostituendo x con — e r eoo — liane 
* J t» 


a 


/ M «a 


at>* — ao— s 
(i— a*)o 


(')• 


Se' facciamo oa=o e asso, ^/(x) si presenta sotto la forma di 
“ o 

Eliminiamo o fra l’ equazione (c) e l'equazione (A), avremo 

(i— 2*)V(*)=4*— **— * ; 

facendo z = o, aTreroo y'(sr) = — i. Ron ai trova che qneato solo valore per 
se ne conclude perciò che se i due rami hanno asintoti, questi asintoti sono 
tutti due paralelli ad una retta che divide in due parti egnali l'angolo YOX*. 

Ron rimane più da determinare che il valore che prende bsxy — y' (x)x. So- 
aliluiamo invece di y'(x) il suo valore — i, viene 

b=y-hx ; 


poniamo y t= — e x= — , viene 

ozi = z-t-o , 

eliminiamo o fra quest’ equazione e 1’ equazione (A), avremo 
Az— aAz*-t-3z* =: o ; 

dividendo tutto per z, poi facendo z = o, ne ricaveremo £?=o. Siccome non ss 
trova che questo solo valore per A, se ne conclude che gli asintoti dei due rami 
passano per I’ origine , abbiamo di già veduto che essi erano paralelli. Dunque i 
due rami infiniti non hanno che uu solo asintoto che è la retta condotta per 
l'origine, e che divide in due parti eguali l'angolo YOX'} la sua equazione è 
y t =-x,. 

Finalmente, per riconoscere la posizione della curva rapporto all'asintoto, ba- 
lta di paragonare l’ordinata della curva con l'ordinata dell’asintoto. Dando ad 
x valori positivi c grandissimi si trovano valori negativi per le ordinate della 
curva e dell'asintoto, ma il valore assoluto dell’ordinata dell'asintoto è sempre 
minore di quello dell' ordinala della curva, la curva A dunque situata al di sotto 
del suo asintoto dal lato delle x positive. Si vedrebbe egualmente che essa è si- 
tuata al di sopra del suo asintoto dalla parte delle x negative. 

• Fcaii Star.oLAEi 

Si chiamano punti singolari di una curva, quelli nei quali essa offre alcune 
circostanze particolari. Gli divideremo in due generi ben differenti , quelli elio 
si chiamano punti multipli, e che risultano dalla riunione di più rami di una 
medesima curva, e quelli che possono presentarsi nel corso di un ramo unico. 
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Quest’ ultimi non possono presentarsi che quando x prende un valore capace a 
fare sparire un fattore razionale in ©(x), senta fare sparire un fattore irrazio- 
nale {Vedi Funzioni Derivate ). Può succedere in questo caso che una o più 
derivate divengano nulle senza che le seguenti lo diventino; ma veruna derivata 
può diventare infinita. Esamineremo successivamente ciò che ha luogo , quando 
la derivata drl prim* ordine diviene nulla , senza che quella del secondo lo di- 
venga ; quando la derivata del second’ ordine diviene nulla senza che quella del 
terzo lo divenga; finalmente quando piu derivate consecutive diventano nulle. 

PCNtl MAXIMUM B MINIMUM 

89. Quando si dà ad x un valore che rende nulla la derivata del prim’ ordine* 
la tangente alla curva al punto corrispondente è parali Ila all’asse delle x. Se 
questo medesimo valore non rende nulla la derivata del serond’ ordine e le fa 
prendere un valore negativo, l'ordinala corrispondente è maggiore di tutte quelle 
che la precedono o che la seguono immediatamente ( Vedi Funzioni Derivate), 
e il punto corrispondente è un punto di maximum. Se la derivata del serond* or- 
dine riceve un valore positivo, l'ordinata corrispondente è minore di tutte 
quelle che la precedono o che la seguono immediatamente, e il punto corrispou- 
dcsile è un punto minimum. 

Punti d' inflessione 

90. Supponiamo che per x = a la derivala del second’ ordine diventi nulla 
senza che la derivata del terz'ordine lo sia. Sostituendo invece di x, a+/i avremo 

t" (a+A) = y" T (a) A-hy” (a) ~ ■+■ - f T (a) 

«oililuendo x con a — A, .Tremo 

*" (a -A)= — (a) A -H y” (a) L — y T (a) A_ 

Possiamo sempre prendere li abbastanza piccolo perchè i segni di questi sviluppi 
dipendano dal segno del loro primo termine, risulla da ciò che (a-+-/i) e rj\a — h) 
sono di segni contrari; per conseguenza per x = <i — h , e per x = a-+-/i la curva 
volge la sua concavità io due sensi differenti. Il puolo m ( Tav. CXlII,/i£. 3 ) 
corrispondente a x = a si chiama punto d’inflessione. 

91. Se il valore di x = a rende nulle la derivata del prim’ orline e più deri- 
vate seguenti; e se la prima derivata che non diventa nulla è d’ordine pari, 
1’ ordinata corrispondente a x~a sarà sempre maggiore o minore di tutte quelle 
che la precedono o che la segamo immediatamente, per conseguenza il punto 
corrispondente sarà sempre un punto maximum o minimum. 

92. Se il valore di x = a rende nulle la derivata del second’ ordine e più de- 
rivale seguenti, e se la prima derivata che noti diventa nulla è d* ordine impari, 

e y (a-+-/i saranno sempre di segni differenti, per conseguenza il punto 
corrispondente sarà un punto d’ inflessione. 

93. ^Quando più derivale degli ordini superiori diventano nulle , senza che 
quelle del prim’ ordine o del second’ ordine lo siano , non ne risulta alcun can- 
giamento appareute nella forma della curva. 
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Posti multipli 

9$. Si chiama punto multiplo di una curva , un punto ove vanno a riunirsi 
più rami di uua medesima curva , vale a dire un punto pel quale più ordinate 
corrispondenti ad una medesima ascissa diventano eguali fra loro : così nell' e- 
quaiione 

+ a)* , 

se facciamo x = a, i due valori di y diventano eguali a b % per conseguenza il 
punto le di cui coordinale sono x=za o y=.b è un punto doppio. 

Per determinare i punti multipli di una curva, bisogna seguire il metodo che 
abbiamo precedentemente indicalo ( n.° \\ ) per determinare i valori di x ai 
quali corrispondono più valori eguali di y. 

Dopo aver trovalo un valore x=.a al quale corrispondono due valori di y 
eguali a ò, cercheremo prima se per questa medesima ascissa non ci sono più di 
due ordinate che diventino eguali a ò, vale a dire se il punto corrispondente, in 
lungo di essere semplicemente un punto doppio, non fosse un punto triplo, qua- 
druplo, ec quindi esamineremo quali sono le forme dei differenti rami 

che si riuniscono in questo puuto; a quest' effetto cercheremo quali sono i va- 
lori che prendono f, ^ , y jr , . . . , per ciascuno di questi rami quando facciamo 
x = e x — a — h. 

Discutiamo alcuni casi che possono presentarsi quando due ordiuate solamente 
diventano eguali per una medesima ascissa. 

i) 5 . Può succedere che i due valori di y che diventano eguali fra loro per 
x=za restino tutti due reali per x=.a — h e per x = a-t-/i ; in questo caso i duo 
rami della curva che si riuniscono al punto corrispondente si tagliano in questo 
punto e continuano ad esistere tulli due avanti e dopo. Per determinare com- 
pletamente la curva in questo punto, basta di conoscere la tangente a ciascuno 
dei due rami e il senso nel quale ciascun ramo volge la sua concavità. Potrebbe 
succedere che i due valori della derivata corrispondenti a x = a e y = b fossero 
eguali fra loro; io questo caso i due rami della curva avrebbero non solamente 
un punto comune, ma ancora una tangente comune. Finalmente potrebbe se- 
guire che i valori della derivata del second’ ordine corrispondenti a ciascuna di 
queste radici cangiassero di segno per x = a; in questo caso i due rami avreb- 
bero ciascuno un punto d' inflessione. 

96. Se i valori di y che sono eguali per x = « — h , diventano immaginari per 
x — «-+-/1 > i due rami di curva che si riuniscono al puuto corrispondente cessa- 
no di esistere al di là di questo punto e si continuano in senso opposto. In questo 
caso i due rami di curva hanno sempre una tangente comune al punto di riu- 
nione; infatti, o il fattore irrazionale che si annulla nella funzione si trova al 
numeratore della derivala del prim* ordine , e in questo caso due valori corri- 
spondenti della derivala diventano eguali fra loro, ovvero questo fattore si trova 
al denominatore della derivala ; in questo caso i due valori corrispondenti della 
derivata diventano influiti e la tangente comune ai due rami è perpendicolare 
all'asse delle x. 

I valori della derivata del second' ordine , corrispondenti a questi due rami, 
possono essere per x = a — h del medesimo segno o di segni differenti; nel pri- 
mo caso i due rami rivolgono le loro concavità nel medesimo senso ( 7 m\ CX 1 IV, 
Jtg. \ ), nel secondo caso i due rami hanno le luro concavità dirette iu senso 
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contrario, allora può succedere che esse si oppongano le loro concavità (Tao. CXIII, 
flg. 5 ), o che si oppongano le loro convessità (Tao. CX 11 I , flg. 6). Nel caso in 
cui i due rami si oppongano le loro convessità, o nel raso in cui una di esse 
opponga la sua convessità alla concavità dell’altra, il punto di riunione prende 
il nome di punto di regresso. 

La discussione sarebbe evidentemente la medesima net caso in cui le due ra- 
dici fossero immaginarie per x=a — h e diventassero reali per x==o-t-/<. 

97. Le due radici, che diventano eguali per x = a, possono rimanere imma- 
ginarie per x=a — h e per ar = a-4-/i; in questo caso il punto doppiosi riduce 
a un punto isolato al quale si dà il nome di punto coniugato. 

98. Sarebbe facile di estendere questa discussione al caso in cui più di due 
radici divengono eguali; supponiamo per esempio che tre valori di y divengano 
eguali fra loro per rea; se abbiamo una sola radice reale e due radici imma- 
ginarie per x = a— /i, e egualmente una sola radice reale e due immaginarie per 
x = as-h , avremo un punto coniugato che nón sarà più isolato , poiché esso si 
troverà sul ramo di curva dato dalla radice reale. Si dà a questo punto il nome 
di punto coniugato aderente. Se per x=.a la derivala diventa infinita, la tan- 
gente alla curva è perpendicolare all’ asse dell’ a:; se i valori della derivata del 
seco n d'ordine, corrispondenti a x=.u — h e x=sa-t-A, sono del medesimo segno, 
bisogna che i due rami della curva, che sono da una parte edall’allia di questa 
tangente, volgano le loro concavità nel medesimo senso, la loro riunione offre 
allora ('apparenza di un punto di regresso ( Tao. CXIII, Jtg. 7); se i valori 
della derivata del second’ ordine sono di segui contrari, i due rami volgeranno 
le loro concavità in senso contrario e la loro riunione offrirà l’apparenta di un 
punto d’ inflessione {Tao. CXIII, fig. 8). 

Esempi della discussione delle corvb 

99 Per discutere una curva convinceremo dal cercare se essa ha on cenlro; 
quindi cercheremo i punti multipli', per eseguir ciò, nell'equazione della curva, 
sostituiremo (n.° 44) x con <*~+~ x i e y con b->ry x , ordineremo l’equazione tra- 
sformata rapporto ad y l9 faremo x, = o, poi faremo eguale a zero l’ ultimo ter- 
mine e il coefficiente della prima potenza di y t ; le coppie di valori di a c di b 
che soddisfaranno nel medesimo tempo a queste due equazioni saranno le coor- 
dinale dei punti multipli. 

Esamineremo ciascuno di questi punii in particolare, cercheremo quanti rami 
ci sono che vi si riuniscano, esamineremo ciascuno di questi rami, costruiremo 
la sua tangente e si vedrà in qual senso essa volge la sua concavità. 

Si darà alla variabile x dei valori assai vicini, si calcolerà i valori corrispon- 
denti di y 9 in modo da poter costruii e per punti i differenti rami che riuni- 
scono i punti multipli fra loro; si cercherà se, nel cammino di ciascuno di que- 
sti rami, essa presenta qualche punto maximum , minimum o d' inflessione; per 
eseguir ciò cercheremo i valori di x che possano render nulle le derivate del 
primo e del second' ordine. 

Finalmente si terminerà l’esame della curva cercando se essa ha rami infiniti; 
e se questi rami hanno asintoti. 

Primo Esempio 


100. Sia data V equazione 

o % y*+x t —a % x* - 0 * 
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Supponiamo la curva riferita agli ani rettangolari OX e OT ( Tao. CXl\,J!g 3). 
L’ equazione estendo omogenea, la costante a può rappresentare una lungheria 
data; se prendiamo questa lunghetta per unità, l'equaiione diventa 

x* = o (i). 

Siccome quest' equazione non contiene che termini di grado pari, ai vede che 
il centro è preso per origine. È facile di riconoscere che la curva è simmetrica 
rapporto agli assi. 

Cerchiamo i punti multipli; a quest’ effetto sostituiamo x con <M-x, e ]r con 
4-t-J, , l’equazione trasformata è 

(6a*— i)x,* 


•+(4a* — aa)x,-t-a < — = o , 

facendo x,=o, poi eguagliando a zero il termine indipendente da y , , e il coef- 
ficiente della prima potenza di jr,, abbiamo le equazioni 

4 = 0 e a*— aM-4*=o , 

le coppie di valori di a e di 4, che soddisfanno a queste due equazioni, tono 

[«:]■ [!:;.]■ t:::.]- 

La curva ha dunque tre punii doppi, l’uno situalo al centro, i due altri so- 
pra Tasse delle x a distanze eguali da una parte e dall’ altra del centro. 

Occupiamoci prima di tulio del punto situato all'origine; i valori a = o e 
b =. o nou rendono nullo il tcrmiue in y % , questo punto risulta dunque dalla 
riunìoue di due rami solamente. Nell’ equazione (i) facciamo x = -t -/<,/<, essendo 
lauto piccola quanto vorremo, cerchiamo se T equazione ha due radici reali 
comprese fra -t-i e —k\ k potendo supporsi tanto piccola quaoto vorremo, è 
focile vedere che T equazione risultante, 

ha una radice reale, compresa fra o e +k , e una radice reale , compresa fra o 
e — k. Se facciamo x = — - A, si trova che T equazione ha ancora due radici reali, 
comprese, l'iuta fra o e -t-k , e l'altra fra o e — k\ per conseguenza i due rami 
di curva, che si riuniscono all' origine , s'incrociano in questo punto, e conti- 
nuano ad esistere da due parli. Ora cerchiamo le tangenti; per questo prendia- 
mo Tequazionc derivala. Avremo 

jj'H-ax* — x s o. 

Eliminiamo y fra quest'equazione e l'equazione (»), viene 
( i -x V a - ( * - »x a ) a = o . . . . (a) , 

•e facciamo x=o, si trova y r =:ÌZ i. 11 che fa vedere che le tangenti ai due 
rami sono due rette che dividono in due parti eguali gli angoli formati dagli 
assi. 


Digitized by Google 



DIS 105 

Per determinare il senso nel quale ciascun ramo gira la sua concavità avanti 
e dopo il punto O, bisogna determinare il segno di /'' per piccolissimi valori 
dijx e di/; per arrivarci prendiamo 1’ equazione derivala del second'ordine , 
abbiamo 

/*- rr/'*-*- 6 **— « =o, 

ricavando il valore di y' % dall' equazione (a) e sostituendolo , effettuando gli svi** 
loppi e le riduzioni viene 

x a (2 x a — 3) 
r= — — — » . 

* l»-* A ir 


L' equazione (i) fa vedere che il valore di x deve sempre essere minore di i, 
per conseguenza il fattore (ax 1 - 3) è sempre negativo, e il fattore (i— x 2 ) è sem- 
pre positivo, ne risulta perciò che i valori corrispondenti di / e di /" sono 
sempre di segni contrari , per conseguenza iu tutti i suoi punti la curva volgo 
sempre la sua concavità verso l'asse delle x. 

Occupiamoci ora dei due altri punti doppi a motivo della simmetria della 
curva, basta di occuparci di quello le di cui coordinate sono ò=.o e é* = -M ; 
è facile vedere che questo punto risulta dalla riunione di due rami solamente, se 
facciamo x=i — h si trova per / due valori eguali e di segni contrari, se si fa 
x=i , si trova per / due valori immaginari \ per conseguenza i due rami 
che si riuniscono al punto m non si prolungano al di là di questo punto, e si 
continuano in senio contrario. Siccome la curva volge sempre la sua concavità 
verso l'asse delle x, questi due rami si oppongono le loro concavità; se faccia- 
mo x =s i nell’ equazione (?), si trova /'^ao, il che fa vedere che le tangenti 
ai due rami si riuniscono in una sola perpendicolare all'asse dell'x. 

1 tre punti doppi O, m e m* sono perfettamente conosciuti, si vede che il punto 
O è unito a ciascuno dei due altri da due rami situati da una parte e dall’ altra 
dell'asse delle x, e che rivolgono le loro concavità verso quest’asse. È facile di 
dare ad x valori abbastanza vicini e di calcolare i valori corrispondenti di /, iu 
modo da costruire questi rami per punti; per riconoscere se esse presentano 
qualche punto maximum o minimum , bisogna cercare i valori di x che reudo- 


»o y* nullo. Facendo /'sso nell'equazione (a), »i trova x = !i 


— r- , ponendo 

Va 


x = -f- nell' equazione (i), si ha / = lir 

Va 

ài trova /=s±: — j si hanno dunque quattro punti le di cui coordinate sono 


— -, egualmente per x = — - 


[- 

[~ 

[- 

[~ 


i 



v» 


i 



r — 
r- 
r— 
r— 


vi 

-il 

-r]- 

-il 
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per i quali la tangente alla curva è paralella all'asse delle x. Siano n , n ' , n", 
r/" questi quattro punti; per riconoscere se il punto n è un punto maximum o 

minimum, bisogna cercare il valore di /" che corrisponde a x = -t 4r. i 

V a 

e /=a-+- — ; si trova per /" un valore negativo, per conseguenza il punto n i 

un punto maximum ; si vedrebbe egualmente che il punto n' è un ponto ma- 
ximum e che i due punti n'' e n!" sono punti di minimum. 

L' equazione (i) non ammettendo alcun valore iubnito , nè per x , nè per /, 
la curva non ha rami infiniti. 


Secondo Esempio 

« , 
sol. Si abbia l'equazione 

(**-Hlp+ii=o (s). 

Quest’ equazione non contiene che termini di grado impari per conseguenza il 
centra è preso per origine ( Tav. CX1I , Jig. 4 )• Non si trova che un solo valore 
di / per ciascun valore particolare di x, per conseguenza la curva non ba che 
sin solo ramo, e non può avere punti multipli. Cerchiamo se essa ba punti di 
maximum di minimum o d 'inflessione. L'equazione derivala del primo ordine ò 

(x^-l-i )/'-+- a/x-t-t = o , 

eliminando / fra quest’equazione e l’equazione ( 1 ), si ha 
(xM-i)*/— a*-hi (a) 

prendendo la derivala considerando/' come una funzione di x, poi eliminando 
y viene 

(xM-i)’/ ,, '** ax ( ;t> — 3)=o (3). 

Se nell’equazione (a) si pone y’ — o, se ne dedace rsti, ponendo 
x=-t-I, nell'equazione ( 1 ), se nc deduce / = — — • Se si pone xss-t-s nel- 
l’equazione (3), se ne deduce per /" un valore positivo, donde ti conclude 
-che il punto m le di cui coordinale sono x = -t-i,/ = — — , è un punto mi- 
nimum ; si troverebbe nella medesima maniera che il punto m r le di cui coor- 
dinate sono x = — 1 e/ = -H — è un punto maximum. 

a 

Ora cerchiamo te essa ba punti d’inflessione, per eseguir ciò poniamo /''sso , 
nell’ equazione (3) viene 

ax(x*— 3) ss o , 

se nc deducono i tre valori 


* = °, xss— V S s *=+V 5 1 


\ 

\ 
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portando successivamente questi tre valori nell’ equazione (i), e ceri andò i va- 
lori corrispondenti di y , si hanno i tre punti 


O. . . [x = o, x i . 



Occupiamoci del puuto O. Per x = -+-A, il valore di y è negativo, e quello 
di y” positivo, la curva passa dunque al di sotto dell'asse delle x e volge la 
sua concavità dalla parte di quest'asse; per x — — A, il valore di y è positivo, 
e quello di y" negativo, la curva passa dunque al di sopra dell' asse delle x e 
volge ancora la sua concavità dalla parte di quest’asse, risulta da ciò che il punto 
Oè un punto d'inflessione. Se facciamo x=o nell' equazione (a), si trova / , = — 1, 
il che la vedere che la tangente alla curva al punto O divide in due parti eguali 
l’angolo YOX\ 

Ora occupiamoci del punto n. Per x — -+-\ 3 —A, ai trova y negativo e y" 

positivo. Per * = +^3 -t*A, si trova y negativo e y 1 ' negativo. Ne segue che 
la curva volge la sua concavità verso I' asse delle x avanti il punto n e la sua 
convessità dopo; il punto n è dunque un punto d'inflessione. Si vedrebbe egual- 
mente che il punto n' è ancora un punto d’inflessione. 

Non ci rimane che da occuparci dei rami influiti. Se nell’ equazione (1) si fa 
1 

*=: — , viene 
a 

('-+-» 1 lr-+-* = o- 

Se facciamo suso, si trova yz=.o. Se si fa * = -t-A , ai trova un valore nega- 
tivo per/; se facciamo * =— A, si trova un valore positivo per /, donde segue 
che la curva si estende all’ infinito nel aenso delle x positive, e nel senso delle 
x negative. Dalla parte delle x positive essa è situala al di sotto dell’ asse e 
siel senso delle x negative essa è situata al di sopra. Finalmente poiché si ha 
y~o per isoo , l’asse delie x è esso medesimo un asintoto della curva. 

Testo Essano 


ioa. Sia data I’ equazione 

(xM-iJ/ 1 — **=30 (1). 

Il centro è preso per origine, la curva è simmetrica rapporto agli assi ( Tav • 
CXlll ,Jig. 1 ). L’equazione derivata è 

(**+ 1 )//'-+-*/*— a * 5 ss o. 

Eliminando y abbiamo 

(xt-l-i) 5 /' 1 — {x’-t-ax)* = 0 (a), 

Di*. di Mal. Poi. Jr. 1} 
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prendendo la derivata, e eliminando y ' , ai ba , 

(xM>i )V"*-(a— x 1 ) 1 ss o (3). 

Per scoprire i punti multipli, mettiamo x,-H> in luogo di x, e/,-t-è in luogo 
di nell'equazione (i), viene 

[(x,-+-a)*-t-i j( J'j-t-i)*— (x,-H») 4 «= o 

facendo x, = o, quindi eguagliando a zero il termine iodipendente da y t eil coef- 
ficienti della prima potenza di y„ si hanno le due equazioni 

(o a -t-i )b s o , 

(aM-i)i 1 — a 4 = o. 

Queste equazioni non ammettono che una sola coppia di Talori, 

[a = o, i = o]; 

la curva non ha dunque che un solo punto doppio situato all’origine. Facendo 
x — — V-A si trova per y due valori reali, uuo positivo, l'altro negativo; facendo 
x = — h si trova ancora per y due valori reali, l'uno positivo e l'altro negativo: 
i due rami della curva si continuano dunque tutti due da una parte e dall'altra 
del punto O passaudo uno al di sopra , I’ altro al di sotto dell' asse delle x. Cer- 
chiamo ciò che diventano le tangenti al punto O, a quest’effetto poniamo x=ao, 
nell’ equazione (a) i due valori corrispondenti di y* sono zero, per conseguenza 
le taugenli ai due rami si riuniscono in un solo, che si confonde con l’asse 
delle x. Per x=oo si ha $■" = :£ a, per conseguenza il punto O è un punto 
minimum per il ramo superiore, e un punto maximum per il ramo inferiore. 

Cerchiamo se vi è qualche altro punto maximum o minimum , per eseguir 
ciò poniamo y'xxo nell’equazione (a), viene xM-ax = o. Quest’equazione non 
ha che una sola radice reale, xsao, per conseguenza non vi sono altri punti 
maximum o minimum. 

Per avere i punti d' inflessione poniamo y > ' s o nell’ equazione (3) , viene 
x 1 — a = o , donde x =a +V a c - r — — V 3 ; mettendo successivamente questi 
valori nell'equazione (i), si trovano quattro punti: 

" ••[*= + \/ 7 ’ r=s +jfl- 

n' ... Jx=3+^a, r== — _f_J, 

n " *[x=“V a , r = 

n»' .. [x = -^a, r = 

Per assicurarsi se il punto n è un punto d’inflessione, bisogna vedere se y 19 
cangia di seguo quando si passa da xs=-t -yj a — h a x = -i*V »*♦-/*. Questo è 
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quello che ha luogo qui, e siccome y” è ilei medesimo segno dell’ordinala avanti 
il punto n , e di segno contrario dopo, ne segue che la curva volge la sua con- 
vessità verso 1’ asse delle x avanti questo punto e la concavità dopo. È inutile 
di ripetere la medesima cosa per i tre altri punti, poiché la curva è simmetrica 
rapporto agli assi. 

Occupiamoci ora dei rami infiniti. Se nell' equaxione (i) si sostituisce x con 
— e y con —, 1' equazione trasformata 

(s-t-* 1 )»»— «*=o (4), 

è soddisfatta per i>=o e z = o ; la curva ha dunque rami infiniti. Per z=-4-A, 
e per sa — A si trovano per v due valori reali e di segni contrari , per conse- 
guenza per arsr-t-oo o per x= — » si trova /a±», il che fa vedere che i 
rami infiniti si estendono nei quattro angoli. 

Cerchiamo se questi rami influiti hanno asintoti, per eseguir ciò nell' equazio- 
ne derivata del prim'ordine, sostituiamo x con — , e r con —, viene 

(t-t-* 1 ) — ao 1 = o , 

eliminando v fra quest* equazione e 1’ equazione (4), avremo 
(i-Hs»)*/*-(i.+-a*y=o, 

facendo zsreo, si trova y' s=± i. Mettiamo questo valore invece di y^ nell' c- 
spressione h tsy—y'x (n.® 88). Poi sostituendo x con - e / con — , viene 

ozi= 

eliminando v fra quest’equazione e l’equazione (4), poi facendo x = o si trova 
i = o. 

Risulta da ciò che gli asintoti passano tutti due per 1’ origine e dividono in 
due parli eguali gli angoli degli assi. 

Qoaeto esempio 


io3. Sia data l’equazione 

y^-t-x^—x* ss o . . . . (x). 

La curva non ha centro ( Tao. CXII , jfg.6). Prendendo l’equazione derivata 
del prim’ ordine, ed eliminando y , si ha 

4(x— i)^»— (3ar— a)*=o .... (a), 

prendendo la derivata del second' ordine, eliminando y* , si ha 

.6(*-l)y'»-(3a:-4)> = o ... (3), 

per determinare i punti multipli, si hanno le due equazioni 

ixso e a’ssvo. 
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che sono soddisfatte dalle coppie di valori 


[A = o, a = o], 

[A=o, a = i ] . 

La curva ha dunque due punti doppi situali tutti (lue sopra l'asie delle x, 
l’uno all' origine , l'altro a una distanza eguale all’unità. 

Occupiamoci del punto situato all' origine per x = -t-A e per x = — A, i va- 
lori corrispondenti di / sono immaginari, questo punto è dunque un punto co- 
niugato isolalo. 

Per l’altro punto se facciamo x = i — 4, i due valori di y sono immaginari , 
se facciamo x=i-t-A, i due valori di y sono reali , l’uno positivo l'altro nega- 
tivo. Se facciamo x=i nell’equazione (3), ai trova / , = <x>. Il che fa vedere 
che le tangenti ai due rami si riuniscono in una sola perpendicolare all’asse. 

Si troverà facilmente che la curva ba due punti d’ inflessione corrispondenti 


■ 



— G ; che essa ha rami inflniti, ma non ha asintoti. 

V a 7 


Qui sto esempio 


104. Sia data l'equazione 

• • • • (■), 

che rappresenta la curva della ( Tav . CXII1, 7). Operando come negli esempi 
antecedenti si trovano 1’ equazioni 

37 (x— 8=0 .... (3), 

73g(x— i) 4 y , ‘-t-8 = o . . . (3). 

Per determinare i punti multipli, si ha 

4 = o, a — 1 =0 , 

donde si deduce 

4 =o, <1=1, 

la curva non ha che un solo punto multiplo in m. L’ipotesi di 4 = o rende 
nullo il termine in j* : il punto m è perciò un punto triplo. Per x'= 1 — A, 
y ha due valori immaginari e uno solo reale, per y = 1 -t-A , y ha egualmente 
due valori immaginari e uno solo reale. Per x=i,7^ è infinito, la tangente^al 
punto m è dunque perpendicolare all’ asse delle x. Per x= i-t-A, e per x=i — A 
il valore reale di y è positivo e quello di y" è negativo , i due rarai'che esi- 
stono da una parte e dall’altra dei punto m rivolgono tutti due la loro conca- 
vi li verso l’asse delle x, essi si riuniscono dunque al punto m opponendosi la 
loro convessità , questo punto è un punto di regresso. 

La curva non ha alcun punto di maximum nè d'inflessione, essa ha rami in- 
finiti, ma non ha asintoti. 

Sesto assurto 

»o5. Discutere la curva la di cui equazione i 


r 


_ ¥ \fx S 

■y/ x 5 — ax* — 
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L' equazione proposta può metterai sotto la forma 




V x»— 24X-4-H 

* S — 3X* — 4-r-r-H ' 


Eguagliando a zero successivamente ciascuno dei termini della frazione , si trora 
che T equazione 

x 2 — a 4 x -+-8 = o ... (a) 


ha la sue tre radici reali, e di piti ineguali poiché veruna di esse é commensura- 
bile. Due di queste radici sono positive, comprese l'una fra o e 1, l’altra fra 4 
e 5 , e la terza radice, negativa, è compresa fra — 5 e — 6 . 

L'equazione 


x*— ax“— 4 x-r 8 = o ... ( 3 ) 

ha per radici xsma, x = a, xs= — a; dimodoché indicando con a , A, e le ra- 
dici incommensurabili dell’ equazione (a), l'equazione proposta prenderà la forma 


V (x-frc)(x— a)(x— A) 
(*~ 4 -a)(x — a ) 1 




l’equazione proposta (1) prova che per x=eo, si ha j- = ±: 1. 

Da iso fino ad x = a i due fattori x— a, x—b sono negativi; per conse- 
guenza il radicale é reale; x = a dà j = o. Si hanno dunqne due rami di curva 
che si riuniscono in questo punto delle asse delle ascisse. 

Da xao a xsi, l'ordinata è immaginaria. Fra questi due punti non ci sono 
perciò rami della curva. 

Per x=A, y=to', da x=A a x= =0 , y è reale. Si hanno per conseguenza 
due rami di curva che, partendo dal punte x = A , /so , si estendono aU’infì- 
nito nel senso delle ascisse positive. 

Dando ad x valori negativi, si vede che da x = o fino ad x = — a, y è reale; 
per x= — a.j'sr»; i due rami di curva, che si riuniscono al puoto x = o, 
y ss o, si estendono indefinitamente al di sopra delle ascisse negative, avendo per 
asintoto la retta x= — a. 

Da x= — a a xt= — c, l’ordinata é immaginaria. In questo intervallo non ci 
è perciò curva. 

x= - c dà y=o , e da x = — c a x= — “ab, y é reale. Si hanno dunque an- 
cora due rami di curva che partono dal punto x= — c , y s=o , estendendosi in- 
definitamente nel senso delle ascisse negative. 

Premesso ciò cominciamo dal mettere 1 ’ equazione (1) sotto la forma 

(x* — 2X 1 — 4 x-t- 8 ìx» — (x* — 24 x-t-8) = o ; 

e quindi operando come negli esempi precedenti, si troverà la prima eia seconda 
derivata di quest' equazione , e ne dedurremo non solo 1' equazione della tan- 
gente, quanto tutte le altre particolarità appartenenti alla curva che dipende 
dalla data equazione (1). 

Terminata la discussione delle cuqve in generale , passiamo ora alla discussione 
dell’equazione alle sezioni coniche. 
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loft. Sia domandato dì eottraire Io curve la di coi equazione è 
Àj'*-t-Bxy-t-Car l -t-Dj'-+-Ex-4-F l =:0 (o); 

coefficienti A , B . . . . sono dati di grandezza e di segno. 

Risolvendo 1’ equazione (a) rapporto ad y si trova 

± ^(B*-4AC)x»-v-2(BD-aAE)x-4-D*— 4AF. 

Ora siccome le curve hanno forme e proprietà differentissime, secondo che esse 
hanno o non hanno centro, cerchiamo in quali casi le curve rappresentate dal- 
P equazione (a) hanno un centro. È manifesto che affinchè la curva abbia l'origine 
per centro bisogna che la sua equazione non contenga i termini Dy ed Ex; 
essa sarà perciò della forma 

Aj' a -t-Bxj'-+-Cx 1 -t-F = o. 

Uà nna curva potrebbe avere un centro che non fosse situato all’origine; bi- 
sognerebbe allora potervela trasportare, a quest’effetto si ca ngerebbe x in x'-t-a, 
y in y'-t-b , e si determinerebbero le coordinate arbitrarie a e 4 della nuova 
origine, in modo da mandar via i termini del primo grado in J ty'. Facciamo 
questo calcolo per ('equazione [a): eguaglieremo questi termini a zero e verrà 

BA-4-aCa-+-E ss o 
Ba-t-aAò-j-D sa o 

dalle quali equazioni si dednce 

aAE— BD 
a ~ B 1 — 4AC 

aCD— BE 

B>— 4AC 

e la trasformata che ne risulta è 

Ay ,1 -t-Bx'/ , -t-Cx , *-f-Q so, 

Q indicando il termine tutto costante. La curva del secondo grado ha dunque 
un centro tutte le volte che questo calcolo è possibile, ed essa non ne ha che 
un solo ; ma essa non ne ha punti nel caso contrario, che ha luogo quando 
B 1 — 4AC = o; l’ equazioni (s) sono allora contradittorie (n.° 6a). Tuttavia se 
uno dei numeratori di a o 4 fosse nel medesimo tempo eguale zero, l’altro lo sa- 
rebbe ancora ; ci sarebbero un’ infinità di centri , e l’ equazioni (■) rientrerebbero 
1’ una nell’ altra (n.° 63). 

In generale., se a e 4 rappresentano delle coordinate variabili, 1’ equazioni (i) 
appartengono a due rette, la di cui intersezione dà il centro; esse sono paralelle 
quando non vi è centro, ed esse coincidono quando ce ne sono un’infinità; z 
centri sono tutti i punti di questa retta. Questi casi particolari saranno resi chiari 
quanto prima. 
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Siccome l’ avere o non avere centro per nna curva dipende dal valore di 
B 2 — 4 AC, cosi distingueremo e discuteremo tre casi, cioè B 2 — 4 AC nullo, nega- 
tivo o positivo. Per abbreviare, faremo inseguito B 2 — 4AC = m. 

1 .° Caso B 2 — 4 AC = 01=30 

107 . La curva di cui si tratta essendo MD3F ( Tav. CX11I, Jìg. g) non ha 
centro. Supponiamo che Ax ed Ky siano gli assi primitivi. Riportiamo questa 
curva ad altri assi Aa/ , S-y' , posti egualmente ad angolo retto, e cerchiamo 
se questi assi si possano prendere in modo, che 1 ' equazione della curva diventi 
della forma 

ay' 1 -ì-dy'-t-ex'-hb' =3 (A). 

Supponendo dunque gli assi differenti, la stessa curva MDM' sari espressa dalle 
due equazioni (a) e (A), se sari possibile, mediante una trasformazione di coor- 
dinate di ridurre una di esse a diventare identica coll’ altra. L’ angolo xAx' dei 
due asti essendo 3, passiamo dall’equazione (A), all’equazione (a), vale a dire dal 
sistema y’h.x' al sistema ykx per mezzo dell’ equazioni 

jSx&ycoiS — xsenj 1 
a/ = j- seu ò -t-x cos ò j 

( Vedi TaisvoauAZioBB delle cooedieste), avvertendo che abbiamo fatto nega- 
tivo 1’ angolo 3 dei due assi Ax e Ax', perchè quello Ax della trasformata (a) è 
al di sotto di quello Ax* dell’ equazione (A) cbe per un momento consideriamo 
come data. 

Poniamo dunque i valori di x / e di y 1 dati dall’equazioni (c) nell’equazione (A) 
poiché il risultamento di questa sostituzione deve «sere identico coll’equazio- 
ne (a) e che il numero costante F è il medesimo dalle due parti, bisogna che 
i coefficienti siano respettivamente eguali. Paragoniamo perciò, termine a ter- 
mine, il risuItameDto coll' equazione (a); avremo 

a co* 2 J = A asen 2 òs=C . . ..(3), 

— aasenàcosò = B .... ( 4 ), 
d cos 5 -h e sen 3 =s D , e cos 3 — d scn 3 =ss E . . . , (5). 

Troviamo cosi cinque equazioni per determinare le quattro incognite a, e, 
d. Si ma in virtù della condizione B 2 =4*C , l'equazione (4) rientra nell'e- 
quazione (3) ; dimodoché queste Ire equazioni sono equivalenti a due , e pro- 
prie a determinare a e 3 , e il calcolo di sopra non é possibile che nel caso di 
m = o. Aggiungendo le due prime, viene 

a = A -t-C j 

donde 



. / C , B 

tang 1 = W — , scn a 0 = — — . 
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eliminando inseguito d ed c fra l'equazioni (5), si ha 

d ss D cos S — E sen 4 i 
e= D sen4 -t- E cos4 f ^ 

ottero 

_ dva— E yc 

™ V" 

_ DV c *+-EVA 

e v« 

La condizione B a = 4 AC rende ( Vedi Equazioni del secondo ce a do ) i tre 
primi tèrmini dell'equazione (a) ridocibiti al quadrato di un binomio, come 
( ty-ylxf: allora A e C sono quadrali positivi, le di cui radici A ed 7 tono reali. 
L’infinito o l’immaginario, oon può dunque introdursi mai in qnesti risulta* 
menti; il che prora che nel caso di m = o , potremo tempre, mediante una tra- 
sformazione di atti, ridurre la proposta (a) alla forma ( 6 ). 

Se A o C foste nullo siccome B* = 4AC , B lo sarebbe ancora: allora la pro- 
posta sarebbe gii della forma (4) , e non ri sarebbe Inogo a cangiare gli assi: e 
se si aresse nel medesimo tempo A e C nulli, l’equazione (a) sarebbe mancanlo 
dei tuoi tre primi termini. Tale a dire sarebbe del primo grado. 

In qualunque equazione proposta, nella quale ti aresse m— o, faremo dunque 
il oalcolo esposto di sopra, o piuttosto si formerà immediatamente la trasfor- 
mata (4) , dopo aterne trorsti i coefficienti per mezzo delle nostre equazioni, e 
costruito il nuoto asse Ax' (Tav. CXI1I , /ìg. 9 ) secondo il ralore di 4, cioè: 



tang 4 ac 


sen a 4 = 


B 

A -+* C 



(8). 


Il segno di sen a 4 è contrario a quello di B, il che intanto ci fa conoscere , 
se l’angolo aò è maggiore di 180 ° , tale a dire, te 4 , o x' Ax è maggiore di 
un quadrante , e per conseguenza se l’asse Ax' è posto al di tolto di Ax. Da 
ciò dipende il segno del radicale che si trota nell’equazione ( 7 ), mentre la 
quantità irrazionale ^ a dalla quale sono affetti questi coefficienti conserta sem- 
pre il segno 4 - . 

Sia , per esempio 


a y* — 2 x/-+- x^—y — ax+5 = o; 

moltiplicando per a, per mettere in evideoza il quadrato perfetto, abbiamo 

A = 4 1 ® — -4 , C= 1 . .. ; donde 0 = 5 , tang 4= — , sen a 4 = — -J- . Pren- 

a 5 

dendo dunque i radicali posiliti, ti trota <f=o, e= — 3 -^ 5 ; donde 
5/' — ax'y 5+io =: o. 


Digitized by Coogle 


DIS 113 

Tale è l’equazione che li tratta ili costruire, l'asse delle x 1 essendo situato in 

modo che l’angolo xkx 1 abbia — per tangente- A. tale oggetto li prenderà una 

lunghezza qualunque AF, ( Tav. CXIII,_/ig. 9) sull’asse dell’ r, ed inalzata nel 
punto E una perpendicolare, se ne prenderà una porzione Et metà di AE; At 
sarà l’asse delle a:'. 

108 . 11 calcolo precedente riduce dunque, in generale, la proposta alla forma (A), 
che si tratta ora di costruire su gli assi rettangolari Ax', A/ 7 . Trasportiamo 1 ’ ori- 
gine in un punto (A, A). Cangiando y* e x 1 in y'-\~k e x'-+-A nell’equazione (A), 
essa diventa 


a/*M2ai+d)/+ex'+ (aAM-rf A-+-e/i-+- F) =0. 

Siccome A e A sono quantità arbitrarie, determiniamole io modo da fare spa- 
rire il termine che contiene y' al primo grado e il termine costante, e cosi la 
nuova origine sarà un punto della curva : poniamo dunque 


donde 


2ak-hd = o , aA*-t-<f A-t-eA-t-F =0 ; 


d h __ d* — 4 aF _ oA> — F 
3 a * 4 <ie e 


( 9 ) 


Tali sono le coordinate della nuova origine, che è nno dei ponti della curva 
(nelle figure seguenti, A indica l’origine primitiva delle coordinate, e C la nuo- 
va): la trasformata i ay , *-+-ex f = o , la quale, paragonata con y ,% = 2px / , è l’e- 
quazione di una parabola riferita al suo asse, e rivolta in un senso o in un altro, 
aecondochè e è positivo o negativo. 

Si osservi che se 1 ’ equazione (i), fosse la proposta , e gli assi vi fossero rettan- 
golari, non sarebbe necessario di riportarli a questo stato per mezzo di una pri- 
ma trasformazione, ma potrebbero egualmente applicarsi le equazioni (9) per tra- 
sportare l’origine: la sola differenza consisterebbe iu questo, chela parabola sa- 
rebbe riferita a uno dei suoi diametri; e si potrebbe allora facilmente costruirla 
come se essa fosse riferita al suo asse. 

Sia 1 ’ equazione 

ay*-t-5y— 4 *= 2- . 


si trova 


5 5 

A=3 -, Asa — s; si prenderà dunque AB = — 1 , BC =3 — — 4 Tav. 

4 4 


CXlU,_^g. 10); e l’origine essendo trasportata da A in C, l’equazione diventa 
y ,% z=.axf. La parabola ha il suo vertice in C , e il parametro è 3. 

L’ equazione 

y 1 - a y+x = o , 


dà y % sa — x ' , AB=sjBC=ai (Tav. CXIIl,_/Jg. n); l’origine passa da A in C, 
e la parabola è aperta nel senso delle x negative 

Riprendiamo finalmente l’esempio della pag. sia, già ridotto a 5 y ,% — 2x'^5 
-+-io = o , cosicché gli assi sono Ax', ky’ (Tav. CXII 1 Jtg. 9) ; si trova A = o, 
A = y 5 ; nel quale il vertice, o la nuova origine i in M r , prendendo AM's=^ 5 : 


l’equazione diventa y s% 


- Sx'V -jr- il parametro è \/ J- . 


Di s. di Mal. Voi. IV. 


i 5 


Digitized by Google 


f 14 DI S 

109. Esiste un caso nel quale non può eseguirsi il nostro calcolo, e questo ha 
lu<*go quando e = o,* poiché allora h non entra più nel calcolo e rimane arbi- 
trila, dimodoché abbiamo due equazioni per determinare la sola quantità k. In 
questa circostanza, facendo solameute auA-t-cfs» o, si ha 

ay r *-\-ak % -+dk-k ’ F = o , 

ovvero 

4 a a / a c= d % — 4aF, 

e la nuova origine è uno qualunque dei punti della paralella alle a/, che ha per 
eq uazione y* =.k. 

i.° Se d? — 4A.F>-o, si ha la/ yj (</ a — 4 AT*')-» equazione la quale dà due 
rette paralelle all’asse delle a/, e situate a distanze eguali da quest’asse. Tale 
è, per esempio, l'equazione = o. 

a. 0 Se d x — 4AF=o, si ha y*z=.o, equazione dell’asse delle x f ; l'equazione ( 4 ) 
è dunque quella di una retta paralella alle x'. L'equazione j' 2 -t- 4 / A 4-4 = 0 e 
in questo caso. 

3 .° Se — "4 A K «<C ° * 1 » proposta non rappresenta nulla * poiché può esser ri- 
dotta a = o , che è visibilmeule assurda. Ciò ha luogo per l’equazione 

.r ,2 -+- 4 r r -*- 5 =o. 

L'equazione ( b ) diventa ay J% -+-dy / -ì - F = o nel caso di e = o, e le si può dare 
la forma 

(ao/'-t-</) a —d a -+-4aF = o. 

Cosi, il primo membro è maggiore o minore di un quadrato, ovvero è un qua- 
drato esatto , secondochè 4AF é maggiore, minore o eguale a d 1 . Possiamo facil- 
mente vedere che l'equazione («) offre la medesima particolarità, ed ha in 
questo caso la forma (kjr-+-lx~i-c) 2 -i-Q = o , la quale è assurda se Q è positivo, 
dei primo grado se Q = o, e finalmente dà due rette paralelle se Q è negativo. 

110. Rimane duuque provato che se ra = o /* equazione del secondo grado è 
if nella di una parabola ; ma vi sono alcuni casi parlicolaii che danno una retta , 
due rette paralelle , ovvero niente. 

Quanto all' equazione 

cxM- dy-y ex-i- F = o , 

siccome essa equivale all'equazione (A), nella quale x è cambiato inj*, e y in ap, 
la curva è la medesima, e soltanto è riferita all'asse delle y. Del resto l'origine 
può trasportarsi nel modo medesimo praticato di sopra. Per esempio, l'equazio- 
ne xM-3/=2x — 1 , prendendo AC = i=/i ( Tav. CXIII ,Jig. 12), e portando 
l'origine da A in C, diventa x ,a -+- 3 j , = o. La parabola é aperta dalla parte 
delle / negative, e l’asse delle y* è quello della curva. 

Si trova che, i.° l' equazione x a — 6 x-Hio£=o non rappresenta niente; 
2. 0 x 4 — 6 x-|-9^o è l 1 equazione di una paralella alle y{ 3 .° per x a — 8x-4-7 = o 
che per /i= 4 91 riduce a = 3 , si hanno due paralelle all’asse delle y. 

2” Caso B l — 4 XC = m negativo 

tu. La curva ha un centro, al quale cominceremo subito dal trasportare l'ori- 
gine; poiché in questo caso la proposta non può più ridursi alla forma (b). Fa- 
cendo dunque il calcolo che abbiamo indicato (u.° 10G) , l'equazione (a) si ri- 
durrà alla forma 

A > > a - 4 -Bxy*-hCx a -+-Q= o (/). 
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Cerchiamo ora di liberare questa equazione dal termine xy , vale adire a tra- 
sformarla in un’ altra della seguente forma 

y /M-/>*' 1 -+-Qc=o . . . . (g). 

Sostituiamo dunque in quest’ ultima , i valori (c) di y* e x' , e paragonando, 
termine a termine il rlsullamento coll’equazione { f ), per esprimere 1’ identità, 
terrà 

9cos 1 5-t-psen 1 5 = A . . . . (i), 
q sen 1 S -+-p cos 1 d sss C .... (a), 
a (/»— y)senò cos '5 =B . . . .( 3 ). 

Queste tre equazioni servono a determinare le tre incognite S,p e q. La som- 
ma delle due prime diventa p-t-y = A-t-C; formando quindi B — ijàC , o m, 
quadrando la terza e sottraendo dal quadralo quattro volle il prodotto delle due 
altre, viene 

m = — fy>q(tta*ò -*-asen*d . cos 1 d -t- coi* J ) 

=; — 4py(sen* J -+- eoa 1 d )* , 

ossia m = — !\pq. Le incognite p e q, avendo A-+-C per somma e — — m per 
prodotto, sono le radici dell’equazione del secondo grado. 


a 1 — ^A-*-C^z = ^ m («) ; 

donde 

p e ?c=.I(a+c)± LJ B 1 -t-(A— C) 1 , 

ed è evidente che queste radici p e q sono nel caso attuale sempre reali. 
La differenza fra 1 ’ equazioni (s) e (a) é 

(q — p)( cos 1 d — sen 1 d) = {q — p ) cos a d == A— C ; 

ricorrendo dunque all’ equazione ( 3 ), si trova 


sen a d= 
Cos a d= 
tang ad s 


- B 

q—p ’ 

A-C 

q-p ’ 

-B 

= X=C‘ 


Quest’ultimo valore, facile a costruirsi, dà ad, e per conseguenza l’angolo 3 
d’inclinazione dell’asse delle J sopra quello delle x: il segno di tang ad ci 
farà conoscere se ad è maggiore o minore di 90°; ma, in tutti i rasi, d è minore 
di 90°, e l’asse delle x 1 rimane al di sopra di quello delle x. D’altra parte, 
sen ad è sempre positivo; cosicché p—q deve avere lo stesso segno di B: dunque 
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q è la maggiore delle due radici di z se B d negativo , e la minore se B è 
positivo. Coli li saprà tempre quale delle due radici si dorrà preferire per p e 
per q. 

Sia dala, per esempio, 1 ’ equaiione del secondo grado 

3 

5/*-4-axj-+-5x 1 -h2 i j'— ax ss — ; 

trasportando come sopra l’ origine al centro, ponto le di cui coordinate sono A= — - 


k 



la proposta diventa 


5j'*-+-ax/-t-5x 1 ssa a ; 


donde in fona dell’ equaiione (i) si ha, 

a 1 — ioz-r-24=co, 

e conseguentemente Ss5±i. Cosi , B essendo positivo, si ha g = 4 , V ~~ , 
e quindi 

4 r ,1 -6x'»=a, 


equaiione che rimane da costroirsi , e nella quale gli assi delle ad e delle y’ 
sono determinati da tang 20 = 00, donde ad = qo*, vale a dire che l’asse delle 
x r fa un angolo di 45 ° con quello delle x al di sopra del quale è situato. Que- 
ste costruiioni non presentano veruna difficoltà. 

112. Questo calcolo non può presentare nessun caso di ecceiione. Bisogna osser- 
vare che m è negativo nel caso attuale, avendosi cioè B 1 = — rn '• il radicale dei 

valori di z si riduce a -^(A-t-C) 1 — m, che è minore di A-t-C. Questi valori di p 
e di q hanno dunque lo stesso segno di A-+-C, talmenlechè si possono considerare 
come positivi p e q nell’equazione ( g ), che ora dobbiamo passare a discutere. 
Noi esamineremo successivamente tre casi, secondocbè Qè nullo, positivo, o ne- 
gativo. 

1° Se Q=so , si ha 

qy , *+px l *=o, 

equazione che non può sussistere a meno che non si abbia nel medesimo tempo 
x' = o e y' =0. Si ba dunque un punto che è l’origine dell’x' e delle y*. L’e- 
quazione 

X* — 4 r J , '+' 5 x :i -t- 2 x-+-i = o 

si trova appunto in questo caso! il punto è ( — 1, — 2), come possiamo assicurar- 
cene per mezzo del calcolo, che primieramente trasforma la proposta in 


quindi dà 


e finalmente 


J x — 4x/-+-5x* sa o , 

ts3± 2 yj a , 
tanajss— 1 , ad = i35°, 

(3-t-ay aJj'-'M- (3— ay a)x'*i=: o. 
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a. 0 Se Q i positivo, la proposta non rappresenta niente , poiché 1’ equazio- 
ne ( g ) è assurda, essendo impossibile che tre quantità positive si distruggano tra 
loro. Questo è quello che succede nell’ esempio precedente, quaudo si mette in- 
vece dell' ultimo termine i, un valore maggiore di i. 

3.° Se Q i negativo, la trasformata (g) diventa qy'ì-t-px'* =sQ. 

Facendo successivamente af e j* nulli, per ottenere i punti in coi la curva 
taglia i nuovi assi, si ottiene 

^ Vp =o; 


donde 

Q Q 


?— 4». P—~ i> 

e quindi 

aV'+J’i* 1 ss 


La curva è dunque nn 'Ellisse, riferita al suo centro e ai suoi assi 2 <r e ih. 
Se nell' esempio precedente, si mette — i nell’ultimo termine, si trova in pri- 
mo luogo 1’ equazione 

y * — =5 a ; 

quindi gli stessi valori di » e di 3, e finalmente 1' equazione 

(3 — a^ u)y ,1 -y (3-t-a^ a) x' % = a 

che appartiene ad un’ellisse i cui assi sono ya(3^aya). 

1 1 3. Da ciò concludiamo che 1’ equazione generale del 3.° grado appartiene al- 
V ellisse , tutte le volte che m è negativo ; ma che si trovano due casi parti- 
colari, uno dei quali non dà nulla, e l'altro un punto. Quando n<o, i valori 
di z hanno lo stesso segno; essi diventano eguali nel caso del circolo, poiché 
allora deve aversi p=q. In generale, le coordinate essendo ad angolo retto , so 
p = q nell’ equazione (g), ti ha 

' P 


equazione di un circolo il di cui raggio é — ; e reciprocamente , uri* equa- 
zione del secondo grado non può appartenere al circolo che se essa è privata 
del termine xy e se i coejficienti di x a e y a sono eguali , quando gli assi so- 
no rettangolari. Infatti, poiché il circolo ha Un centro, possiamo riportarci l’ori- 
gine , il che pone 1’ equazione sotto la forma (f) ; da un’ altra parte , si sa che 
quest' equazione dev’ essere 

?*-«-**= r*, 


qualunque sia l'asse dell’*; é dunque evidente che bisogna avere Baso e A=C. 
L’equazione 

2y*-t-ix % — {y— 4 *-+-i = o , 

è quella di un circolo, il di cui raggio è , e il Centro è al ponto (i, i). 
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3.° Caso B 1 — 4AC = m positivo. 

1 1 4- Tutti i calcoli del (n.° m) convengono ancora a questo caso , talmenlc- 
rhè bisogna riprodurre la medesima trasformaiione e i medesimi valori di ò e 
di a; con questa sola differenza , che siccome li 1 ~m -f- 4 AC ai ha m positivo, il 
radicale è ;> A-+-C , e le due radici di z sono di segno contrario, cosicché nella 
trasformata (£) possiamo dare il segno -4- a y, e il segno — a p\ cioè 

yr'»-p*'M-Q=o (/). 

Analizziamo i casi di Q nullo, positivo e negativo. 

i.® Se Q=o, si ha </y' 1 ==px'* , donde y s=ilx' yj — ; ed è evidente che 

si ottengono due rette, CD, CE (Tav. CXIII. fig. i3), le quali s'incrociano nella 
nuova origine C, in modo che 1’ asse delle xf taglia per metà l’angolo DCE che 

queste rette fanno fra loro. L'ordinata il yj — che corrisponde a x* — t, serve 

a costruire queste rette; essa è tangente degli angoli DCx* , ECx', 

Per esempio, 1’ equazione 

y — 6x/-t-x*-t-aj' — Cx-M =o, 

trasportando l'origine nel punto (o, — t), che è il centro, diventa 
r 1 — Cxy-t-x 1 = o : 

quindi si trova 

à 1 — 2 * = 8 ; 

donde i=i ±3 ; cioè y = 4 s P= — 3 s e P er conseguenza 

donde y' — ilx' ^ : finalmente, si trova 5=45®. Queste costruzioni non pre- 

sentano alcuna difficoltà. 

2 .® Se Q i positivo , 1' equazione (/) diventa 

9/ 1 — pa^ l = -Q 

ponendo x' e= o, si ha /' = yj — V— 1 , e ponendo y'=so, si ottiene x'=s yj — : 
ti faccia adesso 




tatù saranno i semi-assi di un' i per boia, come risulta dai calcolo della so»ti ta- 
llone dei valori , <j=z il quale dà 

flV* — ù*x r * ~ — d^b*. 
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Si ha un esempio di questo caso ponendo 5 in luogo di -4-1 nell* ultimo ter- 
mine dell' equazione precedente : i valori di 0 e di *, sono i medesimi, e si ha 

r' % — — *'» = — 1 . 

3 

Gli assi sono b e=r 1 , a = y a. 

3 .° Se Q è negativo , si ha qy ,% — = Q ; un calcolo simile, o il semplice 
cangianianto di x in y , e di y in x prova che si ha un’ iperboli», gli assi della 
quale sono gl’ inversi dei precedenti. Si cangi «4-1 io — 3 , nell’ultimo termine 
dell’esempio di sopra, e si troverà 



gli assi sono a = 1 , b — — ya, e la curva taglia il secondo degli assi coordinati, 
cioè quello delle y * . 

n 5 . h acciaino variare Q nell’ equazione (/). Q essendo positivo, si ha 1 ’ iper- 
bole MAN, LOI ( Tav . CX 1 II, fig. i$); e dai valori degli assi a e ó, risulta che 

prendendo AD ss AD' ss y / !L » c ^ ascissa CA = 1 ossia AD e AC = a, le 
V V 

rette CD e CD 7 sono gli asintoti di tutte le iperbole, che si ottengono a misura 
che Q va crescendo; solamente il vertice A va sempre più allontanandosi, e la 
curva si apre viemaggiormeute. Se Q = o , si ha 1 ’ equazione degli asintoti me- 
desimi , qy ,% — px ,% = o. Finalmente, se Q diventa negativo , si ottiene l’ iper- 
bola M'A'N', I'O'L', descritta fra i medesimi asintoti, ma negli altri angoli, al- 
lontanandosi i vertici A' , O' a misura che Q aumenta. 

116. Cosi /’ equazione generale del secondo grado appartiene al? iperbola , 
tutte le volte che 111 è positivo ; ma, in un caso particolare, si trovano due rette 
che s' incrociano. I valori di z sono allora di segno differente; e quando, facendo 
astrazione dal loro segno, questi valori sono eguali, cioè C = — A, I’ iperbola è 
equilatera. Siccome B a — jJAC è sempre positivo fintantoché A e C sono di segno 
differente, è chiaro che quando avrà luogo una tal circostanza , saremo nel caso 
dell’ iperbola, qualunque sia la grandezza dei coefficienti A, B, C.... La mede- 
sima cosa ha luogo se A o C siano nulli, vale a dire se la proposta sia mancante di 
uno dei quadrati x 1 e e ancora se questi quadrati manchino 1’ uno e l’altio. 
lu questi diversi casi, il metodo dei calcoli è sempre il medesimo : ma siccome 
nell’ ultimo esso diventa semplicissimo cosi crediamo ben fatto di esporlo. Sia pro- 
posta 1’ equazione 


B-rj*-t-D/-4-E.r-t-F = o ; 

si trasporterà l’origine al centro, facendo BA-t-E=o, B/i-*~D = o; donde 



ponendo Q r= DE — BF. Quest’ espressioni non sono soggette ad alcuna eccezione. 
Co«i l’ equazione proposta è quella di un 'iperbola riferita ad assi paralelli 
agli asintoti. Quando questi assi sono rettangolari l’ iperbola è equilatera ( Fe- 
di Ipkrbola). Se CD' (Tav. CXIII, 1 4 ) è l’asse dcll’x', o CD quello delle 
1- curva è descritta negli angoli DCD', ECE', se Q è positivo; come 3 IAN, 
LOI; essa è M f A'N' , L'O'F quando Q è negativo. Se Q— o, 1 ’ equazione pro- 
posta appartiene agli asintoti medesimi. 
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Cosi, per I' equazione 


DIS 


xy — ax-t-^-t-m = 4 , 

gli assi essendo kx, ky, si ha k=sa, h = — 1; «i ferii AB = 1 ( Tav , CXIV, 
jPg, 3), BC;=aa; e Cx* , Cy saranno gli asintoti dell’ iperbola 

= a —m , 

ehe saranno MS, OP, se m< 2; M'ÌS' , 0 , P', se 2; e finalmente m = 3 dì le 
rette Cx r , Cy'- 

un. Contiene osserTare che, nei casi di m> , ovvero <0, se la proposta è 
mancante del termine che contiene xy , il calcolo della discussione diviene sempli- 
cisómo , e si riduce a trasportare 1 ’ origine al centro ; non è neppure necessario 
rendere le' coordinate rettangolari quando non lo sono, poiché allora l’equa- 
zione è riferita ai diametri coniugati invece di esserlo agli assi. 

Infatti sia la proposta 


il centro è nel 



si ha 


donde 

facendo 


aC/i+E = o , a.AA-t-D = o, 
A/M-Cy*-+-Q = o, 


Q as AA*-t-CA*-v-DA-t-E/i-t-F = F — 


AE*-+CD» 

4AC 


1 18 . Ecco alcuni esempi di questi calcoli. 

JL’ equazioni 

ay-t-3x» — 3x — ajr-va = o , 


ijy-t- ax 3 — 3x-t-a = o 


non rappresentano niente; la prima ba per 


centro 



e si riduce a 


a y*-+-3x'». + - — — o ; 

4 


la seconda ha il centro al punto o^, e dà 


4j.'*4-ax' m -+- ~ = 0 . 

L’ equazione 

jrM-ax*— ay-r^x-i-i = o 
appartiene al punto ( — r, — f-s ). 

E' equazione 

~ jf-t-lx 1 — sax-t-3 = o 
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dà A=a, 4= o, e quindi — - jr'*»+-3V* = 9 : * semi-mi dell’ ellisse sono a = ^3, 

b =V 6 1 se dunque si prende AC = a (Tot». CXV, fig. i ), si descriverà l'ellisse 
DFEO, facendo 1) C =: \'3 , CO = ^6. Se le coordinale fossero oblique, queste 
lunghezze sarebbero quelle dei semi-diametri coniugati. 

Per y^+ax* — 3^=0 , si ha un’ellisse tangente all'asse delle x, e il centro 
della quale 4 sopra P asse delle y nel punto (o, i); i semi-assi sono 


: 7 V»,* = 


L'equazione j»*— 4’ x ^'* m 4j r ' +,tx ~ 5 = o diventa y'z=^:ax' , quando facendo 
3 

AB , BC= — a ( IVis». CXIII, fig. i3), si trasporla 1 origine da A in C: si 

a 

preude x' = t , f — ~ìl a, e si conduce CD e CE. 

Per a y % — 3x*— ay— 3x-t- — = a, ** centro è nel punto (-T’t)' e ,l h * 


3 i 

ay 11 — 3x'*=s — — . Si prenderà dunque AB = — = BC (Tao. CX1V ,fig. t ) e 

ti descriverà l’ iperbole, che ha a= — , A= \/ per assi o per diametri co- 

2 V o 

mugliti, secondochè le coordinale sono rettangolari o oblique. 

L’equaxione y % — w*- aj»-t-g = o dà /* — ax'M-S c= o , iperbole nella quale 
ai ha A = i , 4 = o, osi, 4 = av'a. 

Finalmente 3 y 1 — aarM-ax-t-ìr = , dà AB = A=-i- (ras». CXIV fig. a) , 


BC=i = .; donde ai 


ottiene 3j» ,J — ax'* = 


3 ^ 

4 


equazione che facilmente si 


fa accordare con quella della ( Tat». CXIV, fig. i); solamente la curva è si- 
tuala differentemente. 

ng. Risulta da quest'esposizione, che l’equazione generale del secondo grado 
presenta tre casi: il i in cui uso, ebe dà una parabola , oltre i casi parti- 
colari di una retta , di due parale/le e di niente ; il a° in cui m è negativo, 
che dà un' ellisse, oltre i casi particolari di un punto , e di niente ; il 3.* final- 
mente in cui m è positivo, che risponde all' iperbato , riferita o al primo o al 
secondo asse , oltre un caso che da due rette non paraielle. Siccome le sezioni 
di un cono fatte da un piano sono esattamente una parabola, un’ellisse o un’ i- 
perbola ; e quando la sezioue si fa pei vertice, si ha una retta, un punto, ovvero 
due rette che s’incrociano; cosi degli otto casi di sopra ennneiati, sei sono sezio- 
ni coniche: il che ha fatto dire che tutte l' equazioni del secondo grado appar- 
tengono all » setioni di un cono fatte da un piano. Dovunque esiste un piano 
e un cono, non può succedere che non si abbia interiezione , o che si abbiano 
due paraielle ; donde si vede che questo teorema va soggetto a due eccezioni. 

Facendo muovere il piano secante paralellamente a se medesimo , quando esso 
passa pel vertice, 1' ellisse diventa nn punto, )a parabola una retta, l’iperbola 
due rette che a* incrociano; questo è ciò che ha fatto considerare il punto come 
Dii. di Alai. Fot. IV. lO 
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una specie di ellisse, gli assi della quale sono nulli; una reità , come una specie 
di parabola il cui parametro è nullo; due rette incrociate, come un' iperbola , 
di cui sono nulli gli assi; queste considerazioni però non interessano in nulla la 
teoria. 

sao. Nella discussione presentata ( n.° 106) abbiamo detto che se gli assi coor- 
dinati fossero obliqui, bisognerebbe prima trasformargli in rettangolari; ma è più 
semplice di trattare il problema come segue. 

L'origine essendo al centro, l'equazione della curva è 

A^M-Bx/*+'Car a -t-Q = o (1). 

Immaginiamo che fatto centro in A, con un raggio r, si sia descritto un cir- 
colo ( Tav . CXV,/g. a); la sua equazione sarà r*, ed in generale ta- 

glierà in quattro punti la curva : per ottenere questi punti di sezione , condu- 
ciamo per 1' origine una retta AIv ad uno di questi punti , e sia 

/CjMl 

la sua equazione. Eliminando x e j tra queste tre equazioni, si troverà 
( Ar a -t-Q)M a ^-Br a M-+-Cr a -f.Q= : o j . . . (a). 

Se il raggio r è dato, quest'equazione farà conoscere i due valori di M, il 
che dimostra che non vi sono che due rette che vadano dal centro ai quattro 
punti d'intersezione, cioè che questi punti souo situati due a due sopra uno 
stesso diametro. Queste linee si ottengono costruendo i due valori di M, che è la 
tangente del loro angolo d' inclinazione sull' asse delle x. Quando le radici di M 
sono immaginarie, il raggio rèo troppo grande o troppo piccolo perchè le due 
curve si taglino; finalmente se le radici sono eguali, i punti di sezione coincido- 
no a due a due, e il circolo diviene tangente alla curva. La tangente comuue 
all' uno e all' altro in questo punto è perpendicolare al raggio r, proprietà che 
non appartiene che agli èssi principali della curva; r rappresenta dunque, nel 
caso delle radici eguali, le lunghezze di questi due semi-assi, di cui M dà la 
direzione. Ora, si sa (Vedi Equazioni del secondo oravo) che quesL'ullima con- 
dizione viene espressa dall' equazione 

BV«-4(ArM-Q) (C/*-+-Q)«=o, 

ovvero 

(B»-4iC)r*-4Q^A4-C) = 4Q», 

e quindi 


(Ar*-+-Q)M-H — Br» = o, 

estraendo la radice dall’ equazione (a) che è un quadrato, donde ai ottiene in fine 

'‘“lira’" — M = <*>■ 


facendo, per abbreviare ~ g~ «=a* »e ne deduce 


M t=s j. i" yj i : 
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da ciò quella costruzione. Sopra A* , »i prenda ADt=i, poi ti elevi l'ordinata 

DI 1 = 1 ; e AI sari yj !-+-**: facendo centro In I ai descriverà il circolo RAR r 
col raggio AI, e i punti di icxione R, K' daranno le direxioni AK, AR'; degli 
ani principali, poiché i valori di M aono le tangenti degli angoli RAD, R'AD. 
Dalla coilruiione queate due rette «ono perpendicolari : infatti il prodotto dei 
due valori di M è — i ( Vedi Eqcaziobi del secosdo grado ). 

In leguito si sostituiscono in r» queiU valori di M, donde se ne deducono 
quindi i due valori di r, che sono le lunghezze degli assi : 

r*t=aOX VB*— 4AC-HA-4-C) 1 

V ' «a— 4AG * 

Se B>— 4AC = i» i negativo, il radicale è minore di A-+-C ; in tal caso i due 
valori di r 1 sono o positivi, e allora si ha un’ ellisse; o negativi , e non si ha 
niente; o finalmente sono nulli , quando Qeso, e si ha un punto. Quando 

B 1 — ® positivo, uno dei Talori di r 1 ha il segno -t-, l'altro ; si ha 

uà' iperboli! , della quale si ottiene il second'asse, cangiando r 1 in — A Non 
ostante, quando Q = o , si hanno le due rette AR, AR'. Questo calcolo non è 
più possibile quando B 1 — 1;IlCb=io. 

I . . 

Sia, per esempio, I' equaxione 

— ax/-s-ax* za a , 

donde a e= — , ec. Si avrà 

a ’ 


M E3- 

a 



DI , AI t=s , e il circolo RAR' darò le direzione AR , AR' dei due 
assi. Finalmente 


r»s=3±V5, 

raggi dei due circoli tangenti all’ ellisse, sono le lunghezze di questi assi. 

Potrà servire per esercitarsi in questo calcolo 1 ’ equazione jr* — 

6x-t-i =so. 

Questo metodo si applica egualmente al caso in coi le coordinate fanno nn an- 
golo 7 . L’ equazione del circolo è allora ( Vedi Applicaho»* dell’ Algeria al- 
la Geometria n.” 77). 

x*-+yM-a ay coi 7 c= r® ; 


eliminando x ejy per mezzo dell’ equazione y t= Mac, si ha 


(Ar*-t-Q)M*-+-(Bp»-t-aQcòs7 ) M-t-Cr*-t-Qa=o; 
ed acciocché questa equazione sia un quadrato, bisogna che si abbia 

Q Br»-t-Qcot'/ Y— (Ar»+Q)(Cr»-t-Q)«=o, 
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donde si Tede che y non è reale che quando x è maggiore di ~ e minore di r. 


Facendo xt=s j tolto il tegno radicale, etto di tiene ^ —txcCO , che è uno 

dei temi-diametri coniugati; l'altro è CO; per conseguenza è facile detergere la 

fcurva. Si trota y t=a i per la maltinta e per la minima ordinata. ( J'edi 

Tahgbute). 

Parimente 


r*— *y -+- - x*— x -I = o 

a a 

dà P ellisto DOD'O' (Tav. CX1V , Jig. 6), nella quale ai ha AK=s 2 , 
KKsE’&sa V a > CK = i, e C è il centro. Facendo ytxto ai ha 


x*— ax-+-i c=o, 

quadrato di x— i; dunque te ti prende Alesi , la curva è tangente in I all'at- 
te delle x. Di più ti ha Oty = ai' sa a , e la maltinta e la minima ordinata 
tono a e o. 

È inutile il dire che, nelle coitruzioni, bisogna aver riguardo specialmente a) 
segni ; coti per 

4/ 1 -+-8xj'-t-8x , -t-iax-t-8/4-i =o , 

ai ha 


i-x-t^^-x’-x-t-l), 


e ti coftruiice il diametro BD ( Tav. CXIV , fig. j ) che ha per equazione 

rs — x— 1 : da x 3 -t*xe=4 ti trac x=a — — d" i ; «i prende AK == ; c 

J 4 a a 

KEsKE'si, e cosi si hanno i limiti ED, E'D' che sono tangenti dell’ellis- 
se : C ne è il centro, e ti trova 4'si. 

a.° Se le radici dell' equazione (3) sono eguali , estendo a il loro valore ,_,il 


radicale equivale a -\J — mjx— «)*; coti l’equazione (■) diviene 
y i= a x-t- fj ir (x — 


non ai può dnnqne fare y reale che prendendo x = a, donde y = a a ■+• (3 . 
Cosi non si ha che un punto , del quale ti conoscono le coordinale. 
Infatti ti vede facilmente che io questo caso la proposta equivale a 

(y — e x — j9)*-v-(x— a)*m = o ; 


e siccome la somma di due quantità esenzialmente positive non può esser nulla, 
a meno che non lo sia pure ognuna di ette io particolare, così la proposta si di- 
tole in due altre equazioni. L’equazione 


y^-xy-y— x* — 2x-t-i co 
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dà il punto che ba per coordinate arassi e yen— . L' equazione 

ar*-t -/* » o 

dì r origine. 

3 ° Seie radici dell' equazione (3) sono immaginarie , il trinomio — mx*-4-njr-+-/> 
non può cangiare il segno per qualunque valore di x ; e quello legno ai conaerra 
collantemente lo iteno di quello del tuo primo termine — mx *. Il radicale 

V(— mx*-t-nx-t-p) 

euendo tempre immaginario, la propoila non rappreienta nulla. Infatti questa 
equazione equivale allora a 


(/ — a x — £ jHfm* 1 — nx—p)sso , 

le due parti della quale tono posili te e non ponono diatruggerii tra loro; prr 
conseguenza è assurdo supporre che la loro somma sia eguale a zero, poiché la 
seconda non può rendersi nulla, come si è fatto precedentemente. 

Ciò accade per l’equazione^ 1 — ax/-t-ax* — a*-t* 4 =o. 

Affinchè m, o B 1 — 4IC , sia negativo, bisogna che i primi tre termini della 
proposta , cioè 

A_g*-t-Bxj*-h-Cx*, 

formino una quantità maggiore di un quadrato perfetto. Nell’esempio riportalo 
di sopra alla pagina ia5, questi termini sono 

3(y l — ax/-+-3x*)£sa 3 [(j-— xj*-t-ax*]. 

Cerchiamo in quali casi 1’ equazione generale del secondo grado è quella del 
circolo , supponendo le coordinate rettangolari. Questa equazione è 

Ay*- 4 -Bx/-t-Car*~t-Dj--(-Ex-+-F <=a o; 
e l’equazione più generale del circolo è 

ossia 

y % ^rx k — a f.y — a * x-+-a r*e»o. 


La prima, liberata dal coefficiente A di 7 *, deve potersi paragonare termine 
a termine colla seconda. Primieramente se ne trae A=aC, e B=ao; dunque, 
allorché le x e le y sono ad angolo retto , /' equazione del secondo grado i 
quella di un circolo , quando è mancante del termine che contiene xj, e quando i 
coefficienti di 1 * e di j 1 sono eguali. Ma bisogna inoltre che si abbia D=> — aA jS, 
E = — a A a, F cs A ( * *-t* |3* — r*), donde si trae 


a=3 — 


E 

:A 




D 

aA 


E*-4-D* — 4AF 

4A 1 


quantità che esprimono le coordiuatc del centro e il raggio del circolo , che in 
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tal mo<lo ai rende facile il costruire. Si olierai però che ai hanno due eccezioni, 
cioè quando il numeratore di r 3, è nullo o negativo, nel I.* caso ai ha un punto 
unico ; nel accendo non ai ha nessuna cura». 

Cosi ai troza che 1’ equazione 

a/^+ax 1 — 47 — 4 *-t-i = o 


è quella di un circolo che ba per raggio 



• il cui centro è ai Inalo nel 


punto (i , i). 

Quando le coordinate tono oblique , ai ragiona nello aleno modo , partendoti 
dall’equazione x^-t-y^-i-uxy cosy = r 3 . 


a.* Caso. Curve illimitate in tutti i sensi-, m positivo. 

ia3. In questo caso, Ay 1 -f-Bxy-hCx % è minore di un quadrato. 
z.° Quando le radici dell' equazione (3) sona reali , a = AE ; btsz 4E' (Tav. 
CXIV , fig. 5) danno, come abbiamo seduto di sopra, i punti D, D' d’ inter- 
iezione della corta col diametro BN , e le tangenti EF, E'F' ; allora il radicale 

prendendo la forma Vm(x— o)(x — b) , è reale solamente quando x—a, e x — A 
sono dello stesso segno, sale a dire quando x è maggiore o minore di a e di A; 
x non può dunque ricesere nessun salare tra a = AE e icuAB/, e la curaa ti 
stende all* infinito dall’ una e dall’ altra parte dei limiti EF, E'F'; coti essa è 
un’ Iperbato. 

Per ottenere il diametro coniugato di DD', siccome il centro C è nel mezzo 
di DD 7 , si fari xt=AK = /i sotto il radicale, si prenderli il risultamento reale, 
e cosi ti sarà bf. In seguito si deduce la posizione degli asintoti; ma in brese 
daremo un metodo facile per determinare queste rette. 

Sia per esempio, 

y 3 — axy — x* — aj'-t-Sx — 3 c= o ; 

se ne trae 

y = x+i ± V (“**—' 6*+-4 > » 


Primieramente ai conduce il diametro BN , facendo y = x-t-z ; quindi ax* — 
3 t t 

6x4-4=3 0 db xe- i" — , e il radicale disiene wa(x—i)(x — a); ai prendo 
3 i 

AK= — , ESsE’Ks^, e cosi si hanno i limiti EF, E'F' tangenti in D e 
a a 

D'; e siccome x e maggiore di a o minore di r, cosi ai ottiene l’ iperbola 3111’ 
QQ' {Tav. CXI \,Jig. 5), 

Per troaare il diametro coniugato di DD', ai fa x=AK= ^ in ^ax 1 - 6x-t*4 

e rendendo reale il risultamento ti ha A'= • Prendendo D'F'c= D' 1’=^ — 

ai forma il paralellogrammo 'miccino, le diagonali GF', FU del quale sono gli 
asiuloii della uoslra curva. 
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a.° Quando i Jattorì dì mx’-t-nx-t-p sono immaginari, la curva non taglia il 
tuo diametro BN ( Tav. CX1 V 8): inoltre siccome questo trinomio deve 
sempre conservare lo slesso segno del primo termine -t-mx 1 , qualunque sia il 
valore che si attribuisce a x . perciò ogni ascissa dà sempre ordinate reali, la 
curva si stende all’ infinito da una parte e dall'altra ed è un’ iperbole disposta 
come si vede nella figura. 

Quanto ai diametri coniugati, il centro è sopra BN che non taglia la curva: 
ora , se 1’ origine fosse al centro, le ascisse eguali e di segno contrario corrispon- 
derebbero a ordinate eguali; cosi il radicale dovrebbe avere la forma ■^(>nx ,% -t-p). 
Se dunque ai vuole trasportare l’origine al centro, bisogna fare xrasx*-*-/» > e 
e prendere h tale che il secondo termine di mx*-t-nx-t-p sparisca ( Vedi Liqua- 
zioni); h è l’ascissa del centro, e si trova pel suo valore /<e= — — , lo stesso 

a m 

di quello trovato altra volta. Cosi si prende AK=sA, e l’ordinala KG dà il cen- 
tro C : facendo quindi x—h in ^(nud+nx+^l, questo radicale dà il valore di 
DCt=o'. Per avere b' bisogna cercare i punti d’incontro di BN colla curva: 
prendendo la parte immaginaria delle radici di mi*H -nx+p = o , e rendendola 
reale, si ha KO = KO' per le ascisse delle estremità E, E' del diametro coniu- 
gato prese a partire da quella del centro. 

Siccome le paralelle FU, Gl al diametro BN sono tangenti alla curva in D e 
D', le ordinate O'F , 1U determinano pure il paralellogrammo inscritto, e gli 
asintoti IF, GH. 

Sia , per esempio , 

7 ^-t-ax/— oy — x=io ; 

se ne deduce 

x-+-i ir y/(x*-x— i); 

il diametro BN (Tav. CWV , Jìg. 8 ) ha per equazione J"=z — x-+-i ; 

x 1 — x-t-i i= o 

dà 



e la curva non taglia BN ; di più x*— x-t-i essendo sempre positivo,^ è sempre 
reale ; cosi si ha l’ iperbole rappresentala dalla nostra figura. 

Per trovare i diametri coniugati, si costruisce x— -- ir — •^3* ; ÀR *= “ n 
ao-jV 3 =s KO' danno il centro C e il secondo diametro EE'; di piii fa- 
cendo x = ~ in ^/j ^x* — x-l-s^, si ha u'ssz~ yj 3. 

3.° Se le radici dell' equazione (3) sono eguali , il radicale equivale a 
Y i»(x — o) 1 , e 1’ equazione (i) diviene 

jr = a x-h ,5 ir (x-s)Vra , 

Dii. di Mal. Voi. IV. i j 
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ciué, sviluppando e riunendo i termini in x 

y = x( ai-yrnl+S? nV"» > 

si hanno dunque due rette che si tagliano nel punto del diametro nel quale ri 
ha xa a. Queste linee si costruiscono facilmente, poiché si hanno le loro equa- 
zioni : ai ottiene un secondo punto di ognuna di esse, facendo x = o , donde 

ycx i jS +• ayjm ; 

il che significa che bisogna portare a V m sull’ asse delle jr al di sopra e al di 
Spilo del punto nel quale quest'asse taglia il diametro. Le rette condotte per 
questi punti e pel primo, che è loro comune , sono quelle che si cercano. 

È chiaro che trasportando e quadrando si ha 

(y— a x— jS )* — m (x—af sa o. 

Cosi la proposta è decomponibile in due fattori razionali rapporto ad x e y. 
essi sono del primo grado, ed ognuno può eguagliarsi a zero iudipendenlemenle 
dall'altro. È questo fatto analitico che spiega l'esistenza di due rette nel caso 
presente. 

Sia , per esempio , 

=s o; 

(i trova 

r= - j^(3x»-6x4-3 ) ; 


ma 

3x* — 6r-t-3 = o 

dò x ex i , dunque il diametro BN ( Tav. CXIV , Jig. 9 ) , che si ottiene Ascen- 
do ytxux — — , 4 tagliato in un solo punto N in cui si ha DA c=a 1 ; e siccome 
2 

la proposta si riduce a 


ycxxx-- - Ì( x -i) V 3 s 


cosi si hanno due rette. Ponendo zco, ri trova 


a- - A--ÌV 3 . 


perciò ri prenderò BE = BE't= — V 3, e si condurranno le linee EN, E'N. 
Sia proposta 1 ' equazione 


/*— axy— 3x*— 4* 1 =5 o ; 

se ne dedurrà 

7 = xì- ly/ixt-yV) ■, 
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y se x dà il diametro BN [Tao. CXI V,/7g; io); el è chiaro che esso noti è ta- 
glialo dalla curva - che i l'Iperbole MO , M't Y. Il centro è in C; prendendo 
CO sa CO 7 ali, OO' è il primo diametro; quindi CE e= CE' t=A dà il aecon- 
do diametro DB', e gli asintoti HF, 1G. A misura che k decresce, la curva si 
avvicina al centro, e agli asintoti che non variano; k c= o dà queste linee stesse. 
Finalmente, se tP ha un segno contrario, 1* iperbola è Gl)', ID descritta nell'al- 
tro angolo tri gli stessi asintoti, dai quali essa si allontana a misura che k 
Cresce. 

ta.) Quando At=o, la proporla manca del terinine che contiene/ 9 , e non 
può piti procedersi come Si è fatto al (n.* tal); ma se si cangia x in y,t y in 
x, il che non produce che un'inversione negli assi, potranno nuovamente appli- 
carsi i nostri calcoli: basterà dunque cangiarvi C in A , e D in E , B l — i)AC si 
riduce a h*, m è positivo e li ha sempre un’ iperbola. Del resto per discutere 
l’equaiione mancante del termine A/ 9 , è preferibile risolverla rapporto ad x, ed 
operare sull' asse delle x in un modo analogo a quello praticato per l' asse 
delle y. 

Per esempio, per l'equaxione 


si ha 


x* — ax/-t-2X— 3/-t-e ceso, 
XBSty— i ± V Cx*-hr— c-t-I )i 


la retta DD' ( 7V»e. 0X1 V , J!g. si) , che si ottiene dall’ equazione /csex-t-i, è 
diametro, e perciò taglia in due parti eguali tutte le corde paralelle allò X. 

L’ equazione 

/*-+•/ = c — t 

dà 


se dunque, e>^, •• prenderà AKsa-1, KE ss RE' es c — ^ , e si a- 

vranno in^D e D' i punti nei quali l’ iperbola MD, M'I/ taglia il diametro 
DD'. Facendo y'c= — ^ in V (/*-+-/ — c-t-i ), « rendendo reale il riau (lamento, 

*• ^ che dà il coniugato di D TP, e gli asintoti F , G, e FH , il se- 

condo de? quall i paralello alle y. 

3 j 

Se ct=^— , si hanno gli asintoti stessi ; e se c<; — , si ha puri un’ iperbola 

4 4 

tra gli (tesai asintoti , ma essa è descritta in HN, e F'N' negli altri due angoli. 

135. Nell’equazione generale (i) della pagina 134 , la quantità affetta dal segno 
radicale è 

( , nx P\ 

h - ) ; 

in m / 
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sommando e sottraendo 


n' 

4».*’ 


)>er compite il quadrato, ai ita 


rea x-+- 5 ■£ . / (amr-t-s/ -+■ 4 mp — n* : 

tv'ra V 


fi radicale è della forma ^ a 3 — / ; sviluppando per mezzo del binomio ( T'edi 
Binomio n.° a 4 ) , ai vedrà, che si ha una serie di termini che hanno » = amar*+-r i 
nel denominatore, e che decrescono a misura che x cresce, ad eccezione del solo 
primo termine. Trascurando dunque l, si hanno le equazioni degli asintoti dell* 
nostra iperbola 


Y t=ar+ jS "i: 


Jmx+n 


-V' 


(4)i 


dunque, dopo aver risoluto la proposta , si compisca il quadrato sotto il ra- 
dicale , sì trascurino i termini costanti , e si avranno le equazioni degli 
asintoti. 

È facile costruire queste equazioni, poiché le rette a' incrociano nel punto 



che è il centro, e di più si ha un secondo punto facendo zbo, il che dà le or- 
dinate all’origine jS"Ì ~j ~\ *> porterà — ~ — sull’asse delle y al di sopra e 

al di sotto del punto di sezione di quest'asse col diametro. 

Nel primo esempio, che è stato già trattato alla pagina 128 , si ha 

/«=*+! ■& V(ax* — Gx-t-4 ) ; 

aggiungendo e togliendo — alle quantità sotto il radicale, esso diviene 

4 


trascurando dunque — 


si ha, per equazioni degli asintoti ( Tav. CXlV,Jlg. 5), 


Yz=xH-.^(ax-S)^I . 

Facendo x nullo, si trova 

cosi bisognerà portare 3 da B in i e i' , e Ci e Ci' saranno gli asintoti. 

Per l'ultima equazione della pagina s3o, si ha 
y*m*2z*yf(x*+i 1 )\ 
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si tra «cura <P, e li ottiene per equazione degli afintoli , 


T = i±ar. 


La discussione dell'equazione generale diviene facilissima quando manca il ter- 
mine io x 9 o in _>*; per esempio l’equazione 


Bxf+Ca 9 -t-Dy-r-Eic-t-F k o 

dà, risolvendoli, eseguendo la divisione, e indicando con h, è, l dei coefficienti 
cogniti, 




Cx*4-Er-t-F / 

/ix-t-i-t- — — . 

Ur-eU Bxq- U 


Ora, se si costruisce la retta FC ( Tav . CXIV, Jlg. ir), che abbia per equa- 
zione Bx+D=o, questa linea, paralella alle /, e uno degli asintoti della curro; 

infatti, a misura che x decresce verso il limite — ^ , y va crescendo, e diviene 

J5 


infinita a questo limite; il che fa vedere che la corra si avvicina indefinitamente 
alla^retta FC. Da un'altra parte costruendo la retta F'G, che ha per equazione 
y^hx+k^ è chiaro che, per ottenere i puoti della curva che corrispondono a 
un'ascissa qualunque x , ai ha l'ordinala aggiungendo a quella della retta F'G 


^lunghezza i * siccome quanto più grande è x, tanto più piccola è que- 


sta frazione, la quale diviene nulla per x infinita, è evidente che la curva fi av- 
vicina sempre piu alla retta F'G, che è il secondo asintoto. 

Quando è il termine in x l che manca , si risolve V equazione rapporto ad x, 
c si trovano egualmente i due asintoti , uno dei quali é paralello alle x. Cosi , 
quando /’ equazione della curva è priva del fermine in x % o in y a , uno dei 
suoi asintoti è paralello a quello degli assi sul quale si conta la coordinata 
di cui manca il quadrato. Questa teoria non suppone che le coordinale siano 
rettangolari. 

Sia l 1 equazione 

x a — axjH-ax — 3/4 - 1 so; 
si trova (Tav. CXIV , Jig. u ) 


r*4-2x*H 



t 

4 

ax-t-3 * 


1’ equazione ax-t-3 sa o si costruisce prendendo AI =a — 


£ 

a 


e conduccnlo FH 


paralella »d A/; 1’ equazione j-= appartiene olla retta F'G, e queste 

due rette sono gli asintoti. Il resto della costruzione è facile. 

Parimente, per 

ay*-b3xj'— 8j”— 3 jM-i =20, 

si ha 


n S 

5 3 ^ 3 -=“ 3 " »"*■*•*- 8 
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le retle GH , FI ( Tot*. CXIV , fig. » ), l« Citi equazioni sono 3y— 3 =a 0 , 
x== _I.j. + a, sono gli asintoti della curva, e la prima è paralella all’ aste 

delle *• . . . 

Se r equazione è mancante nel tempo stesso dei due termini in x 1 e io y , ed 

è perciò della forma 

arp-t-Dj'-t-Eac-t-F es ò , 

si Irosa 

Ex-+-F „ . DE-F 

= e^D ’ 


e i due asintoti hanno per equazioni 

j'a-E, x = — D. 

Si potrebbe discutere 1’ equazione trasportando 1’ origine al centro , poiché al- 
lora 1’ i per boia sarebbe riferita agli asintoti presi per assi, è l’equazione pren- 
derebbe la forma 

xy xx m*. 


3° Caio. Curve illimitate da una tola parte; m=ao. 


ia6. Quando m t= o, o B 1 — 4ACe=o, i primi tre termini della proposta , cioè 
AjS-t-Bjrj—t-Cx 1 . formano un quadrato (Fedi Equazioni del secondo Gaano), e il 
radicale dell’equazione (i) della pagina ia4 si riduce a -\J (nx-yp). Dopo aver 
condotto il diametro BN ( Tnv. CXIII , Jlg. g ), cbe ha per equazione y = 

Si trova il suo punto D d’ intersezione colla curva e la sua tangente EF, facen- 
do nx-yp — o. Sia lao la radice A.E di questa equazione; il radicale diviene 

■y'n(x a), e non è reale che quando n e x—a sono dello stesio segno; dunque 

x i maggiore di a, e la curva è situata come M'DM, quando n è positivo; mena 
tre al contrario, se n è negativo x è minore di a , e si ha la curva ODJF. La 
curva che si stende all’infinito da una sola parte è dunque ona Parabola. 

È facile il dedurre il parametro di quello diametro , per mezzo di un solo 
punto della curva, e sottoporre quindi la curva ad una rigorosa desciizioae. 
Abbiasi 1’ equazione 


y x —xy -+- — x*— 2f— x-t-5 =o ; 


se ne deduce 


r =-x-+-i ±v( a *— 1 4); 

2 


si prenda AEc=a( Tav. CXIII, fig. g), EF è il limite, AB = t, DE = a, e la 
curva è situala come m'dM. 

Per 1* equazione 


y*—xy-y ~ x x —ayy%a 

4 


- 3 = 0 , 


si ottiene lo stesso diametro; e siccome il radicale è V(— ax+4), cosi si ha la 
curva 0D31'. 
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Se m ed n tono nulli nel tempo stesto , 1' equazione diviene 

i * Se p è positivo, >i hanno due rette paralelle, che ai condncono portami» 
\lp io BD e BIK aulì’ asse delle y (Tao. CXIV , Jìg. |3) dall’ una e dall’altra 
parte del punto B in cui il diametro BN incontra quest'asse. 

L>’ equazione 

(x+y)*— ajr— axt= i , 
dà 

r = -x-t-i± v»; 

ai prende AB = ìNai, e BN è il diametro; quindi ai fa 

BD = BD' = V a = BN, 

e ai conducono DE, D*E' paralelle a BN. 

a.* Se p è nullo, ai ha y = a x-t- fi , che ì 1’ equazione di una retta : tale è 
appunto 1’ equazione 

Cr-t-x)* — ay — ax-t-r = o , 


rappresentata da BN ( Tao. CXIV, Jìg. 1 3 ). 

3.” Se p è negativo, l’ordinata i aempre immaginaria, e eoa) non ti ha net- 
tano linea. Tale è 1’ equazione 


In una parola , 

dà 


(y+xf—ay—ax+a = o. 
( y+xf — **+ 1 =*. 


y = — x-+-i ± V *i 


ai prende*AB = àN= r , ai conduce BN, e quindi ai porta BD=BD' = yi. Ora 
a misura che i diminuisce, le paralelle ai avvicinano al diametro BN , col quale 
filialmente ai confondono quando ai ha iso; a e i è negativo, 1’ equazione non 
rappresenta più nulla. 

Qualunque punto Q preso sopra BN ( Tao. CXIV , Jìg. i3) deve dividere nel 
mezzo la parte IM di una retta qualunque; BN è dunque il luogo di un'injì- 
nità di centri. 

Quando m ed n sono nulli nel tempo stesso, l’equazione proposta ti riduce a 
(y — ax — 5 p = o. 

i.” Quando p è positivo, l’equazione è il prodotto dei fattori 

r _a x-p+y/p 

e 

jr-«x— 

in ognuno dei quali x ha lo stesso coefficiente; per conseguenza al può soddisfare 
l'equazione eguagliando a Aero ciascuno di questi fattori indipendentemente dal- 
l’altro. 

a.° Se p i nullo, la proposta i il quadrato di y— a x — fi , e i nostri due fattoi i 
sono eguali. 
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3 .° Finalmente , se p è negativo , ti tratta di render nulla la tornirla di due 
quantità [positive, una delle quali, -t-p, uon può estere zero, e in questo caso 
1 ' equazione è evidentemente assurda. Tali tono le cause che spiegano resistenza 
dei nostri tre casi particolari. 

127. Da tutta questa analisi risulta che, 

I. Se m , o B a — -jiC , è negativo, Ay*-t-Bxy-hCx* è maggiore di un qua- 
drato, e C deve esser positivo: allora la curva è interamente chiusa, ed è un'el- 
lisse , o un circolo , o un punto , o nulla. 

II. Se m, o B 1 — 4 A C , è positivo, è minore di un quadrato; 

la curva è composta di due parti illimitate, ed è un' iperbola , o due rette che 
s' incrociano. Questo caso ba luogo se C è negativo, o se manca **07*, pur- 
ché rimanga il termine in xj. 

Ili Se », o B a — l)kC , è nullo , A^-t-Bxr-t-Cx* è un quadralo : la curva 
si stende all’infinito da una sola parte, ed è una parabola, o una retta , o due 
rette paraletle , o nulla. Quando manca il termine in xy ed uuo dei due qua- 
drali x 1 o , si cade in questo caso. 

128. Si può comporre a piacere un' equazione del secondo grado che entri in 
quello di questi casi che si vorrà. Basterà ricorrere all'equazione (1) della pagina 
ia4, e determinarvi aibitrarianienlc le costanti a, j 3 , m .... osservando di compirne 
il radicale in modo che soddisfaccia alle condizioni richieste. Cosi per un'ellisse, 
m sarà negativo ed miM-nr+g = o avrà le sue radici reali: per un' iperbola , 
rn sarà positivo , e secondochè 1’ equazioue precedente avrà le sue radici reali o 
immaginarie , la curva taglierà o non taglierà il suo diametro , ec. Possiamo fi- 
nalmente proporci delle condizioni che determinino tutte le costanti a, [} . . . . 
Ecco un esempio di questo calcolo. 

L’ iperbola punteggiata (Tao. CXIV , fig. io) ha l'origine C nel centro ; il dia- 
metro BN fa coll' aise delle x un angolo di 45 °; CE= 1 dà GH tangente e li- 
mile della curva; filialmente il diametro coniugato é CO — yJx-. trovare l’equa- 
zione di questa iperbola. Essa è evidentemente 

J' =: x — V "‘(r* - 1) 

nella quale rimane soltanto da determinare m. Ma xs=n rende il radicale imma- 
ginario ; e cangiando il segno — in -t- bisogna che esso divenga V a s dunque 
yjmsxs-^2, e 

y*—2xy — x 1 ss —a 


è 1' equazione richiesta. 

Si procederebbe nella stessa maniera se si volesse che 1 ’ equazione fosse quella 
di un punto, di una o di due rette, ovvero non rappresentasse nulla; ma è più 
semplice il tenere il seguente metodo. 

L ed M essendo della forma iy-hlx+g, si ha 

1” Per un punto, L*-+-M*c=o (pagina ia6); 

2° Per una retta, L 1 =; o (pagina i 35 ). 

3 ° Per due rette, LUco (pagina i 3 o), e se si vuole che queste rette siano 
paralelte , il rapporto delle costanti 1 ed 1 dev’ esser lo stesso in L e in SI 
(pagina i35 ) ; 

4 -° Affinchè l’eqiiaiionc non rappresenti nulla , N deve essere uo numero po- 
ailivo qualunque in X s=a'J (pagina 127). 
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1119. Dopo aver discusso P equazione (1) nella supposizione che le coordinile 
dovessero essere rct tangolari , possiamo proporci di costru ir la esattamente , senza 
ricorrere alla teoria del n.° 10G, ma riferendo la curva ad un sistema di diame- 
tri qualunque. Prendiamo per asse delle x* una paralella al diametro / = a x+j?, 
senza cambiare nè P origine, nè Passe delle /. Siccome tatig(xJ^)=sa, si ha 

coi(xx') = = sen (xx r )=za (;r/ f )=9o® % e le equazioni (B) che 

esistono all* articolo trasformazione delle coordinate ( Pèdi questa paiola) di- 
veggono 

x^kx 1 , /ssa ik d-*-y f \ 
donde la trasformata dell'equazione (1) è 

j* = 3 li: V ix'-+-p). 

i.° Seia curva ha un centro, trasportandovi P origine, la sua equazione sarà ri- 
ferita ai diametri coniugati della curva e riceverà la forma / = yj (Q-+-C.z a ); jier 
conseguenza basterà fare sparire i termini p e nkx* . Poniamo y f —y ,t - 1- 3 , 

x' =.x ,f 7—; questi secondi termini sono le coordinate del centro, e si trova 

uk/n 

j " % — mi*x U2 c=:p— -" 1 . 

l\ m 


Tale è P equazione della corra proposta % riferita ai suoi diametri coniugati. 
Nulla vi ha dunque di più facile della costruzione di questa curva. 

Per P equazione 

y t= x-4-i "± V (— aa^M-6x~4) , 


si ha cesi, 



ra = -j 


e si ottiene per ultima trasformata 


y ' = 


i/% JL 


cosi dopo aver condotto il diametro BN, che ha per equazione y ssa «H-f ( Tav . 
CX IV , Jìg. 4 ) , e dopo aver trasportato l’origine al centro C, come abbiamo 
veduto al n° iaa, rimarrà da descriversi un'ellisse i cui semi diametri CO, CD 


sono eguali a 

a.° Se. la curva non ha centro , m è eguale a zero , o il radicale diviene 
^ {nkx * -+-/?). Facendo in questo caso sparire i termini costanti ]9 e />, P origine 
sarà trasportata nel punto iu cui la curva è tagliata dal suo diametro. 

Posto dunque 





x , =.x" 


P 

ni ' 


si avrà per P equazione della curva riferita ni nuovi assi che hanno Porigiue 
sulla curva stessa, /"* =z nix". Dopo aver descritto il diametro y =s u x-h p , si 
trasporterà P origlile nel punto in cui esso taglia la pa rabula j l’asse delle/" sarà 
Vii. di Mut. f ui. If r . 18 
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paralelio a quello delle y, t l'asse delle x" sarà il diaoaelro stesso, dopo di che 
sarà facile descrivere la curva. 

Per 1 ’ equazione 

X<= ■“ ar-t-idtV( a *- 4 ). 

si ha a= — , Jt=: ^ — ; DN e DF ( Tav. CXII 1 , fig. 9 ) essen lo gli assi, si ot- 
tiene 1* equazione 

che è quella parabola M DM'; e come alla pagina 1 34 »> ha AB=i, AE=DE=£3. 

1 3 0. Finalmente parleremo della discussione per l'analisi a tre dimensioni , e 
la divideremo in Ire parli, cioè 

• i.* Discussione delle superficie dotate di un centro. 

2. * Discussione delle superficie mancanti di centro. 

3 . * Discussione immediata di un' equazione numerica del secondo grado . 

Le superficie contenute nella prima parte sono tutte comprese ( fedi Diametro, 
n.i 46 e 47 ) nell 1 equazione 

PaM-P^+P -t*H ; 

la quale dà luogo a più generi, secondo il segno dal quale sono affetti i coeffi- 
cienti; ma per abbreviare la discussione, senza tralasciare alcun caso realmente 
distinto, supporremo che si sia precedentemente pensalo a rendere positivo il se- 
condo membro H dell* equazione proposta; e siccome allora i tre quadrati non 
potrebbero avere coefficienti negativi nel medesimo tempo, poiché allora la su- 
perficie sarebbe immaginaria, ci rimarranno da esaminare i tre generi compresi 
nei seguenti casi. 

1 3 1. Ellissoide. Tre quadrati positivi. L'equazione con i segni espliciti, con- 
serva la forma 

PxM-Py^F "*»=H . . . . (i); 

per ottenere i punti ove la superficie incontra gli assi coordinati, eguaglieremo 
a zero due delle variabili x t /, z, c troveremo sei vertici reali A e A ', B e B', 
C e C' (Tav. C V 7 III , fig. i ), situati alle distauze 
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Quelle disiatile OA=d, OB = A, OC=ac, si chiamano i semi-assi estero i 
semi-diametri principali ( Vedi Diametro n“. 4 J ) della superficie; poiché cia- 
scuna di queslc rette è l' intersezione di due piani coordinati i quali sono in 
questo caso piani principali. Se inoltre s’ introduce questi assi nell’ equazione (i), 
sostituendoci i valori di P, P', P'', dedotti dalle precedenti relazioni, quesl’equa- 
lione prenderà la forma mollo simmetrica 



1 3a. Le sezioni paralelle al piano XT saranno date dall’ equazioni simullaileé 



e si tede che queste tono tempre dell’ ellissi simili , poiché i loro assi , i quali 
si ottengono pvnendo tolta per tolta xs=o, j-==:o, nell’ultima equazione, con- 
servano fra loro un rapporto costante, qualunque sia A. Queste ellissi divengono 
immaginarie, quando A*£»c*; cosi la superficie non ti stende al di sopra del 
punto C, nè al di sotto del punto C'. Si otterranno delle conseguenze simili per 
le sezioni paralelle al piano XZ, o al piano YZ; e geueralmentc , qualunque 
piano dà una sezione ellittica, poiché 1 ’ equazione 

x — mx+/y+Ì , 

combinata coll'equazione (i), conduce 

(P-*-P''m 1 )x»-t-(F-t-P' , n»l r >-t-aP"m/i* r -i-. , v sò, 

risultamento ote la condizione B 1 — 4AC<o ti trova evidentemente adempita. 
L’ ellissoide è perciò una superficie chiusa in tutti i sensi. 

i33. Allorché due coefficienti qualunque sono eguali , per esempio , Pt=P' o 
a—b, l’ellissoide è di rivoluzione intorno l’asse delle z; poiché le sezioni tro- 
vale (n.° 1 3 -a ), per piani perpendicolari a quest’ asse , tali come x = A , diven- 
gono allora circoli i di cui centri tono sopra OZ. Cosi in questo caso, la su- 
perficie potrebbe essere generata dalla risoluzione dell’ellisse CAC' intorno del 
suo asse Cl/. 

■ 34- So supponiamo P = P / = P", ovvero a=zi = c, l’ellissoide ti cangia in 
una sfera, poiché 1 ’ equazione (a) diviene 

x I -t-/*-V-x 1 = a», 

la quale esprime che la distanza dall’ origine a un punto qualunque della super- 
ficie è costantemente eguale ad a. 

In questo punto, faremo osservare che una sfera del raggio R, e il centro Jella 
quale fosse situato al punto che ha per coordinate «, £, 7 , avrebbe per equa- 
iione 

( x — aj 1 -V- ( y — jS )*-+- (x — 7 )» = R J ; 

I . 

poiché il primo membro di quest’equazione esprime effettivamente { ì'edi Ap- 
plicazione dbll’ Algebra alla Geometria d.° 96) il quadrato della distanza del 
puuto (se, |3 , 7 ) a un punto qualunque (x, y, z) della superficie. 
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i35 IpkbboLoiw? a una falda. Uh so/o quadrato negativa. 1/ Equazione coi 
sega» espliciti diviene 

I\r*+lV-F"i a =: II .... ( 3 ), 

e i punii ove la superficie incoutra gli assi coordinali, saranno dali dalle equa- 
zioni 



donde si conclude che ci sono quattro vertici rea/i A e A', n e B , {Tao. CVIlf, 
Jig. a ), c due vertici immaginari. Le distanze OA:=o, OB = ò, OC = c , >i 
chiamano ancora , per le ragioni medesime che abbiala date al 1 3 v , i semi- 
diametri principali o i semi-assi della superficie; ma i primi due si dicono 
assi reali , ed il terzo non c che il coeificicnte dell’ espressione somministrata 
dall'analisi per l'asse immaginario. Introducendo questi assi a, b, c, invece di 
P, P', P" nell' equazione ( 3 ), essa prenderà la forma 



i 3 G. Le selioui paralelle al piano XY son date dall 1 equazioni simultanee 




y % 

b* 



cosi queste curve sono ellissi t sempre simili poiché i due assi che si otterranno 
ponendo volta per volta y=xo y x = 0, nella precedente equazione, conservano 
fra loro uu rapporto costante, qualunque sia h. Inoltre le dimensioni di queste 
ellissi aumentano indefinitamente colla grandezza numerica di /<; dimodoché la 
più piccola di queste sezioni orizzontali, chiamata ellisse di gola , si otterrà 
ponendo * = o nell'equazione ({); questa è la curva ABVB', la quale ha per 
diamelri principali, i due assi reali a e b dell 1 iperboloide. 

Quanto al piano XZ , esso taglia la superficie seguendo un' i per boi a ( EAF, 
E'À'F* ) la di cui equazione si deduce dairequatione ($) facendoci y = o; e risul- 
tamenti simili hanno luogo pel piano YZ, come pure per i piani paralelli a questi. 

137. Si vede da ciò che quest 1 iperboloide si stende indefinitamente , ma che 
è composta di una sola falda continua , sopra la quale possiamo passare da un 
punto qualunque a un altro senza uscire dalla superficie. D 1 altronde la sezione 
fatta da un piano qualunque 

tx=zmx-+-ny-\-k , 

può essere un'ellisse , una parabola , o un 1 iperbole, secondo I' inclinazione del 
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piano secante; poiché quest* equazione combinata coll'equazione (3), conduce a 

(P-P' m a )x »-HP'-P"/ 2 a ir a — ^ **"»nnxy + = o, 

rUultarnento in cui il binomio caratteristico B* — 4A£ può trovarsi positivo, nullo 
o negativo, secondo i valori di m e di n. 

1 38. Quando i due assi reali sono eguali, cioè quando a = ò, o F = P', l’iper- 
boloide si trova di rivoluzione intorno dell 1 a*$e immaginario OZ, poiché le se- 
zioni ottenute nel n.° i36, per dei piani z = h perpendicolari a quest’asce, di- 
vengono evidentemente circoli i di cui centri jooo su que&la retta. Allora la su- 
perfìcie può generarsi dalla rivoluzione dell 1 iperbole EAF intorno al suo asse 
immaginario 

i3g. Iperboloidi! a due falde. Due quadrali negativi. L’equazione diviene 
mettendo i segni iu evidenza , 

P IV— *"** = H (5) 

La superficie incontra gli assi coordinati alle distanze 


r = * JlL =4y“, 

V _p/ 

*—-J 2L =cy— ; 

V _p/> 


dimodoché non ci *ono io questo caso che due vertici reati A e A' (7W. CtX, 
Jìg. io), e i rimanenti quattro sono immaginari; ma le disiarne OA = o, 
OH = 4, OC=c, si chiamano sempre i semi-diametri principali , o i semi- 
assi della superficie, e il primo si dice l'asse reale, perché è il solo che incon- 
tri effettivamente questa superficie. Iutroducendo questi tre assi a, 4, c, invece 
di P, P*, P", nell’ equdiioue (5), essa prenderà la forma 



140 . La condizione y — o introdotta nell' equazione ( 6 ), prova che il piano XX 
taglia l’iperboloide attuale secondo un’ iperhola (EAE', FA'F'); e seguirebbe il 
medesimo del piano XY , come pure dei piani paralelli a questi. Per piani se- 
canti paralelli a YZ, o perpendicolari all’asse reale OX, si ottiene 


x—~£lt. 



cosi queste sezioni sono ellissi simili fra loro , e le quali crescono indefinita-, 
mente con la grandezza assoluta di A; ma esse divengono immaginarie quando 
/s a <a :! , cioè nell’ intervallo dei due vertici reali A e A'. 

r4«. Da ciò risulta che questa iperboloide è composta di due falde non con- 
tigue, indefinite ciascuna iu un senso, ma separate P uoa dall’altra da un 
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intervallo ore non esiste alcun punto della superficie. Un piano secante qoalunqnt! 
potrebbe ancora dare, come al n.° 1 37 ; delle sezioni di mano in mano ellittiche, 
paraboliche, o iperboliche, secondo la sua inclinazione sopra gli assi. 

<42. L'iperboloide a due falde è di rivoluzione, quando i due atti imma- 
ginari sono eguali, cioè quando Asse o P'=P", poiché le sezioni ottenute al 
n.° 14» per piani xt=xh perpendicolari all’ arse reale OX , divengono eviden- 
temente circoli i di cui centri sono su quest' aste. Allora la superficie potrebbe 
esser generata dalia rivoluzione dell’ ipcrbola (AE, A'F) intorno al tuo asse rea- 
le A'OA. 

i 43 . Ecco i tre generi principali delle superficie dotale di un centro; ma ri- 
mane da esaminare alcune varietà, e prima di tutto il caso in cui Heo. 
Quest’ipotesi introdotta nell’ellissoide, riduce l’equazione (1) a 

P*»-+-PV-t-F"* J = o, 

la quale non può esser verificata da altri valori reali che quelli di * = o, yxxo, 
e sso; dunque in questo caso la superficie ti riduce a un punto unico che è 
1 * origine delle coordinale. 

1 44 ■ Nell’iperboloide a una falda, la supposizione di H = o riduce l’equa- 
zione ( 3 ) a , 

P* l -t-PV»— P"**i=o (7), 

la quale rappresenta una superficie conica V OV' ( Tav. C Vili, fig. 1) il di cui 
vertice è all’ origine. Per assicurarsene basta vedere se ogni piano condotto per 
questo punto darà sezioni rettilinee. Ora , coinbinaudo s= mx-t-ny con l’ equa- 
zione (7) ti ottiene 

(P-P"«»)ar»-*-{P , -‘P"n*]Lr s -*P"'«'»*r'=Ov 

equazione omogenea che necessariamente Condurrà a valori della fot-ma 



è questo risuliamènto appartiene effettivamente a due rette che pattano per 
l'origine delle coordinale, o al punto unico (a? = o, yx=o ) , quando il radicale 
diverrà immaginario per certe posizioni de) piano secante. D’altronde I’ ipotesi 
di z = li introdotta nell’ equazione (7), prova che questo cono ha per base para- 
iella al piano XY, un’ellisse il di cui centro è sopra OZ: ma bisogna general- 
mente considerararlo come un cono di secondo grado la di cui base può essere 
una delle tre curve di quest’ordine. 

Questa superficie conica VOV' è asintoto dell'iperboloide a una falda ; poiché, 
paragonando le ordinate * e z' le quali, nell’ equazioni ( 3 ) e (7), corrispondono 
alle medesime x ed y, c sulla medesima falda , si trova 


V P" • (s' — a) = V Pje*H-P'/» - V 1" f- — tì , 


Ovvero, moltiplicando per la somma dei radicali 

H 


V P". («'-*) = ■ 


V IV-'-r-l"/ 1 -t- V l‘-c 2 -t-lV— H 
Dunque la differenza x decresce indefinitamente fino a zero, a misura thè 
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* « jr au mentano; e siccome ciò nonostante * sarà sempre minore di il coita 
p al di dentro dell’ iperboloide. 

s 45 . Se vogliamo paragonare l* equazione (7) del cono asintoto con quella deli 
l’ iperboloide sotto la forma 1 

t» r* *» 

“a ~ ?" 1 • 

bisogna osservare che, in quest’ ultima superficie, le lunghezze assolute degli assi 
frano 



Ora, quando si fa decrescere H senza cangiare P, P', I y, 1 gli assi a, i, c de» 
crescono insieme, ma rimanendo sempre proporzionali alle quantità 


Vr y/b’ V;,’ 

dunque, quando questi assi sono divenuti ancora nulli nell' ipotesi di H = o, e 
che 1* iperboloide si è cangiata in un cono, le tre precedenti quantità tono an- 
cora proporzionali alle lunghezze degli assi primitivi; e possiamo fare 

Vf—’ V-;-i7 = * e; 

donde risultano i tre valori 


P = 



valori che, sostituiti nell’ equazione (7), riporteranno quest’ equazione alla forma 


** . r* 



O. 


ì^G. L'ipotesi di H = o introdotta nell' equazione ( 5 ) dell' iperboloide a due 
falde, dà 


( 8 ); 


e si proverà, come al n°. 1 4 4 i c ^ e quest’equazione rappresenta una superficie 
conica VOV* ( Tav. CIX,^^. io) la di cui base paralclla a YZ è un'ellisse. 
Questo cono è ancora asintoto deli' iperboloide a due falde, ma esternamente in- 
viluppa quest' ultima superfìcie; poiché paragonando le due ordinate x e x 7 le 
quali, nell' equazioni ( 5 ) e (8), rispondono alle medesime y c *, ai ottiene 

V~(x-x')= V P'rM-P'^H — VP'^M-PV , 


ovvero, moliplicando per la somma dei radicali, 


V p • (*-*') 


H 

v P' / -‘-t-p"» i -(-u-+-v Vr*-*-*”** 
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dunque, la differenza x — x' decresce indefiniUmente fino > aero a misura che 
y e * si avvicinano all’ infinito, quantunque si abbia sempre x>x'. 

L’ equazione (8) di questo cono asintoto potrebbe ancora, come al n.° lift, es- 
tere riportata alla forma 


x» 

a* 


x* 

b % 



o. 


i/jj. Le superfìcie coniche a base del secondo grado non tono le sole varierà 
cbe contengono I’ equazioni generali (i), (3) e (5). Supponendovi nulli uno o più 
coefficienti I’, i", P", H, esse daranno ancora dei cilindri a base ellittica d iper- 
bolica come 

Px 5 -t-P'/*c=.H, ovvero Px*— P'/* = H; 

e possono dare ancora il sistema di due piani che si tagliano, o che sono para- 
lelli come 

Px’— P'/» = o, ovvero Px»p=H; 

ma questi diversi casi non esigendo alcuna discussione, basterà avergli indicati. 

1.^8, Esamineremo ora se, fra le superficie dolale di centro, e diverse dalle 
superfìcie coniche o cilindriche , ce ne sia alcuna sopra la quale una retta pos- 
sa esservi applicata in tutta la sua lungheria indefinita , ed effettueremo questa 
ricerca specialmente per l'iperboloide a una falda, perchè con facilità possiamo 
prevedere che la forma delle due altre superfìcie non permeile che esse godano 
di questa proprietà; d'altronde basterà di cangiare il segno del quadralo di un 
asse, per applicare a quest’ ultime i risultamenli ottenuti per P aliga. 

IV iperboloide a una falda ( n.° s 35 ) ha per equazione 



Se esiste una retta rhe pnssa applicarsi tutta intiera sopra questa superfìcie, una 
delle sue proiezioni sarà della forma 

yz=ax + 5 (in), 

nella quale a, S sono costanti indeterminate; e siccome quest’equazione rap- 
presenta nel medesimo tempo il piano proiettante della retta, bisognerà che fa- 
cendo una sezione nella superfìcie per mezzo di questo piano , l' intersezione, 
che sarà una linea di secondo grado, abbia un’ equazionè che possa decomporsi 
in due fattori di cui uno sia lineare , e per conseguenza l’altro lo sarà simil- 
mente. Ora, la combinazione dell' equazioni (9) e (io) dà, per la projezionp 
della sezione sul piano XZ 

** r , (P+ii , >*)+a7l(i 1 i4-(i , (''* — 4 1 ) 

7* fc • (M); 

ma il primo membro essendo un quadrato perfetto, bisognerà per la decomposi- 
zione enunciata, cbe il secondo membro sia ancora nn quadralo; dunque biso- 
gnerà stabilire fra le indeterminate a e S, la relazione 

(4M-a* a» ) ( <?»— 4*)a» sx’àV, 
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c =*±yjb>-ya % ** , 

t a 'ore tempre reale che, toitituilo nell' equazioni (io) e (n), dì per le proieiioni 
della retta cercata 

y ss a x-t- y A*-+-a* a* ....(la), 

. x x V **-t-a* a* -+-n* a 

~ 7 = ~ ~b 

Il radicale che entra in queste equazioni contiene implicitamente il doppio 
segno del valore di d, ma bitognerì prenderlo tempre col medesimo segno nelle 
due equazioni nel medesimo tempo. D’altra parte poiché non abbiamo aruto da 
soddisfare che a una relazione unica fra d e a , 1’ ultima di queste costanti ri- 
mane del tutto arbitraria nell' equazioni (ia) e ( 1 3) ; e per conseguenza etistono 
un' infinità di rette tituate tulle intere sopra V iperboloide a una falda. 

iijg- Osserveremo ora che per applicare questi risultamenti all’ ellissoide o al- 

l’ iperboloide a due falde, batteri nell’equazione (g) , di cangiare c in c y(- i 

o b in b-\J — i ; e siccome ciascuna di queste modificazioni renderebbe immagi- 
naria l’equazione (a 3), dobbiamo concludere che queste due superfìcie non am- 
mettono alcuna generatrice rettilinea. 

i5o. Ritorniamo all'iperboloide a una falda, e per esaminare la posizione che 
vi occupano le diverse rette, rappresentiamo questa superficie proiettata da una 
parte sopra un piano orizzontale, paralello ai due assi reali a e b che sono net 
piano coordinato xy , e dall’altra sopra un piano v erticele paralello ai due assi 
a e c, situati nel piano delle xz. Per eseguire queste proiezioni, basta indicale 
sul piano orizzontale i due assi Oa=a, Ob=sb ( Tav. CVII,/Ig. 6), e di trac- 
ciare l'ellisse di gola abg\ quindi, sul piano verticale, e ad un’altezza qualun- 
que, si porteranno i due assi CPi /=a, (yC'ssc, e si traccerì l’ipcrbola prin- 
cipale L) "a'L) 1 che si trova nel piano verticale OD. Se inoltre, per fissare le idee, 
supponiamo l’iperboloide terminata ai due piani orizzontali D'H', D"H", egual- 
mente allontau.il i dal centro, questi due piani taglieranno la superficie seguendo 
dell'ellissi eguali, proiettate 1’ una e l’altra sopra DEH, e simili all’ellisse di 
gola dbg. 

z5i. Premesso ciò, 1’ equazioni (za) e ( 1 3) , la seconda delle quali contiene un 
doppio segno, danno per ciascun valore attribuito ad a, due rette che hanno una 
proiezione orizzontale comune AB, e sono per conseguenza situate in un mede- 
simo piano i erticale : ma le loro proiezioni sopra XZ essendo due rette distinte, 
A' A" e BMi', possiamo disporre tutte le linee che corrispondono ai diversi va- 
lori a, a', ss'' in due sistemi (A) e (B), distinti dal segno che affettano 

le loro proiezioni tal piano XZ, cioè: 


(*) 


= + V , 


* x •»/ A a -t-a* x* -t- a 1 x 

— =3 7 — ’ 

c ab 


Dii. di Mal. Voi. IV. 


«9 
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l y se z x «4- V a * « 


(®) • • • • \ * _ x V ^+0* a a -+- a* a 

« oó 


i X sa a' x s= y i a -q-a*a' a , 


(A,)... 


* * V A*-t-a a a' a -t-a*a' 

C ^ ’ 


| ^ =3 a' * V^-t-oV 1 , 


(BJ.. 


' ’ | *_ ____ lyj’+nV -t-a m x f 

c aó 


<*»)•■••{ 

(B,) .... I 


Ora eoo facilità poniamo riconoscere ebe tutti le proiezioni orizzontali di 
queste diverse rette sono tangenti all' ellisse di gola abg, come AB, A,B, . . . 
infatti , combinando 1' equazione 


7=12 J2-4-V AM-a 1 a 1 (ss) , 

con quella di quest’ ellisse 

oy+Pi 1 = o»a», 

che ri deduce dall’ equazione {9) ponendoci caco, si trova per le ascisse dei 
punti di sezione 

« a )r a -f-a* a a -t*ao a sx^ 6 a -t-a a 2 a ^ o ; 

ma quest’ equazione essendo un quadrato perfetto , ha le sue radici eguali ; per 
conseguenza la retta dell’equazione (la) i una secante, i due punti di sezione 
della quale sono confusi ; dunque essa i effettivamente una tangente all' ellisse 
qualunque sia il valore attribuito ad a. 

Si verificherà egualmente, che per tutti i valori di a , le proiezioni dell' equa* 
rione 

. s *VA a -HJ a * a -t-a a a 
— — «= — 7 ('*)> 

c ai 

sono due rette K'K' 1 e B'B'' , tangenti all' iptrbola principale D"c'D' che ha 
per equazione 

<s J * a — c 1 * 2 s= a a e a ; 
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e quando ti pone arso, il che succede pel piano verticale A, B,, queste pro- 
ienoni divengono gli asintoti di quest’ iperbole, poiché rimane 

«=± 1 , 

a 

i 5 a. Se ai conduce per l’origine delle coordinate, che è il centro dell’iperho- 
bolmde , delle paralelle alle diverse relte del sistema (A), o a quelle del siste- 
ma (B), si formerà una superficie conica di cui una qualunque delle costole sarà 
rappresentata da 

, s X V i’+s'i’ 
rxir e -+ — = — v . 

~ c ab ' 

quindi, se ai elimina a che varia passando da una costola ad un’altra, ti avrà 
per 1 equazione di questo cono, ’ 

** a* 

+ (•«. 


la quale coincide con 1’ equazione del cono asintoto trovata al n.* ii5. Donde si 
«onelude che tutte le rette rituale tuli' iperboloide , tono respet floamente «a- 
rateile alle costole del cono asintoto di questa superficie. 

i 53 . Segue da ciò che tre rette qualunque dell’ iperboloide non tono mai pa- 
r alette ad un medesimo piano. Infatti , se fosse diversamente , vi sarebbero tre 
costole del cono asintoto le quali sarebbero situate in un piano unico , e onesto 
piano dovrebbe allora tagliare la base ellittica (n.° .44) del cono in tre punti 
situati in linea retta; risultamento incompatibile con la forma delle curve del 
secondo grado. Quest’ osservazione ci sarà utile inseguito, per distinguere 1, ... 
perficie attuale da quella della paraboloide iperbolica. 

i 54 - Due rette qualunque del sistema (A) come (AM, A'M')e(A,M 1 , A' M' ) 
( Tao. cvrr, Jig. 6 ) non sono mai situate in un medesimo piano. " * * 

lofatti , il punto R nel quale si tagliano le loro projezioni orizzontali , ti trova 
per la prima al di là del punto M rapporto al piede A di questa retta • e per 
conseguenza esso è, nello spazio, al di sopra dell’ellisse di gola; nel mentre che 
si punto R della seconda retta A,M, è evidentemente al di sotto di quest’ ellisse: 
dunque queste due rette di un medesimo sistema non si tagliano. Inoltre esse 
non sono paralelle, poiché le loro projezioni orizzontali ti tagliano in generale - 
e quando ancora ai paragonassero le due tangenti alle estremità di un diametro 
dell’ellisse di gola, queste due rette si troverebbero, nello spazio, inversamente 
situate rapporto al piano verticale condotto per questo diametro, dimodoché esse 
non potrebbero essere paralelle. 

L’ analisi conduce alla medesima conseguenza. Poiché, se si combinano le quat- 
tro equazioni (A) ed (A,) del n.* i 5 s , sottraendola due a due , si giunge dopo 
l’eliminazione delle variabili, alla condizione (a — a'fxxo, la quale non può 
essere soddisfatta fintantoché le rette sono distinte 1’ una dall’ altra. È benvero 
che per quelle che passassero dall’estremità di un medesimo diametro dell’ el- 
lisse di gola, si avrebbe a = a'; ma allora bisognerebbe evidentemente adottare pel 
radicale dei segni contrari nell’ equazioni (A) ed (A,), e, sotto questa nuo T a 
torma , la loro conibinaziooe condurrebbe a 


V iVo'i'sO, 

condizione egualmente impossibile. 
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La medesima relazione tossiste evidentemente fra le rette del sistema (B) , le 
quali non sono giammai situate due a due in un medesimo piano. 

1 55 Al contrario, una retta qualunque del sistema (A) taglia tutte le linee 
(B), (B,*, (B 2 ) dell ’ altro sistema. 

Ciò evidenteroe’nle succede per ( AM, A'B'), e (BM, B'M r ) le quali sono nel me- 
desimo piano verticale, e si tagliano in ( M, M') sopra l’ ellisse di gola: paragonia- 
mo dunque la prima di queste rette con (B,M, , B',M',). I punti proiettati in 
R sono, sopra i’ una e l’altra di queste rette, situati al di sopra dell’ ellisse di 
gola, poiché li è al di là dei punti di contatto M ed M,; e siccome la verticale 
elevala in K non può incontrare la falda superiore della superficie che in un 
solo punto R" , questo punto è necessariamente comune alle due linee (A) e (B,). 
Due rette di sistemi differenti sono dunque sempre in un medesimo piano , e 
solamente esse divengono paralelte , quando passano dall' estremità di nn diame- 
tro dell’ellisse di gola. L'analisi conduce alla medesima conseguenza; poiché la 
combinazione delle quattro equazioni (A) e (B,) del n.° i5i , conduce a due va- 
lori di x che hanno fra di loro il medesimo significalo. 

156. Si dk il nome di superficie difforme ad ogni superficie generata da una 
retta che si muove in modo tale che due posizioni consecutive non sono in un 
medesimo piano ; e questo 6 quello che succede quando si assoggetta la retta mo- 
bile A ( Tav . CVIII,^#. 3) ad appoggiarsi costantemente sopra tre rette fisse 
B , B r , R rr , le quali due a due non sono in un medesimo piano . 

In primo luogo , dico che questa condizione basta per regolare il moto della 
generatrice A; poiché, se, per ciascun punto M preso su B' s’ immaginano due 
piani, di cui l'uno passi pel punto M e per la retta B', l’altro pel punto M e 
e la retta B'', l’intersezione di queste piani dark una retta unica MNP la quale 
sì appoggerk certamente sopra le tre direttrici . Quindi, la superfìcie sarà diffor- 
me, poiché due posizioni A c A' della generatrice non possono essere nel me- 
desimo piano, senza che le rette B , B' , % le quali hanno ognuna due punti 

comuni con A e A', non si trovino esse stesse in questo piano; il che è contrario 
ai dati della questione. 

157. Ora v 1’ iperboloide ad una falda , considerata come il luogo di tutte le 

rette (A), (A,), (A*) ovvero (B), (B,), (B a ) dei n.° l5i , è del ge- 

nere delle superficie difformi delle quali abbiamo parlalo. Infatti, in ciascon si- 
stema, le rette non s’incontrano ( n.° *54); e d’altra parte poiché (A), per esem- 
pio, taglia (n° 1 55 ) tutte le rette dell’altro sistema , non rimane che da scegliere 
a piacere tre di queste, (B), (B,), ;B a ), e poi fare scorrere sopra di esse la retta 
mobile (A) : allora quest' ultima in forza del n.° i56 non polrk prendere che le 
posizioni successive (A,), (A a ) . . . , le quali soddisfanuo digik alla condizione di 
appoggiarsi sopra tre direttrici : dunque la retta mobile (A) genererà in questo 
modo T iperboloide in questione. Questa superficie ammette ancora evidentemente 
un secondo modo di generazione , nel quale la retta (B) scorrerebbe sopra tre 
rette qualunque (A), (A,), (A a ) del primo sistema. 

if>8. Reciprocamente, quando una retta mobile G si appoggia costantemente 
s^pra tre rette fisse B, B', B'' , due qualunque delle quali non sono in un 
medesimo piano , la superfìcie cosi descritta è sempre un' iperboloide a una fal- 
da \ purché però le tre direttrici non siano insieme paralelle ad un medesimo 
piano\ poiché senza quest 1 ultima restrizione, che é verificala (n.° i53) dalle rette 
dell' iperboloide, la superficie degenererebbe in una delle paraboloidi delle quali 
parleremo in seguilo. 

Sotto le condizioni ammesse, sarà sempre possibile di condurre, per un punto 
qualunque dello spazio tre assi coordinati obliqui, respelti vamenle paradelli allo 
tre direttrici; ma per far conoscere chiaramente la posizione di un punto della 
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superficie che merita osservazione , litaeremo qaeat' origine al centro del parafi - 
lepipedo coitruito nella seguente maniera. Per la retta B concepiamo un piano 
BCli ( Tav. CXV , fig. 3 ) p. 'rateilo a B", e per B' un piano B'EF ancora pa- 
rafilo a B'' ; questi due piani , necessariamente distinti per le condizioni am- 
messe di sopra, si taglieranno seguendo una retta k" evidentemente parafila a 
B". Egualmente per B e B 1 ' concepiamo due piani BCF eB"HK parafili a B', 
i quali si taglieranno seguendo una retta A' parafila a B'; e finalmente per B' 
e B" immaginiamo due piani B'EI e B"HF parafili a B, la di cni intersezione 
sarà mia retta A parafila a B. Allora, questi sei piani formeranno certamente 
un parale llepipedo, al centro del quale situeremo l’origine delle coordinale, eon- 
ducendo l’asse OX parafilo a B, l’asse OT parafilo a B', e OZ parafilo a B''. 

159. Premesso ciò indicando con a», ad, a^, le lunghezze di tre costole con- 
tigue del paralellepipedo precedente, 1 ’ equazioni delle tre direttrici saranno evi* 
dentemente 

(B") | * = ■+■“ s 

» r = — * ; 

(B')....{ * = + 7 > 

l * =s — « ; 

(B). 

La generatrice mobile sarà rappresentata da 

i = ms+p, «*-+-? • • • • (G); 

ma bisognerà aggiungerci f condizioni le quali esprimono che questa ha sempre 
un punto comune con (B' f ), con (B'), e ancora con (B), il che darà ( Vedi Ar- 
rucaziovu nati’ Algibza alla Gbouitzia n.° u5). 


( * *s—p )n-+- ( d -4-f )m = o (ih), 

« + »l}+p e=o (16), 

5-4 -ny — q = o ...... (17) . 


Le quattro costanti in, n, p, q trovandoti cosi legate da tre relazioni, ne ri- 
mane una sola arbitraria, m, per esempio; se dunque le si attribuisse successi- 
vamente diversi valori m= 1,10,1 a . . . , e che si calcolassero i valori corrispon- 
denti di n, p, ?, per sostituirli nell* equazioni (G), si otterrebbero 1 ’ equazioni 
di altrettante posizioni particolari della generatrice; ma te, al contrario, ti eli- 
minano m, n , p, q fra le cinque equazioni precedenti, il risultamenlo darà fra 
*, x , t una relazione che converrà nel medesimo tempo a tutte le posizioni 
della generatrice, e che sarà l'equazione del luogo geometrico generato da questa 
retta mobile. Ora, le equazioni (16), (>7), e (G) danno, combinandole due a due, 


x -4- a 



— ** — <■/* 


r-t 

' a-*-y 


dx -+ -yjr 
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e questi valori loitituiti nell' equazione ( 1 5) condurranno a 
a^« + 5tr + ' ( */+«J-/=o.... ( 1 8). 

La superficie rappresenlata da quest’ equazione è del secondo grado ; essa am- 
mette un centro che è 1* origine O delle coordinate attuali , poiché ( Fedi Cario) 
la somma degli esponenti delle variabili è pari io ciascun termine, come il grado 
dell’ equazione. Quindi , fra le superficie dotate di un centro , non vi è ebe l'iper- 
boloide a una falda che ammetta generatrici rettilinee ( n.° 1 40 ) ’ dunque l’equa- 
zione (18) rappresenta certamente una tale iperboloide , e gli assi coordinali 
attuali sono evidentemente ( n.° i5a) tre costole del cono asintoto di questa su- 
perficie. 

160. D’altra parte, la forma simmetrica dell’equazione (18) prova chiaramente 
1'esistenza del secondo modo di generazione che abbiamo riconosciuto nell’iper- 
boloide (n.° 157). Infatti se prendiamo per direttrici della retta mobile G del 
n.” i58, le tre rette A, A', A", che sono le costole opposte a B , B', B", nel 
paralellepipedo della (Tav. CXV , fig. 3), 1’ equazioni di queste nuore diret- 
trici saranno 


(A") . . 

•1 



(A')... 

1 *=— 7 , 
l ar=-H*4 

(A)... 

1 y=z-b, 
l x = -+*7 , 


e allora la generatrice G va a descrivere la medesima superficie , poiché batteri 
evidentemente, senta nuovi calcoli , di cangiare nell’ equazione (t8) a, J, 7 in 
— a, — J, — 7, il che non altera quest’ equazione. D’altronde, le tre rette A, 
A', A" non tono altro che posizioni particolari della generatrice G , quando essa 
scorreva sopra B, B' , B", nel primo modo; poiché la linea A per esempio, ta- 
glia B' e B", e si trova paralella a B; dimodoché essa deve considerarsi come se 
ai appoggiasse sopra quest’ ultime tre rette. Dunque, allorché si fa muovere una 
retta sopra tre direttrici rettilinee , possiamo prendere alla loro volta tre 
qualunque delle posizioni della generatrice per nuove direttrici, e facendo 
scorrere sopra a queste una delle prime direttrici , ritroveremo la medesima 
iperboloide che nel primo modo. 

161. Se ti ammettesse che due delle direttrici B" e B' sono in un medesimo 
piano la superficie si ridurrebbe, come facilmente si deve prevedere, al sistema 
di due piani, di cui l'uno sarebbe quello delle due direttrici in questione, e 
di coi 1' altro passerebbe pel punto comune a queste due rette e per la terza 
direttrice. Effettivamente, nell’ipotesi di asso, l'equazione (18) ti decompone 
nelle due seguenti, 

rso, 5 z + '/ y = 0 . 

Ma non bisogna cercare di dedurre dall’equazione (18), il caso particolare nel 
quale le tre direttrici fossero paralelle ad un medesimo piano; poiché allora 
aatebbe stato impossibile di prendere come l'abbiamo fatto, i tre assi coordinati 
paralelli a queste rette. In seguito tratteremo qoesto caso interessante. 

■ 6a. Le superfìcie del secondo grado le quali sono mancanti di centro, ven- 
gono tulle comprese nell'equazione 

P'r’-hF's 1 sa Q-r , 
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già trovata [ V idi Diametro n.° 46 equazione (F)J, nella qual* le ditene com- 
binazioni ili segno dei coefficienti, si ridurranno sempre alle due seguenti: 

= -+-Qx- 

Infatti , se non lo fosse , potremmo cominciare dal rendere positivo il primo 
coefficiente P', cangiando i segni di tutti i termini dell’equazione data. Quindi 
quando Q sarà negativo, servirà di cangiare x in —xf per riportare l’equazione 
alla forma precedente; ora, siccome questo cangiamento equivale a contare le x 
poaitive in senso opposto a quello che si era adottato in principio, si vede che 
il segno di Q non può avere influenza che sulla posizione della superficie, e non 
sulla sua forma; questo £ il motivo perchè non considereremo il raso nel quale esso 
è positivo, e cosi questa classe di superficie non presenterà che due generi ve- 
ramente distinti, chiamali la paraboloide ellittica e la paraboloide iperbolica , 
a motivo della natura delle sezioni che essi ammettono. 

163. Paraboloide ellittica. L’ equazione con i segni espliciti , è allora della 
forma 

F r '^p'/*a == Q, .... (1). 

Questa superficie non taglia evidentemente gli assi che all’ origine delle coor- 
dinate , e la retta OX , intersezione dei piani XY e XZ , che qui sono i soli 
principali ( Vedi Diametro n.° 5a ) , è 1’ asse unico e indefinito della parabo- 
loide. Questi piani danno per s elioni principali , due parabole kOV , BOB* 
(Tav. CV1 II , fig. 4), aventi per equazioni 

Q 

* = ° e r*=j p *=/>*; 

Q 

^ = 0 e i'xu — x=op x, 

e se s’introduce i loro parametri p , pi nell’ equazione (1), in luogo dei coeffi- 
cienti P', P", essa prenderà questa forma piò simmetrica 

— ~h-p=nx ovvero p'jrV-h-pz 1 =/>/>'* (a). 

164. Le sezioni paralelle al piano YZ, o perpendicolari all’ asse della parabo- 
loide , sono rappresentate da 

I t ' 

V* W » 

*=A e - 1- — ; =A (3); 

P P 

si vede che queste sono sempre dell’ellissi, tali come ABA'B' , simili fra loro, 
poiché i loro assi che si ottengono ponendo volta per volta x = o , jaxo , nel- 
1’ equazione (3), conservano un rapporto indipendente da h. Queste ellissi s’ in- 
grandiscono indefinitamente con A, fintanto che questa quantità è positiva; ma 
esse diventerebbero immaginarie , se A fosse negativo; donde si conclude che la 
paraboloide attuale non si estende per nulla dalla parte delle x negative. 

165. Quando si ha p = p', 1’ ellissi precedenti (3) divengono evidentemente 
circoli i di cui centri sono situati sopra OX, e i di cui piaui sono perpendico- 
lari a questa retta, per conseguenza, la paraboloide è allora di rivoluzione, e può 
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esser generata dalla semi-parabola OA , ovvero OB , girando intorno del suo 
asse OX. 

1G6. Seghiamo ora la superficie (a) eoo un piano qualunque 

Caca mr-t-ny-t-A ; 

Terrà per la proiezione della curva, 

(j/-t-pn*)y % -4-pm ì x*-*-apmnxy-¥- . . . . =o. 

Ora , siccome qui il binomio caratteristico B* — AC = — \ pp'm* , ne risulta 
che le lezioni fatte nella superficie sono sempre dell’ ellissi o delle parabole : 
d'altronde, quest’ultimo caso non succede che quando nt = o, cioè quando il 
piano secante b paralello all'asse OX della paraboloide ellittica. Cosi la deno- 
minazione della superficie rammenta esallissimamente i due generi delle sezioni 
piane che essa ammette. 

167. PsasBOLorns I rasi olicì. L’equazione relativa a questo genere è, con i 
segni in evidenza, 

P' r »_P"**e= Qx .... ( 4 ). 

La superficie non taglia gli assi coordinati che all’ origine, e come al n.° iG 3 , 
l’asse unico e indefinito di questa paraboloide è la retta OX, (Tao. C 1 X, 
Jìg. 11) intersezione dei due piani principali XY e XZ. Le sezioni fatte da 
questi piani sono 

O 

x=ao e y*= p * = 
gaie e t’ c a xa —p’x. 

Queste sono le due parabole AOA' e BOB', la seconda delie quali avente un pa- 
rametro negativo volge la sua cuncavilà verso le x negative. Se t’introducono i 
parametri di queste curve nell’ equazione (4), essa prenderà la forma simmetrica 

■ — =zx, ovvero />'/*— pi % z=pp’x. ... ( 5 ), 

P P 

la quale non differisce da quella della paraboloide ellittica cbe pel caqgismento 
di p ' in — p\ e questa relazione, è assai utile per trasportare le proprietà rico- 
nosciute in una nell’ altra. 

168. I piani paralelli a YZ , o perpendicolari all’asse OX della paraboloide 
iperbolica, taglieranno questa superficie seguendo dell’ iperbole rappresentate da 

V 1 ** 

x=A e — ; = /i .... (6). 

P P 

I loro assi che si ottengono ponendo volta per volta caso, j-aso, -nell’ equa- 
zione (6), conservano fra loro un rapporta indipendente da A: coti, tutte qaesle 
iperbole sono simili , e esse s’ ingrandiscono indefinitamente co! valore assoluto 
di A, ma la loro posizione cangia eoi segno di questa quantità. Infatti , per un 
valore positivo A= 00 ', l’ equazione (6) prova chiaramente che 1 * iperbole (GDU, 
G'D'Il') ha il suo asse reale O'D diretto paralellametite ad OY, e che il ano asse 
immaginario CYC è verticale, nel mentre cbe per un valore negativo A=sOO", 
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l'equazione (6) db un’ iperbola (gc A, g'c’H ) di cui l’asse reale CX'c è verticale, 
c di eui 1’ asse immaginario O "d è paralello ad OY. 

U' altra parie, quando ai pone Asso nell' equazione (6), li rede che il piano 
YZ taglia la paraboloide aeguendo due rette 



le quali tono gli asintoti comuni a tutte le iperbole precedenti proiettale topra 
quello piano YZ. 

rfig. Da ciò dobbiamo concludere che la paraboloide iperbolica è una superficie 
composta di una sola falda continua, la quale si stende indefinitamente verso le 
x puliti ve e verso le x negative, ma la di cui curvatura presenta una forma op- 
posta nelle due regioni. Inoltre, questa superfìcie non sarà giammai di rivolu- 
sione , quando ai avesse ancora p—p' , come ciò è succeduto (n.° |65 ) per la 
prima paraboloide; e effettivamente , nel seguente numero dimostreremo che la 
paraboloide iperbolica non può ammettere , per sezione piana , veruna curva 
chiusa. 

170. Combiniamo 1’ equazione (5) eoo quella di un piano qualunque 


* era mx-i-ny-t-h ; 


verri, per la proiezione della sezione, 

(p'-pn i )y*—pm % 3*—apmnxy-*- . . . . = o . . . . (7), 

Qui la quantità B 1 — AC «= -t ~4 pp' m * 1 dunque, tutte le sezioni piane fatte 
nella superficie della quale d occupiamo, sono delle iperbole o delle parabole ; 
e quest' ultimo caso succede solamente quando m xo, cioè quando il piano se- 
cante è paralello all'asse OX. È la natura di queste sezioni che ha fatto dare 
il nome a questa superficie di paraboloide iperbolica : però, fra le iperbole, 
Bisogna comprendere il sistema di due rette che ai tagliano, e fra la parabole, 
il caso di una sola linea retta; poiché queste varici! si ritrovano nell' equazio- 
ne (7), allorquando succede che il sno primo membro può decomporsi in due 
fattori razionali, ovvero quando m = o con // — pn*=o. 

In quest' ultimo caso nel quale la sezione è una retta unica , il piano secante 
ai trova paralello a uno dei due piani direttori dei quali parleremo insegnilo. 

171. PaopaiETÀ concai alle due paraboloidi. Ciascuna di queste superficie può 
esser generata da una delle due parabole principali , OB per esempio , la quale 
ai muovesse paralellamenle a se stessa , e in modo che il tuo vertice scor- 
resse costantemente sopra 1' altra parabola principale OB. 

S'intende con ciò che le due tangenti o le due corde qualunque di questa 
curva rimangono sempre paralelle alle loro direzioni primitive, il che prova evi- 
dentemente il paraiellismo del piano della curva; ma ciò esprime di più che 
questa curva non si rivolge nel sno piano mobile. 

Cominciamo dal considerare la paraboloide ellittica ove queste due curve hauuo 
per equazioni, ( Tav. CV 1 II ,fig- 4 ) 

OA ....*= o e y*=:px, 

OB . . . ,/sO e t* = p'x. 

Dit. di Mal. Voi. IV. ìo 
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Allorché la generatrice mobile OB rara reunta in nna posizione qualunque 
DE, il »uo vertice D, le coordinate del quale aono indicate da OO' = x , OD = J, 
ai proietterà in O sul piano XZ ; e questa curva, esseodo in un piano paralello 
a quest' ultimo , conserverà in proiezione il medesimo parametro pf ; donde segue 
che la parabola DE avrà per equazioni 

r =a (8>, 

• • • • (9)- 

D' altra parte, il vertice D dovendo sempre trovarsi sulla direttrice OA , biso- 
gnerà cbe le sue coordinate I = = z = o, soddisfacciano all' equazioni 

di quest' ultima curva, il che darà tra le costanti arbitrarie a e S la relazione 

J*=:pa. ... (io). 

Premesso ciò, se si attribuissero ad « diversi valori successivi a = 5, 
si dedurrebbero dall’equazione (io) i valori corrispondenti di S , e sostituendo 
questi valori simultanei nell' equazioni (8) e (g), si otterrebbe l'equazione di 
una o di un’altra posizione determinata dalla parabola mobile DE; ma se al 
contrario si eliminano le costanti a, 8 , fra le tre equazioni (8), (g) e (io), il ri- 
aultamento converrà allora a tutte le posizioni della generatrice, e rappresenterà 
il luogo geometrico percorso da questa linea mobile. Ora, ricavando dall’ equa- 
zioni (8) e (g) i valori di * e 5, per sostituirli nell’ equazione (io), si trova 

( p r x — z* \ 

y ovvero p’y'-yp# =.pp' x , 


risultamento che coincide con 1’ equazione (a) del n ° i65 , e prova cosi che la 
superfìcie generata nel modo indicato di sopra, è effettivamente una paraboloide 
ellittica. 

i J 2 , Quanto alla paraboloide iperbolica nella quale le due parabole principali 
hanuo per equazioni {Tao. C1X, Jìg. n) 

OA z=ao e y*=xpx, 

OB X — ° « **=» — ■/»'*, 

vedremo, con considerazioni tutte simili alle precedenti, che quest'ullims curva, 
giunta in una posizione qualunque DE sarà rappresentala da 

X—t ("). 

***=— />'(*— «) (!*)■ v 

In seguito le costanti arbitrarie OO'aaca, O'D = ì , dovendo ancora verificare 
V equazione della parabola OA , si troveranno egualmente legate dalla relazione 

8 % *=pz (iS); 

dimodoché ragionando come sopra, bisognerà eliminare z e d fra l’ equazioni 
(ii), (ia) e ( s 3) , il che conduce a 


y* 



p'x- 1-* 1 \ 

~~p / 
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p*r'-p* % ~pp’* 7 

risullamento che , per la ina identità coll’ equazione ( 5 ) del n* 167, prova che 
la paraboloide iperbolica può ancora e «aere generala dalla parabola OB , la quale 
ai muoverebbe paralellamente a te netta , e in modo che il tao vertice tcor- 
rerehbe collantemente tuli' altra parabola principale DA. 

173. Tutti i piani diametrali , nelle due paraboloidi, tono paralelti all' atte 
OX della superficie. Infatti , ae ai ricorre alla formula generale ( Fedi Piani 
diaxithali ) 


d ■!> 

m - — -+-n 
dx 


d $ 

w 



per applicarla alle tnperficie mancanti di centro, 
py*-i-pe*=pp'x , 

ove p r potrà supponi positivo o negativo, fi trova 

sptny+ipxz^pp'm (i4), 

equazione che rappresenta un piano evidentemente paralello a OX. 

Reciprocamente , ogni piano che sarà paralello ad OX , e rappresentato 
<d.i un'equazione data 

Rj-hT*=sK (i 5 ), 

sarà un piano diametrale della paraboloide, poiché rendendo identica l'equa- 
zione (14) con l'equazione (i 5 ), ne dedurremo per m ed n, dei valori sempre am- 
missibili 

aK Rd 

m = , w = — s— . 

Tf/ T p' 

f)\. Tutti i diametri delle paraboloidi sono paraldli all'asse della superfìcie; 
|>oichè queste rette sono le intersezioni di due piani diametrali, ed abbiamo ven- 
duto che questi si trovano sempre paralelli ad OX. 

Reciprocamente, qualunque retta condotta paralellaroente all'asse di una pa- 
raboloide, sarà un diametro di questa superfìcie, poiché due piani condotti per 
questa retta saranno diametrali (n.° 173). 

175. Ora si tratta di esaminare se una retta può essere applicata in tutta la 
sua lunghezza indefinita sopra una paraboloide ; siccome la forma limitata 
della paraboloide ellittica fa bastantemente prevedere che non potrebbe godere 
di questa proprietà, e che d'altra parte basterà di cangiare il segno di p ■ per 
applicare i risultameuti a questo genere di superficie, effettueremo questa ricerca 
apecialmenlc sopra la paraboloide iperbolica, l'equazione della quale eoo i segni 
in evidenza, è 

p'X*~P*—Pp'x ..... (16). 

Se esiste una ralla situala tutta intera sopra questa superficie, la sua projeziooe 
orizzontale sarà della forma 

• • • • (’ 7 ), 
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ove 2 e 5 sono due costanti indeterminate ; e il piano proiettante rappresentato 
ancora da <|ucst’ equazione (<7), dovrà dare nella sua combinazione con la su- 
perficie (16), un' interseiione del secondo grado, un ramo della quale sia rettili- 
neo, e per conseguenza lo sarà similmente ancora l'altro ramo. Ora, eliminando x 
tra T equazioni (iC) o (17), perchè la proiezione sul (nano YZè la più interes- 
sante, si ottiene 



PT 

& 



e perchè quest’ equazione possa decomporsi in due fattori del primo grido , bi- 
sogna che il secondo membro sia un quadrato perfetto, poiché il primo membro 
ne è uno, il che esige che si ponga 


P* 4 P* , 1 , P 

— = , donde S =3 — . 

e* a 4x 


Questa relazione unica fra S e a , lascia arbitraria una di queste quantità ; 
per conseguenza esisteranno un'infinità di rette situate sopra la superficie, e le 
di cui proiezioni, dedotte dall’ equazioni (17) e (18) nelle quali avremo sosti- 
tuito il valore di ù, saranno 


4 * 


(' 9 )v 




( 20 ). 


La terza proiezione si dedurrebbe da queste eliminando y , c avrebbe la forma 


£)•••• 


(at). 


176. Avanti di proseguire, osserviamo che questi risultamenli diverrebbero im- 
maginari , se si cangiasse il segno del parametro p ' ; donde risulta che la para- 
boloide ellittica non ammette alcuna generatrice rettilinea. 

177. Quanto alla paraboloide iperbolica, le diverse rette che essa animelle, per 
valori Successivi dell’ indeterminata a , hanno due a due una proiezione orizzon- 
tale comune; ma siccome esse si distinguono sopra gli altri piani, dobbiamo di- 
viderle in due sistemi (A) c (B) , cioè: 


iy = a*-4- .- 


(A)... 


4 *’ 
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(*") ■• ( 

<B") • • { 

•• t 

* V 

Per meglio conoscere le posizioni respettive di queste linee , separiamo i tre 
piani coordinali, trasportandoli para Iella mente a se medesimi fino ad uoa data 
disianza ; e allora riconosceremo che le proiezioni orizzontali di tutte le genera- 
trici dei due sistemi , sono delle tangenti MT , MT .... (Tao. CVII 1 , fig. 5 ) 
alla parabola principale y*^px. Infatti se combiniamo quest* ultima equazione 
con 1* equazione (19), per avere i punti comuni a queste linee, viene 


a % x* 


Pf 



risultaraento che, essendo on quadrato perfetto, annunzia che le ascisse dei punti 
di sezione di MT con la parabola OA, sono tutte due eguali , come ancora le or- 
dinate che jì dedurrebbero dall'equazione (19); per conseguenza la retta MT è 
certamente tangente alla parabola orizzontale OA. 

In un modo simile ci possiamo accertare, che le proiezioni delle generatrici 
sul piano XZ, le quali sono rappresentate per ciajcun valore di a, dalla doppia 
equazione (ai) , danno delle tangenti RS e RV .... alla parabola principale 
* a = — //*. 

* 7 ®* Quanto alle proiezioni delle generatrici sul piano YZ, le seconde equa- 
zioni dei gruppi (A), (A'), (A") .... ove i coefficienti delle variabili sono indi- 
pendenti da a, a f , .... provano che queste proiezioni sono rette paralelle T?A, 
Pi' A' . . . .; dunqne i piatii proiettanti sono paralelli fra loro, e per conseguenza 
le generatrici nello spazio si trovano tutte paralelle a uno di questi piani. La 
paraboloide iperbolica offre dunque questa proprietà degna di osservazione che 
tu i*. e generatrici del sistema (A) sono paralelle ad un medesimo piano 
che ha per equazione 

***+xJZi 

T P 

questo piano, o qualunque altro della medesima direzione, si chiama il piano 
direttore delle rette del sistema (A). 

Una relazione simile ha luogo per le rette del sistema (B); poiché le seconde 
equazioni (B), (B') . . . provano che le loro proiezioni sopra YZ sono linee pa- 
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rateile NB , N'B' . . . dunque quelle generatrici , nello (patio , inno tulle pa- 
ratene al piano direttore AO'X , determinato dall’ equazione 

*=-rJZ- 

¥ P 

Osserviamo che i due piani direttori si tagliano sempre seguendo |* asse OX 
della paraboloide, o seguendo una paralella a quest'asse; e essi si troverebbero 
perpendicolari fra loro, se si avesse />=//. 

199. Due reite qualunque (A) e (A') di un medesimo sistema non si tro- 
vano mai in un medesimo piano. 

Infatti le loro proiezioni sul piano YZ sono paralelle: dunque, le generatrici 
in questione non si tagliano; d'altronde esse non sono paralelle nello spazio, 
poiché le loro proiezioni sopra XY si tagliano necessariamente , come tangenti 
ad una medesima parabola : dunque queste due generatrici non sono in un me- 
desimo piano. Così la paraboloide iperbolica, considerata come il luogo delle di- 
verse rette (A), (A'), (A") .... è una superficie difforme (n.° i 56 ), ma che of- 
fre qnesta circostanza particolare, che le sue generatrici rettilinee sono lotte 
paralelle ad un medesimo piano aO'X. 

Una conseguenza analoga ha luogo per le rette del sistema B, le quali non si 
trovano mai due a due in un medesimo piano. 

180. Al contrario una retta qualunque del sistema (A) taglia tutte quelle 
deir altro sistema. 

Ciò è evidente per le generatrici (A) e (B), situate tutte due nel medesimo 
piano verticale MT, e proiettate seguendo NA e NB; ma paragoniamo (A) con (B'). 

Le loro proiezioni sopra YZ s' incontrano in E ; e siccome conducendo da 
questo punto una paralella ad OX , essa non forerà la paraboloide che in un solo 
punto D, poiché l'equazione di questa superfìcie è del primo grado in x , è 
certo che il punto proiettalo in E e D , è comune alle due generatrici. D'al- 
tronde, ranalisi conduce alla medesima conseguenza; poiché se combiniamo le 
le quattro equazioni (A) e (B') del n.° 177, si vedrà facilmente che esse si accor- 
dano a dare un medesimo valore per y , dopo l'eliminazione delle variabili x e z. 

Si dimostrerebbe in un modo simile che ciascuna generatrice (B) taglia tutte 
quelle del sistema (A). 

i8r. Ora poiché il movimento di una retta è completamente determinato dalla 
condizione di appoggiarsi sopra tre altre rette fisse (n.° i 5 G), ne segue che se 
ai fa scorrere la generatrice (A) sopra (B) , (B') e (B") , essa non potrà prendere 

che le posizioni (A') , (A") , che digià incontrano queste direttrici , c 

così essa descriverà la paraboloide iperbolica. Sotto questo punto di vista, questa 
superficie diviene un caso particolare dell'iperboloide ad una falda ( n.° 1^7), 
poiché qui le tre direttrici (B) , (B'), (B") soddisfanno (n.° 178) alla condizione 
di trovarsi tutte paralelle ad un medesimo piano AO'X. 

182. Osserviamo finalmente che il movimento di una retta è ancora compieta- 
mente regolato , quando non si assegnano che due direttrici , con la condi- 
zione che la retta mobile rimarrà paralella ad un piano dato. Infatti, se si taglia 
le due linee fisse con diversi piani parateli i al piano direttore, e che si unisca 
con rette i punti di sezione di ciascun piano, si otterranno altrettante posizioni 
della generatrice. 

Donde segue che la paraboloide iperbolica può ancora essere generata dalla 
retta (A) soggetta a scorrere solamente sopra (B) e (B'), e di più a rimanere pa- 
ralella al piano dato aO'X; poiché essa non potrà ancora prendere che le posi- 
zioni (A'), (A ,r ) .... che digià soddisfanno a queste due condizioni. 
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D'altronde quello modo di generazione, che è il più comodo nella pratica, è 
ancora doppio come il precedente ( n.° s8r ) , poiché poniamo produrre la ne- 
dcaima paraboloide facendo muovere la retta (B) sopra (A) e (A'), con la condi- 
zione che essa rimanga paralella al piano direttore At/X. 

i83. Reciprocamente, Attorcili una retta </ualun<)ue A scorre sopra due rette 
fisse B e B' non situate nel medesimo piano, rimanendo paralella a un piano 
dato , essa genererà sempre una paraboloide iperbolica. 

Prendiamo il piano direttore dato pel piauo coordinato XY, e ai scelga il 
piano XZ paralello alle due direttrici B e B' , lasciando arbitrario, l’origine O 
e i due assi OY , OZ ; allora le direttrici riferite a questi assi obliqui , saranno 
rappresentate evidentemente con 

(B) ,...y=x h , x est oa-t-A, 

(B') .... r a = A' , x = a’t-fV. 

La generatrice che dev' essere costantemente paralella al piano XY , avrà equa- 
zioni della forma 

(*) * = 7* r = «+ J, 

nelle quali le quantità a, S, 7, sono costanti indeterminate; ma bisognerà ag- 
giungervi le relazioni le quali esprimono che questa retta mobile incontra sem- 
pre ciascuna delle due direttrici, relazioni che si ottengono ( Vedi àpplicazkjrz 
dell’ Algebra alla Geometria n.° ti5) coll’eliminazione delle tre variabili x, 
y , *, fra 1’ equazioni (A) e (B) , poi fra (A) e (B'), e le quali sono 


i = 5(aj + 4)+J (so) s 

h'xx z (a' 7 -t-b’ )-f- S (»3). 


Le tre costanti a, ò, 7, si trovano mediante ciò legate dà due equazioni, 
una di esse, per esempio a, rimane arbitraria; dimodoché se gli si attribuissero 
diversi valori successivi a = i, ams,.,,, sì potrebbe dedurne quelli di de 7; 
poi sostituendo questi valori corrispondenti nell* equazioni (A), si otterrebbe suc- 
cessivamente una o un’ altra posizione determinata della retta mobile ; ma se al 
contrario, si elimina a, J, 7, tra le quattro equazioni (za), (z 3 ) e (A), il ri- 
sultaraento converrà allora a tutte le posizioni di questa generatrice, e sarà per 
conseguenza P equazione del luogo geometrico percorso da questa retta. Ora, con 
delle sottrazioni evidenti , si elimina facilmente 5 e 7, e si ottiene 

y — h — a ( x — a*— A), 

y — H ex. x (x— ctx— b' ) ; 

donde si deduce eliminando a , 

yt (a — a')-hy(b — A'j-t-zfo'A— (lA')-t-x(A'— h) =x b!/ — Vh (zi). 

Questa superficie è del secondo grado, e non ammette centro; poiché il ter- 
mine x(/i' — li) che è di grado impari, non potrà mai sparire ( Vedi Czatso ) 
trasportando gli assi attuali paralellamente a essi medesimi, poiché questo termi- 
ne essendo il solo che sia funzione di x , conserverà sempre il medesimo coeffi- 
ciente dato (W - li). L'equazione (34) rapprescuta dunque una delle due parabo- 
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Ioidi ; ed è evidentemente la paraboloide iperbolica , poiché ponendo xsso , ti 
ottiene un’ iperbole, il che non potrebbe convenire ( n.° 166) all'altra parabo- 
loide; d’altronde quett’ ultima non ammette (n* 176) generatrice rettilinea. 

Se ti tupponeue A = V, 1 ' equazione (34) ti decomporrebbe in due fattori del 
primo grado, i quali rappretentano due piani che ti tagliano. Infatti, que?t' i po- 
teri equivale a dire che le due direttrici B e B' tono lituato in un mrderimo 
piano = A , e allora la generatrice mobile, tempre paralella al piano XT, non 
può più prendere cbe uno di qnesti due movimenti : i.® descrivere il piano me- 
desimo delle due rette B e B r ; a* pattare collantemente pel paolo di lezione 
di quelle, e descrivere un piano paralello a XY. 

184. Postiamo giungere ad un ritullamento molto più semplice, prendendo gli 
atti coordinati in un modo ancora più particolare. Infatti , conservando il piauo 
direttore dato per il piano XY, possiamo prendere I’ asse OY in modo cbe esso 
passi per i due punti ove questo piano è incontrato dalle direttrici B e B'; si- 
tuare l'origine O al mezzo di questa distanza, (non bisogna affermare che que- 
sta distanza, o quest’asse OY coinciderà con la più corta distanza delle due di- 
rettrici, poiché ciò supporrebbe che il piano direttore dato fosse perpendicolare 
sul piano paralello a queste due rette) condurre il piano XOZ paralellamente 
alle due rette B e 1 ', e finalmente dirigere l'asse OZ in modo cbe faccia angoli 
eguali con queste direttrici. Con tali assi obliqui, le rette B e B' ti proiette- 
ranno sul piano XZ seguendo delle linee cbe passano per I' origine, e esse avran- 
no evidentemente per equazioni 

(B) . . . . y =a h , x =53 az , 

(B f ) x = — h > * = —a*. 

La generatrice avrà ancora dell' equazioni della forma ✓ (3 

(A).... * = 7, jrmzx+J; 

ma perchè essa ti appoggi costantemente sopra B e sopra B', si troveranno l’e- 
qiuzioni di condizione 

5 — o, iaoi'/) 

dimodoché eliminando a, i, 7, fra le quattro ultime equazioni, otterremo per 
la superficie domandala 

n r » 5 =//x (a 5 ), 

risultamento che poteva dedursi dall 1 equazione (af), supponendovi é = o, V = o 
<i'=s — a, h f = — h. 

1 85 . Osserviamo che sotto le due forme (a^) e (a 5 ) , i piani XY e XZ sono 
evidentemente i due piani direttori della paraboloide, ai quali le generatrici 
dei due sistemi, sono respettivamente paralelle (n.° 178); e qui la loro interse- 
zione OX è sola meni e paralella ali 1 asse principale di questa superficie , cosi 
quando si pone s = k o/=si, si trova per sezione una retta unica. 

186. Dimostriamo ancora I* inversa del modo di generazione indicato al n.° 
■ 8 r , cercando l 1 equazione della superfìcie generata da una retta mobile A sog- 
getta a scorrere costantemente sopra tre rette fisse B, B', B", le quali sono tulle 
tre paralelle ad un medesimo piano: d'altronde si sottintende die due qualun- 
que di queste rette non souo in un medesimo piano- perché l 1 ipotesi contraria 
non condurrebbe che a trovare il sistema di due piani la di cui posizione pos- 
siamo con facilità già prevedere (o.° 161). 
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Prendiamo il piano XT parnlello alle Ire direi (rici B, B' , F'. e la pi ima di 
quesle rtlle per l’asse OX : si conduca l’asse OY paralellamenle a B' , c final- 
«Iienle pel punto arbitrario O, nel quale questi assi si tagliano, conduciamone un 
terso OZ che incontri nel medesimo tempo le tre direttrici; allora queste linee 
stranito per equazioni 


(B) r = °s *=o, 

(B') ar = o, z = /i, 

(B") y = ax, i — k. 

La generatrice sarà rappresentata da 

( A ) x = as- t-y, y ss d X ■+■ _S ; 

ma perchè essa incontri ciascuna delle direttrici , bisognerà ( l'edi Arri icsno.aa 
nuLL* A lebbra all* Geosceraia d.° ii5) unirvi le condizioni 


(3 se: o , aè+; sso, # k -+- 3 = n( y k -t- y ) , 


e ragionando come «I n.* i83 si tratterà di eliminare «, J. y, 3, fra queste 
cinque equazioni. Se romiiiciamo dal sostituire i valori delle Ire ultime quantità 
nell' equazioni (A), verrà per una posizione qualunque della generatrice 


, . a a ( 4 — A) 

* =s a ( « — A) , y = - » 


■ (=* 6 ) ; 


poi finalmente, eliminando a otterremo per il luogo geometrico cercato, • 


*/z-hz(A — k)xz = hky (ay). 

Ora, in quest'equazione del secondo grado, il polinomio D ( Perii Cestro) clic 
serve di denominatore alle coordinate del centro , ai trova evidentemente nullo , 
• osi la superficie non può essere che una delle due paraboloide, ovvero un rifin- 
ii ro. Ala quest’ ultima ipotesi essendo manifestamente incompatibile con la dire- 
vione delle generatrici le qnali non sono paralelle fra loro, rimane evidente «he 
li auperfieie (ay) è uua paraboloide iperbolica, poiché l’altra paraboloide non 
ammette ( n.° 176 ) generatrice rettilinea. 

187 . Inoltre, è facile di riconoscere che le posizioni (A), (A'), (A''). . . . della 
generatrice si trovano ancora, come ciò deve succedere in una paraboloide, tutte 
paralelle ad un medesimo piano. Infatti, queste direrse posizioni sono rappre- 
sentate dall’ equazioni (afi), nelle quali si attribuirebbe ad a dei valori arbitrari 
e successivi a', a' 1 , ora, un piano 

Ax-r-Bp-f-Cz =r o 

sarà piralrlln alla retta (aC) se si stabilisce ( l'edi Arruczziosz dell' Algebra 
alla (jitou iTaia n.* 1 35 ) la relazione 


Aa + B 


a a ( k-h ) 

k 


-t-Ccxìo: . - 


Dii. di Mal. l ai. II'. 


zi 
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e questa condizione fi troverà veri li cala indipendentemente da y , se si pone 

A£-+-Ba (A— A)s=o, e C = o : 
dunque, con questi valori di A, B, C, il piano 

kjrt=za(k—lì) x , 


si troverà par.ilello a tutte le rette che rappresentano V equazioni (a 6 ), qualun- 
que sia il valore attribuito ad y. 

188. Osserviamo finalniente che nei due modi di generazione impiegati ai numeri 
i 83 e 186, le direttrici prese due a due, come (Bj e (B'), o (B') e (B") , si tro- 
vano tagliate in parli proporzionali dalle posizioni successive (A), ( A'), (\ ,r ) .... 
della generatrice. Infatti , quest 1 ultime rette estendo lulte parcelle a un dato 
piano , si può condurre per ciascuna di esse un piano paralello a questo piano 
direttore, e si sa che piani paralelli dividono sempre due rette qualunque in 
parti proporzionali. Questa proprietà serve a costruire molto semplicemente 
un modello io rilievo della paraboloide iperbolica , impiegando un quadrilatero 
difforme, del quale si dividono i lati opposti, in un medesimo numero di parti 
eguali riunite con fili* Pedi il trattato di Geometria descrittiva di Le Hoy 
ni. 543 e 554. 

189 . Tassiamo finalmente alla terza parte, cioè alla discussione immediata di 
un 1 equazione numerica del secondo grado. 

In questo punto ci proponiamo di stabilire dei caratteri i quali senza ricor- 
rere alla trasformazione delle coordinate , possono far distinguere il genere e la 
forma particolare di una superfìcie del second 1 ordine , rappresentata da un'equa- 
zione a coordinate rettangolari o oblique , i coefficienti della quale sono numeri 
conosciuti e reali. Sia quest 1 equazione 


Àx’-f-A'/M- A" x *«+• aBjz-f- 2 B'zx-haB" X y 

+2Ca+aC , /+aC' f *-hE 



.(«): 


prima di tutto, bisognerà cercare, col metodo indicato alla parola Ciurmo, se la 
superficie ammette un centro, e calcolare le coordinate di questo punto. Si egua- 
glieranno perciò a zero le tre derivate del primo membro dell 1 equazione ( 1 ) po- 
nendo 

Ax, ■+* -+-h rr jr l -+• C '= o . . . . (a) , 

A B c, -+-B''x, -t- C' = o .... (3), 

A r '*,-t- B y x -+-B f Xj -*-C"=o .... (4) i 

donde dedurremo per le coordinate del centro,’ 

x '— u’ r,c= F’ *» 

valori liti quali 

I» = AA' A''— iBB'B" , 



e ove i numeratori avrebbero una forma che abbiamo citata alla parola 
Ce 5 tro, ma che qui è inutile di rammentare, perchè sarà sempre più semplice , 
in ciascun esempio che sarà dato, di risolvere direttamente 1 ' equazioni numeri* 
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che (2), (3), (4), che «li ricorrere a formule letterali ove s' incontrano alcune 
volle ilellc indeterminazioni le quali non sono che di apparenza Premesso ciò , 
siccome le coordinate del centro possono essere tutte finite e determinate, ovvero 
alcune trovarsi infinite o indeterminate , divideremo la discussione in due cast 
principali. 

Primo caso : D ^ o. 

< 


189. In questo caso, la superfìce (1) ammette un centro unico; e se vi tras- 
portiamo gli assi paralellamenle a essi medesimi, la sua equazione diverrà 


Ax a -f-A^ a -+-A , '£ ; M-2Bjs-f-3R / sx-t-2B".r/ = H (5), 


ove, sappiamo ( ledi Centro) che tulli i coefficienti sono i medesimi che nel- 
l'equazione (1), eccettuato il termine costante II il quale , passato nel secondo 
membro avrebbe per valore 


H =a 


( -4-aC* r ^2C' ri -t-aC /f * l -t-E. 


Ma quest'equazione è soggetta a ridursi molto, in virtù dell’ equazioni (2), 
(3) e (/J); poiché se si moltiplicano quest’ ultime respcttivamentc per x, , y x , 
z t , e che si aggiungano ai valore di H, questo diverrà 

H = — Cx t -C'7 »— C - E , 

espressione facile a calcolare quando si conosceranno i valori numerici delie coor- 
dinate x,, z j. D’altronde, per abbreviare la discussione, ammetteremo sem- 

pre in seguito, che si sia procuralo di rendere positito nel secondo membro, il 
termine costante H. •* V 

190. Premesso ciò, se la quantità H si trova nulla, la superfìcie proposta è un 
cono o un punto unico. Infatti , se combiniamo 1’ equazione (5) mancante del 
secondo membro con quella di ut) piano qualunque condotto per l'origine. 


*=SZX + f]/. 


È bene evidente senza effettuare i calcoli, che il risultamenlo avrebbe la for- 
ma omogenea 

ay % '\- bxy-^ex* = o 

donde 


r 

X 



Ora questi valori costanti provano che tutte le sezioni sono composte di due 
rette che passano sempre per V origine ; cosi la superficie è veramente un cono, 
il quale però si ridurrebbe a un punto unico x = o , / = o, z = o, se il radicale 
fosse costantemente immaginario, qualunque fossero a e 0. Ma quest’ultimo caso 
si distinguerà in seguito, e senza calcolare il radicale che precede, esaminando 
se un piano come s = £, dia una sezione immaginaria. 

191. Allorché il termine costante II non sarà nullo, Tcqii.izione (5) non potrà 
rappresentare che un’ ellissoide o una delle due iperboloidi , superfìcie che 
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diffei iscouo !c uuc «lui I altre pel numero degli assi reali u immaginari thè ès>e 
11 asme t tono. 

Cerchiamo dunque una relazione fra questi assi e i coefficienti dell* equazi**- 
ne (5), cominciando dal supporre che le coordinare siano rcttangolari\ c in se- 
guilo faremo vedere che le regole ollenule così, si applicano egualmente alle coor- 
dinale oblique. 

Gli assi di una superficie essendo ( l r edi Diametro n.° 6o ) le intersezioni 
scambievoli dei piani principali , non sono altro che le tre corde principali che 
passauo pel ceutro, e la di cui direzione è determinala dalle costanti m ed a 
che nel citalo articolo sono rappresentate da ò ed'. Così una qualunque di que- 
ste tre corde sarà rappresentala dall 1 equazioni 

x = ms , j t=: nc, 

e combinandole coli' equazione ( 5 ), otterremo pel punto d'incontro colla super- 
ficie proposta 

*s = 5 ; 

Am'+i'n'-t-A'' -taBn+ jB'/ih-jB' '«» 

donde segue che chiamando R la lunghezza di questa semi-corda principale , 
reale o immaginaria , avremo pel quadrato di uno qualunque dei Ire semi-assi 
della superficie 

ovvero 


R a e 


H (w a -+-/t*-+-i) 


Am a -t-A'fZ a -+-A' , -f-aBn -+- uWm -+-a Wmn 


.... ( 6 ). 


Ora, i valori delle costanti m ed iz, come pure quello dell’ incognita ausiliare 
t dalla quale abbiamo fatto dipendere le prime, sono determinale (Vedi Dia- 
sscTao n.° Co) dall’ equazioni 

= ms . . . . (j) , 

A , a+B +B^ ; ai— ns . . . . (8) , 

A" H-Bn-t-B' ms= r (9) , 

le quali ci conducono per mezzo dell’ eliminazione di m e di n, alla seguente 


z'-s , (A+A'+A«)-<(B' , '-AA' -+• B' a - A A'' «- — A' A") 

-HABM-A'B'»-+-A''F."»-AA'A."— aBB'B" ) = o (10). 

Ala se si aggiungono le equazioni (5) , (8), e (9), dopo aver moltiplicato la pri- 
ma per m e la seconda per n, si trova ancora 

Am a -t-A'n a -t-A' , -+-aB<i-t-aB'm-l-aB"inrt 

nz 1 -t-»s*-t-i ’ 

1 isultaiueulo che paragonato con la formula (C), conduce alla relazione che merita 
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«li rssere osservata diligentemente 


U 

K» 


(to- 


si vede con ciò che le tre radici dell 1 equazione (io) sono sempre 

H 


H 


H 


indicando con a , 6 , c , i valori analitici dei tre semi-assi della superfìcie ( 5 ) , 
vale a dire le disianze dal centro ai punti reali o immaginari in cui questa su- 
perfìcie incontra i suoi tre diametri principali; dimodoché se si risolvesse PequH- 
zione (io), si potrebbero calcolare facilmente le lunghezze dei tre assi e fissate 
quindi le loro posizioni per mezzo dei valori di m e di n i quali conispondereh- 
bero neireqoazioni (7) e (8) a ciascuna radice di s. Ma per l 1 oggetto «he ci propo- 
niamo qui , basta osservare che 1' espressione analitica di ciascuno dei semi-assi non 

potendo avere che la forma x o v. ^ — 1 > il quadrato R* non avik che valori reali, 
e positivi o negativi ; donde risolta 1 0 che l'equazione (io) ha sempre le sue tre 
radici reali , ( Vedi Diametro n. w 61 ). a.° che ciascuna radice positiva indii a 
l y esistenza di un' asse reale e che ciascuna radice negativa corrisponde a un 
asse immaginario , poiché abbiamo ammesso che il termine H era stato reso po- 
sitivo. Ora, siccome il numero delle radici positive o negative può essere fìssalo 
per mezzo della regola di Descartes , dalla sola ispezione dell' equazione (10) , e 
senza risolverla , dedurremo da ciò le regole pratiche che srguono. 

191. Con i coefficienti numerici dell 1 equazione ( 5 ) nella quale avremo cura 
prima di ogni altra cosa di rendere positivo il termine costante H passato nel 
secondo membro , si formerà immediatamente l'equazione (10), e si esaminerà 
qual è il numero delle variazioni e delle permanenze di segno che presentano • 
i suoi differenti termini: 

i.° Se l’equazione (10) dà tre variazioni , tutte le sue radici sono certamente 
positive; dunque allora la superficie ( 5 ) ammetterà tre assi reali , e sarà Un 
Ellissoide. 

a.* Se l 1 equazione (io) contiene due variazioni t una permanenza , essa avrà 
due radici positive e una negativa, donde concluderemo che la superfìcie ( 5 ) am- 
mette allora due assi reali e un asse immaginario : così questa è un 1 Iperbo- 
loide a una falda. 

3 * Quando l’equazione (io) presenterà una variazione e due permanenze , 
essa avrà una radice positiva e due negative; per conseguenza la superfìcie ; 5 ) 
avendo allora un solo asse reale e due immaginari , sarà un 1 Ipbrìoloide a due 
Jalde. 

4. 0 Finalmente, quando l'equazione (io) non presenterà che delle permanenze 
di segno, tutte le sue radici saranno negative, e per conseguenza gli asti della 
superfìcie ( 5 ) saranno tutti tre immaginari ; donde si concluderà che questa su- 
perficie è totalmente immaginaria , c che l’equazione ( 5 ) è impossibile, come 
pure 1’ equazione (1) data io principio. 

192. Queste regole sono ancora applicabili alle coordinate oblique. Infatti, 

concepiamo che la superfìcie S alla quale appartiene V equazione ( 5 ) in coordi- 
nate oblique, sia costruita ; quindi, per ciascuno punto M {Tao. XXVII, fg. 11) 
di questa superfìcie, fitcrinrao girare le due coordinate CM = *, in modo 

da renderle perpendicolari fra loro e sopra OD=x la quale rimarrà immobile; 
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run ciò il punto M verrò ad occupare uu'altra posizione M' le di cui coordinile 
rettangolari x' , y* , z' avranno le medesime già ode /ve di x , y , - \ oia la riu- 
nio.ie di tutti questi nuovi punti M' formerà una seconda iuperficie S' che sari 
ancora rappresentata evidentemente dall equazione ( 5 ) con i medesimi coeilicienli, 
ma invece di x, .V, X sostituendovi J , / s *■' s e questa superficie S' sarà sem- 
pre del medesimo genere di S. Poiché; se quest* ultima fosse un ellissoide , è 
ben chiaro che S' sarà ancora una superficie chiusa da tutte le parli: se S fosse 
un’ iperboloide a una falda , S' presenterà similmente una falda unica e inde- 
finita : finalmente quando S presenterà due falde separate da un intervallo im- 
maginario da x = -+- a fino a x = — «, seguirà evidentemente il medesimo per 
S'.°Pcr conseguenza le regole del n.° 191 applicale direttamente all’equazione ( 5 ) 
in coordinate oblique, basteranno ancora per assegnare il genere della superficie 
S' e per conseguenza q'Uello di S; ma la posizione c la grandezza degli assi di 
quest’ ultima, non saranno più date dall’ equazioni (7), (8), (10) c (11). 
ig 3 . Ecco alcuni esempi di queste discussioni numeriche. Sia l’ equazione 

ar > -+--ay‘-+- 3 /x — a xy — 6x-t-7/-4-6x-t-7 ss 0 ; 

4 

eguagliando a zero le Ire derivate, si trova 

a x—ìf — 0 = o , 

4/-+-3x — ax-t -7 = o , 

3 j--t-G= o , 

dalle quali si ricava 

Oneste coordinale del centro essendo sostituite nella proposta, danno H = o; 
rosi la superficie riferila al suo centro diviene 

/ X*-\-‘JJ-*-Ì-ì) z — 2Xf = l> , 

ed essa non può essere che un cono o un punto. Ma ponendo t = i, si ottiene 

x 1 — 2x/-t-2j/ 3 -t-3A/ = o , 

donde 


v — V u x)\ 

questa sezione è un' ellisse che rton si riduce a un punto, poiché i due fattori del 
radicale sono inegnali; dunque la superficie è un cono. Qui questa conseguenti! 
poteva dedursi dal considerare che V equazione è verificata da x=:o e ; =au, 
il che prova che la superficie ammette una linea reale, cioè l'asse delle z, 
iq|. Sia ancora 1 ' equazione 

ax 4 -t- 5 j *H- 3 sM-a yz^-^zx — axj*-*- 3x4-8;* — Gs — 13 = o; 
le derivale eguagliale a zero, danno 

4 *r — ^z — 2jr-{-2 — o , 

i<y-t-2Z — 2X4 8 = o, 

ti* 4 - 3 > f — 4 X — ^ = °» 
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DIS 


I(i7 


X, = l , ^,= —1, Z = 2, 

c il termine H=io; dimodoché l'equazione riferita u! centro, diviene 
2.r a -t~rjj' a -t-3i a -h2 yrz — \zx — 2 xy c= i o. 

Orasse con quest' ultima si compone l'equazione (io), si troverà 
s 3 — iox a 4 - 25 j -g=o , 

e (soiclsè essa presenta tre variazioni di segno , si conclude die la superficie della 
quale ci occupiamo e uri ellissoide. 
kj 5 . Finalmente, sia V equazione 

yz+zx-+ xy —x - a/— 3.s-4-2-t-« s=o; 

le tre derivale eguagliate a zero, danno 

:+/ — ics, 

A-4-.r — o , 

y-i-x — 3 = t>, 

donde ricaviamo 

r»==*. *.=°> 

e l'equazione riferita al centro diviene, supponendo a positivo 
— yz — zx — xyr = a . 

Ora se, per formare ^equazione (io), si moltiplica la precedente per 2, col line 
di evitare le frazioni , verrà 

x 8 — 3x4-2 =3 o; 

qui, manca un termine; ma se si ristabilisce col coefficiente ito, si trova sem- 
pre il medesimo numero di variazioni e di permanenze (e deve seguire così in 
ogni equazione le di cui radici sono reali); donde si conclude che la superficie 
proposta è uri iperboloide a una falda. 

Sarebbe l'altra iperboloide, se a fosse negativo,* perchè allora bisognerebbe 
cangiare i segni dei rettangoli, per rendere il secondo membro positivo, conforme 
alle regole indicale nel n.° iqi. 

Secondo Caso: D=:o. 

196. Le superficie che soddisfanno a questa condizione sono mancanti di centro, 
ovvero esse ne ammettono un'infinità; così esse non possono essere che paraboloidi, 
cilindri parabolici, cilindri ellittici, o iperbolici, ovvero il sistema di due piani 
paralclli. Cerchiamo dunque dei caratteri propri a far distinguere questi quattro 
generi gli uni dagli altri; partendo dall'equazione primitiva (1) e daH'cquazioni 
del centro (2), ( 3 ), [f\); e siccome le sezioni paralcllc ai piani coordinati ci sa- 
ranno utili a considerarsi , osserviamo che la natura di queste sezioni sarà sem- 
pre iudicata dai segni dei biuoini 

B" a — A A' = d " , B /a - A A" =d' , B* - A' A" c= » , 
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ile tono analoghi n b a — 4 ac * ««il® curve ilei fecondo grado. D'altra parte, il 
«leve prevedere che per una medesima superficie «tata, questi tre binomi ai tro- 
veranno nel medesimo tempo positivi o nel medesimo tempo negativi , il che non 
esclude V ipotesi che tutti o alcuni siano nulli. 

*97* i* C!,A a bolo ide , deve succedere che una, almeno, delle coordinate 

del centro sia infinita ; cosi la risoluzione immediata dell’ equazioni (2) , ( 3 ), (4 « 
dovrà condurre a un' impossibilità , come 5 = o. Sembra ancora che le «ire coor- 
dinate dovrebbero essere tutte infinite; ma se osserviamo che ta paraboloide non 
è che una degenerazione dell 1 ellissoide o dell' iperboloide , nelle quali le due se- 
zioni principali che passano per un medesimo as«e reale si cangerebbero in para- 
bole , rileveremo che il centro comune di queste due curve, allontanandosi in- 
definitamente, non ha dovuto uscire dall' asse reale «he è divenuto l'asse unico 
«Iella paraboloide. Ora, se questa retta si trova parale)!! al piano coordinato XY, 
per esempio, è chiaro che si avrà solamente x x i =» , c nel mentre che 

s, avrà un valore determinato: se l’asse principale della paraboloide è paralello 
*d OX , le coordinate y x e *, avranno valori determinati, nel mentre che x, sarà 
solo infinito. Inoltre, poiché le sezioni paraboliche non possono essere prodotte 
( o.i 1C6 e 170)1 «he da piani paralelli all'asse della paraboloide, e che eviden- 
temente è impossibile che i tre piani coordinati si trovino tutti paralelli a questa 
retta, ne segue in questo caso che i tre binomi d, d f , ò n , non saranno mai 
nulli nel medesimo tempo. Ora , siccome vedremo che le condizioni precedenti 
non si troveranno riunite simultaneamente negli altri generi , possiamo concluderne 
che i caratteri distintivi delle paraboloidi sono i seguenti: 

una dell' equazioni del centro impossibile , 
uno dei binomi (d, d% o")^o; 

«V altronde, se qnello di questi binomi che non è nullo si trova negativo , la pa- 
raboloide sarà ellittica ; e sarà iperbolici , se questo ^binomio è positivo. 

198. In va Cilindro parabolico , una, almeno, delle coordinate del centro 
dev’essere infinita ; vale a dire che la risoluzione dell' equazioni (r) , ( 3 ), ( 4 ), 
«lovrà condurre a un impossibilità come 5 e=;o. Inoltre, un piano qualunque non 
poteudo dare in questo caso per sezione che una parabola, o due rette paralelle, 
o una retta isolala , succederà necessariamente che i tre binomi d, d', 0" , saranno 
tutti nulli. Per conseguenza i caratteri distintivi del gcuere attuale saranno: 

una dell' equazioni del centro impossibile , 
i tre binomi (d, ó' f d")t=o. 

199. Cilindro ellittico n iperbolico. Una tale superficie ammette per centri 
lutti i punti di una medesima retta, o un asse centrale ; per conseguenza una 
«Ielle coordinate del centro deve rimanere arbitraria , senza che alcuna dell* al- 
tre sia infinita ; vale a dire che i valori di x e y , per esempio, tirati da due 
dell* equazioni (a), ( 3 ), ( 4 ), debbano rendere identica la terza equazione, 
qualunque sia z. Inoltre siccome i tre piani coordinali non potrebbero essere 
tulli paralelli alle generatrici del cilindro dovrà succedere che uno, almeno, dei 
binomi d, 3 f , d" , sia differente da zero; e il segno di questo binomio farà di- 
stinguere se il cilindro è ellittico o iperbolico. Cosi i caratteri propri a questo 
geuere souo: 

Le equazioni «lei centro ridotto a due 
uno «lei binomi ( d, d% )^°; 
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d'altra parie, te il binomio S" è differente da aero, bisognerà porre * = £ nel- 
l'equazione ( 1 ), poi vedere se questa seiiooe è immaginaria , a si riduce a un 
punto ovvero si decompone in due rette ; poiché , nel primo caso , il cilindro 
sarà totalmente immaginario , nel secondo caso si ridurrà a una retta unica , 
e nel terzo sarà il sistema di due piani non paraìelli. 

zoo. Dea risai paraìelli . In questo caso, esiste un piano centrale tutti i punti 
del quale sono centri; cosi due delle coordinate debbono rimanere arbitrarie , 
il che si riconoscerà quando il valore di x, per esempio, dedotto da una dell’equa- 
zioni (a), (3), (4), verificherà le due altre , qualunque siano y, e z. D'altra parte 
tutte le sezioni piane non possono offrire in questo caso che due rette paralelle, 
succederà perciò che i tre binomi S , S' ì " , saranno tutti nulli Si ha dunque 
per dittinguere il genere attuale, i seguenti caratteri 

L' equazioni del centro ridotte a una , 
i tre binomi (d, d', d")s=»o; 

inoltre, siccome i due piani potrebbero confondersi, o essere immaginari , biso- 
gnerà tagliare la superficie (i) con un piano come z=d, o y = k’ , per vedere 
se la sezione presenta due rette confuse l'una coll'altra, o due rette immaginarie, 
aoi. Esseri. Sia l'equazione 

a*— a y* — 3j-*-h3zx-t-xj--t-4* sa o ; 

le derivate eguagliate a zero, danno 

aa-+-3*-t -j cs o, 

— 4r — 3z-+-x =3 o , 

— 3/-l-3x-+-4 = o ; 

c siccome l'ultima sottratta dalla somma delle dne altre, conduce a 4 = o, 
quest' equazione impossibile prova che la superficie è mancante di centro. Quindi 
si trova 

= (!)*+ a; 

risultamento che essendo differente da zero, e positivo, prova che la superficie è 
una paraboloide iperbolica, 
aoa. Sia ancora 


a’-t-^-s-gz^-t-frjrz — 6zx — axy-+-ax— 4*c=o; 

le tre derivate danno l’ equazioni 

ax — 6z— ajr-ha c= o , 
ay-MJ*— ax = o, 

6x— 4 =s o , 

e siccome le due prime conducono a leso, quest'impossibilità annunzia che la 
superficie è mancante di centro. Ma qui si trova 

B"*-ÀV = o, B'»-Al" = o, B»-A'A"e=o; 

donde bisogna concludere che la superficie è un ^iliudro parabolico. 

Vii. di Mat. Voi. IV. aa 
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ao3. Nel seguente esempio 


D1S 


x a -t-3/-*-t-4z*— 6y*—3tx = a , 
le Ire derivale danno 1' equazioni 

ax — 2r = o, 
ti y — Cac=o, 

8* — a* — C y — o. 

Ora, siccome la lena è verificata identicamente dai valori 

* = *. r = *. 

ricavati dall’ altre, ne concludo che l'eqaaiioDi del centro ai riducono a due 
che rappresentano una retta , e che perciò la superficie è un cilindro a cculri. 
D'altronde, ponendo nella proposta, z = t o st=o, si trova 

x 2 -h3> 1 = a ; 

dimodoché ics è positiva, la superficie è un cilindro a base ellittica: se o = o, 
la seiiooe si riduce a un punto, e la superficie a una retta unica : finalmente se 
a è negativo , la sezione è immaginaria , e segue il medesimo per la superficie 
proposta. 

3©4- Consideriamo finalmente I’ equazione 
le derivate danno 

2 x— ai — 4/-t-3 o, 

8j”-t-4‘ — 4 X— 6 z= o, 
ac+4/— ax — 3 = o, 

e siccome queste tre equazioni si riducono a una sola, il luogo dei ceutri è un 
piano, e la superficie proposta non può essere che il sistema di due piani pa- 
ralelli al piano centrale. D'altronde, tagliando queste superficie col piano z = o, 
ai trova un' equazione che risoluta rapporto a x, dà 

4r- 3 4 3 

x= -± — ; 

3 2 

la sezione è dunque formata da due rette distinte e reali; per conseguenza la su- 
perficie è il sistema di due piani paralelli i quali non sono confusi fra di loro. 
Infatti , se si risolve I’ equazione primitiva rapporto ad una delle variabili , si 
trova che csaa si decompone cosi 

(x— sy— *)(x— 2 y— *-V-3) = o. 

3o5. Per completare la discussione dell’ equazione generale 

Ax 2 -t-AV*+A."z 1 -H 2 B)s-t-aB , zx-HiB''x}' 1 

> = o . . . .(i), 

-+-aCx-+-aC'/-t-aC"i-t-E t 

cerchiamo a quali caratteri possiamo riconoscere che la superficie c di riuduzioue 
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In una (ale superficie tutte le sezioni perpendicolari ad una data retta tono 
circoli , i dì cui centri ti trovano tu quest'asse di rivoluzione; ora, se ti trac- 
cia in questi circoli delle corde paralelle tra loro, e sotto una direzione ar- 
bitraria, è chiaro che il piano condotto per l’asse di rivoluzione, perpendico- 
larmente a queste corde, le dividerà tutte in due parti eguali, e sarà un piano 
principale. Reciprocamente , te tutti i piani condotti per una medesima retta 
sono principali, le sezioni perpendicolari a questa retta saranno circoli aventi i 
loro centri tu quest'asse ; poiché, fra le curve del secondo grado non vi è che il 
circolo che ammetta per diametri principali tutte le rette condotte da nn me- 
desimo punto. Da ciò si conclude che perché la superficie (i) sia di rivoluzione, 
bisogna e batta, i.° che esistano un' infinità di sistemi di corde principali, le quali 
aiano tutte paralelle a un medesimo piano, a. a che nel medesimo tempo i piani 
diametrali , coniugati con questi diversi sistemi , ti trovino a una distanza finita 
e determinata; poiché senza quest’ ultima condizione, la prima sarebbe verifi- 
cata analiticamente con i cilindri parabolici. D’ altronde succederà per una con- 
seguenza necessaria, come lo vedremo, che questi piani principali, in numero fi- 
nito, si taglieranno tutti seguendo una retta unica, che sarà l'asse di rivo- 
luzione. 

aoG. Da un punto qualunque, per esempio, l’ origine delle coordinate, che sup- 
poniamo rettangolari, conduciamo uoa corda principale 

ar = ms , y ss sic . . . . (i 5 ) ; 

le costanti m ed n saranno determinate dall’ equazioni di già citate, 

A «H-B"n -t-B' esu V 
V n -t-B''m-HB = ns ( (16), 

A" -t- B’ ni+Bsts; s | 

le quali conducono, come si sa all’equazione del terzo grado, 

(s_A)(s— A')(s-A")— B»(x_A)— B'*(s-A') 

— B"*(s— A")— aBB'B" 

Per conseguenza, ciascuna radice di questa, messa nell’ equazioni (ifi), le ri- 
durrà a due distinte le quali daranno i valori di m e di n, che ai dovrebbero 
quindi portare nelle formule (i 5 ) ; ovvero, ae si tira da quest’ ultime m ed n, per 
sostituirle nell’equazioni (16), la corda principale condotta dall’ origine potrà ai- 
aere rappresentata da due qualunque delle tre equazioni 

(A — #)ar-t- B"j'-(-B , z=sjo \ 

(A' — s)/-t-B"x-t-B * = o > . (i8). 

(A" — s)z-t-B' x+B j=o J 

Premesso ciò, se la superficie (i) è di rivoluzione , deve succedere , per adem- 
pire la prima condizione enunciata nel numero precedente, che una almeno delle 
radici dell’equazione (17) sia tale, che essa riduca I’ equazioni (r8) a una sola di- 
stiuta, la quale rappresenterà un piano nel quale tutte le corde condotte a piacere 
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saranno delle corde principali. Cosi, chiamando / questa radice, cita dorrà re* 
ritmare le relazioni 

A-r' B" B’ 

B" — i' ~ B ’ 


A — s> B" B' 

"B 5 B “ A" — i' ’ 


donde risultano due cquaxioni di aondizione, col valore di t' , cioè: 


A — 


~ B 


BB" 

UT 


= A" — 


BE' 

B" 


e=»' 


(« 9 )- 


Questo valore di s' soddisfi all'equazione (17), la quale d' altronde ammette 
una seconda radice s" = r'; poiché ricavando dalle relazioni (19) 1’ espressioni di 
A , A' , A'' , in funzione di s ' , per sostituirle nell’equazione (17), quest'equa- 
zione prende la forma 



BB" B B'\ 

B' — B" y ^ 0 • 


donde si conclude che quando le due condizioni (19) sono verificate, vi sono due 
dei tre sistemi delle corde principali le quali possono esser dirette in un modo 
arbitrario nel piano, o paraiellamente al piano 


B'B"*-f-BB"/-t-BB'* so (ao) , 


alla quale allora si riducono le tre equazioni (18). 

307. Rimane ancora da esprimere che i piaoi diametrali coniugati con questi 
diversi sistemi di corde si trovano a una distanza finita e determinata. Ora, uno 
di questi piani sarà dato ( Vtdi Dismbtbo n.° 53 ) dalla formula generale 

(Am+B"a+B f )aM- ( A f is-+-B"m-t-B)7--t- (A^+B’m+Bajs 

’ csz o , 


la quale, per la radice r = s' che qui consideriamo, e perle relazioni (16), diviene 
(r'*-t-C)m-t-{r'j'-Ki , )n-t- (/*-t-C") es o .... (ai). 


Allora si vede che perchè questo piano non si trovi ad una distanza infinita, 
bisogna che la quantità t' non sia nulla ; dimodoché le condizioni le quali espri- 
mono completamente che la superficie (1) è di rivoluzione, sono le seguenti: 


A — 


B'B" 

B 


A' 



BB' -> 
B" <° 


. . . (aa). 


208. Ora, cerchiamo 1 ’ asse di rivoluzione che dev'essere l’ intersezione comune 
di lutti i piani contenuti nella formula (ai). Qui le quantità m ed n le quali, per 
ciascun valore di s , dovevano essere determinate da due dell’ equazioni (16) , non 
sono più legate fra di loro che dalla relazione unica 

B'B"nj-t-BB"n-+-BB' c= o . . . (a 3 ) , 

alla quale si riducono queste equazioni (16) per la radice ras,/ ebe verifica le 
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relation) (19); dimodoché eliminando n fra I’ equazioni (11) e (a 3 ), tolti i piani 
diametrali , che corrispondono a questa radice saranno dati dall" equazione 

[B^'x-t-C) - B' U'r+C') ]m = B' (/ r +C') - B" , 

ore m rimane arbitraria. Dunque, per arere una retta comune a tutti questi 
piani, qualunque sia wi, basta eguagliare a zero ciascuno dei due membri, il che 
di le relazioni 

B^ar-t-C) B B' (r' r -+-C') = B" (r's-t-C" ) ; 

per conseguenza queste sono l’ equazioni dell'asse di risoluzione della superficie. 
Se ora , si dividono tutti i termini per x 1 , e che vi si sostiluiscano i diversi valori 
di questa quantità , dati dalle formule (19), l’equatiooi dell’asse di rivoluzione 
prenderanno la forma 

ove ben si riconosce una retta perpendicolare al piano (ao), e che indica la dire- 
zione del terzo sistema di corde principali, il quale deve sempre esser perpen- 
dicolare alle due altre ( Vedi Diametro ). 

aog. Tuttavia, è necessario osservare che quando l’equazione proposta (1) 0 
mancante di più rettangoli, le condizioni generali (aa) prendono una forma in- 
certa, e ancora diverrebbero interamente illusorie, se si fossero mandati via i de- 
nominatori, come ti fa ordinariamente, poiché allora esse sarebbero tolte soddi- 
sfatte dalle ipotesi BsbB'seo, le quali però non bastano perché la superfìcie sia 
di -rivoluzione. 

Bisogna perciò sempre conservare le condizioni sotto la forma (za); e pel caso 
ove si abbia, per esempio, Bso e B'oo osservare che estesi riducano a 

A — ~ B" = A", A' - i B" = A" .... (a 5 ), 

B* 

relazioni fra le quali li può eliminare il rapporto — il qnale cagiona 1 indeter- 
minazione , e con ciò fi trova 

(A— A*)(A # — A")e= B"» con A" > o . . . (a6) , 

per le vere condizioni che esprimono che la superfìcie è di rivoluzione, nell ipo- 
tesi ammessa. Si esige che A" sia differente da zero, perchè con questa condi- 
zione si ottiene il valore della radice / , il quale non deve esier nullo, perchè i 
piani diametrali (21) si trovino a una distanza finita e determinata. Tutto al più 
si otterrebbero direttamente le relazioni (26), risalendo adequazioni (18), nelle 
quali ai farebbe B =: o e B'^o; ma era ben fatto il far vedere che questo caso 
particolare era compreso nelle condizioni (22) , le quali , sotto la forma che qui 
abbiamo dato toro, non indurranno mai in errore, e avvertiranno almeno de 0 
trasformazioni che esigono le diverse ipotesi particolari. 
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Nel Caio ove li avesse R s= B' ao , ovvero B'=:B' f =;o, si troverebbero egual- 
mente le coudiziooi 

(A— A'XV'-A’) ss B'* con A' > o (a 7 ). 


(A'-A)(A"-A) es B* con A>o (28). 


Quanto all' asse di rivoluzione rappresentato in generale dall'equazioni (a}), l'ul- 
timo membro dì aubito , per l' ipotesi BbB'cso, 



quindi, i due primi membri, sbarratati dai fattori r-, — , i di cui valori sono 

d ' B 

dati libile relazioni (a 5 ) condurranno a questa seconda equaxione 

C' A' — A"/ C \ 
r+ A" aa B" V* 4 * ) 

B" / C \ 

— A— A" V A" )’ 

Si troverebbero risultamenti simili per le ipotesi B = B" c= o, ovvero B' s=B"=ao. 

aio. Finalmente, se supponiamo nel medesimo tempo BebB'cbB'' =50, le con- 
dizioni (22) avvertono ancora, con la loro forma indeterminata, che bisogna farle 
subire qualche trasformazione; e partendo dalle relazioni {26), (27), (28), alle quali 
le abbiamo digli riportate , quando due rettangoli solamente erano nulli , ai tro- 
verà che per il caso attuale, 1' equazioni le quali esprimono che la super/i eie i 
di rivoluzione, e quelle che determinano il suo asse, sono 


A' *= A" > 0 

, A "y •+■ C r s=j 0 

, A"t + C" ma, 

ovvero . . . A=A” <°> 

A x-t-C = 0, 

A t-j- C' BS 0 , 

ovvero . . . A = A' ^ 0 , 

A z+C =5 0 , 

A /-+-C' n=o . 

Tutto al più. Dell’ ipotesi 

ammessa qui, la 

forma dell'equazione proposta (1) 


rende queste coedizioni facilissime a ottenersi con un calcolo diretto. 

Termineremo 1’ articolo Discussione invitando gli studiosi a consultare aopra 
questo punto tanto interessante, i trattati più recenti d' Algebra , Geometria e 
Applicazione dell' Algebra alla Geometria, fra i quali potrà utilmente consultarsi 
L' Application de P Algibre à la Geometrie suivie de la discussion dee cour- 
be s d'un degré tupérieur au second del signore Jacob, Metz et Paris 184*. 

DISTANZA (Geom.). Si chiama cosi propriamente il più corto cammino da un 
punto ad un altro. Perciò la distanza da un punto ad un altro è la linea retta 
che unisce questi due punti, essendo appunto la linea reità il più corto cammino 
per cui ti possa andare da uu punto ad un altro. Per la stessa ragione la distanza 
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da nn punto ad una linea o ad una superficie è la perpcodicolacc condotta dal 
punto alla linea o alla superficie. 

Io agrimensura si misurano le distarne per mezzo delia catena o del metro. 
Vedi AousiEascn*. 

Quando le distante da misurarsi sono inaccessibili, si prende prima una lun- 
ghetta che ti dice basenti osservano quindi gli angoli che fanno i raggi rituali 
tirati dalle estremiti di questa base alle estremiti della retta inaccessibile, e ri- 
sol rendo i triangoli che Tengono cosi a formarsi si ottiene finalmente la misura 
cercala. Vedi Altimetbu, Tavoletta e G sa fosscteo. 

DISTANZA ( Astron .). Le distante dei pianeti dal sole tono realio proporzionali: 
ti distinguono ancora in distanze medie, distante afelie, e dittante perielie. 

La Distanza afelio dei pianeti è la loro distanza dal sole allorché si trovano 
nel loro massimo allontanamento da quest' astro. 

La Distanza perielio è al contrario la distanza dei pianeti dal sole allorché 
occupano il punto della loro orbita il più prossimo a quest' astro. 

La Distanza media dei pianeti è la media Ira la loro massima e la loro mi- 
nima distanza dal sole, o la media tra le loro distanze afelia e perielia. 

Le Distanze reali sono le distanze dei pianeti dal sole misurale per mezzo 
di misure terrestri, come leghe, miglia, cc. 

Le Distanze proporzionali sono le distanze dei pianeti dal sole poste a con- 
fronto con una di esse presa per unità. Esse si determinano facilmente per mezzo 
della terza legge di Keplero, che è la seguente: 1 quadrati dei tempi periodici 
delle risoluzioni di più corpi intorno ad un centro comune stanno tra loro come 
i cubi delle distanze medie respetlive. In forza di questa legge, essendo noti i 
tempi delle risoluzioni dei pianeti, se ne deducono le seguenti distanze pro- 
porzionali, prendendo per unità quella della terra. 


Pianeti Dittante proporzionali medie 

Mercurio 0,3870981 

Venere 0, 7a333a3 

Terra . . * 1,0000000 

Marte , . . . ■ 1,5236985 

Vesta 2,2373000 

Giunone 2,6671630 

Cerere a, 7674060 

Pallade 2,7675920 

Giore 5,2027911 

Saturno 9,5387705 

Urano 19, i833o5o 


E poiché la distanza media della terra dal sole é stata determinata per mezzo 
del passaggio di Venere ( Vedi Passaggio e Pazallasse ) in 39229000 leghe di 
2000 tese I’ una , cosi basta moltiplicare per questo numero le distanze prece- 
denti per ottenere le distanze medie reali espresse in leghe di 2000 tese. In 
tal modo si Irosa: 


Pianeti distanze reati medie 

Mercurio i5 i85 465 

Venere 28 375 600 

Terra 39 229 000 
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Marte 5g 772 960 

Vesta 87 787 oso 

Giunone 104 63o 1^0 , 

Cerere 108 562 55o 

i’allade 108 570 000 

Giove 204 100 280 

Saturno 374 xg6 340 

Urano 752 540 172 


Quanto alla distanza della luna e degli altri pianeti secondar) dai loro pianeti 
priucipali, si veda 1' articolo Sarar-LiTi. 

Si vedrà a ciascun pianeta in particolare come si determinino le sue distarne 
afelia e perielia, non meno che le sue distanze dalla terra. Per mezzo di queste 
ultime distanze si giunge a calcolare il diametro reale di un pianeta di cui si 
conosca il diametro apparente. 

DisTsaza dblli S Tri. La. Fino ad ora tutti i tentativi fatti dagli astronomi per 
determinare la distanza che ci divide dalle stelle erano tornati inutili. Il metodo 
di cui crasi generalmente fatto uso a tale oggetto era quello della parallasse 
annua ; ma , ad onta delle attenzioni le piti scrupolose , dell' eccellenza e della 
grandezza degli strumenti adoperati, alcun astronomo non era ancora giunto a co- 
statare con precisione una parallasse di un solo secondo, nessuno aveva dimostrato 
che esistesse una stella , anco di prima grandezza, tanto viciua alla terra che 
le lioee dirette dal suo centro alle due estremità di un raggio dell' orbita terre- 
stre formassero tra loro, nella situazioue la più favorevole di questo raggio , un an- 
golo di un solo secondo. La trigonometria c'insegna che una linea velluta esatta- 
mente di faccia sottende un angolo di un secondo , quando essa è distante dal 
vertice di 206000 volle la tua lunghezza. Ora il raggio dell'orbita terrestre, ve- 
duto dalle stelle, sottende un angolo minore di un fecondo, dunque la distanza 
rettilinea di questi astri dalla terra supera il prodotto di 206000 pel raggio del- 
1’ orbita espresso in leghe: il prodotto di 206000 per 39229000 , espresso in nu- 
mero tondo, è 8 milioni di milioni di leghe. La mente umana ti confonde e ss 
perde pensando a questo spazio immenso, che in 6ne non è che un limile al di 
qua del quale le stelle nou possono esser collocale. 

Un metodo immaginato prima da Galileo, posto poi in pratica ma senza suc- 
cesso dal doli. Long e da Herachel , ba recentemente condotto il prof. Bessel 
a determinare con tutto il rigore geometrico la distanza delle stelle dal nostro 
sistema planetario. Consiste questo nell'osservazione delle posizioni relative di 
due stelle poco dittanti tra loro. Queste due stelle, quantunque vicine in appa- 
renza, possono estere a distanze molto differenti dalla terra, e sembrare prossime 
unicamente per un effetto di proiezione. Confrontando perciò le osservazioni 
fatte ad un intervallo di sei mesi , la distanza di circa 76 milioni di leghe, alla 
quale ti sarà trovato 1’ osservatore nelle due stazioni, avrà influito maggiormente 
sulla posizione della stella vicina che su quella della stella lontana: questa si 
sarà elevata parallatticamente sull' «eclittica meno dell’altra, e la posizione relativa 
delle due stelle sarà cangiata. Tenendo dietro a questo principio, già esposto dal 
sommo Galileo nella Giornata terza del tuo Dialogo intorno ai due massimi 
sistemi del mondo Tolemaico e Copernicano (Tedi le Opere di Galileo, Tom. I, 
pag. 4 >5 dell' edizione che presentemente si pubblica in Firenze per cura della 
Società Editrice Fiorentina), e facendo uso di un fortissimo eliometro, l' illustre 
direttore dell’ osservatorio di Kouigsberg ha con rara perseveranza, accuratezza e 
abilità confrontato assiduamente le due stelle di sesta grandezza della costella- 
zione del Cigno , indicate col numero 61 nei cataloghi, con due stelle piccolissime 
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« dittanti da quirite !' una di circa 8' e 1’ altra di circa ia* : la d'ulama in» 
{rotare delta Gì' da quest' ut li ma stella non solamente ha cangiato in lutto il 
corso dell' anno, ma il cangiamento si è rigorosamente effettualo nel senso e se- 
condo le quantità relative che Io spostamento graduale della terra lungo la sua 
orbita necessariamente esigeva. Dopo avere raccolto e paragonato le osservazioni 
con tutta la destrezza che poteva attendersi da un geometra cosi ingegnoso , il 
sig. Besscl ha trovalo infine, per la parallasse della 6i* del Cigno, un terzo di 
secondo , o più precisamente o*%3i. La parallasse © f, ,3t corrisponde ad una 
distanza dalla terra, che supera secento mila volle l' intervallo della terra dal 
sole, ad uua distanza cioè che la luce , con la sua velocità dì 77000 leghe per 
secondo, non percorrerebbe che in dieci anni. 

Distanza apparente di due astri : è così chiamato V angolo formato dai raggi 
visuali che dal nostro occhio tanno ad ognuno dei due astri, ed è misurato dal- 
1' arco di circolo massimo compreso tra essi sulla sfera celeste. 

Distanza accobciata. È la dislauza di un pianeta dal sole ridotta al piano 
dell' eccl ittica , cioè la distanza che vi è tra il sole e la proiezione del pianeta 
sul piano dell’ eccl iti ita. Gli astronomi le hanno dato il uofae di distanza ac- 
corciala , distantia curiata , perchè è sempre più corla della distanza reale. La 
differenza tra queste due distanze si chiama carta zione o riduzione della dislanca. 

DISTANZE LUNARI (Astron. Nauti). Avviene specialmente nei viaggi di lunga du- 
rala che i navigatori facciano un uso frequente delle distanze della luna dal sole 
e dalle stelle per determinare Te longitudine del luogo io cui si trovano. Tali 
distanze si misurano per mezzo del sestante, o, meglio ancora, col circolo di 
riflessione del quale Borda ha arricchito l'astronomia nautica ( Vedi Circolo Ri- 
petitore). La rapidità colla quale la luna si muove nella sua orbita intorno alla 
terra fa si die in. alcune circostanze Parco che la separa da una determinata 
stella cambia sensibilmente di grandezza in un brevissimo spazio di tempo, il 
che ha luogo specialmente quando la declinazione della stella situala all'oriente 
o all'occidente della luna è poco differente da quella di questo salcllite. Nella 
Connaissance des tempi, si trovano calcolale per ognuno dei mesi dell'anno, 
di 3 in 3 ore , le distanze vere del centro della luna da quello del sole , dalle 
stelle principali dello zodiaco, e presentemente anco dal centro dei pianeti; 
queste distanze sono tali quali le vedrebbe (facendo astrazione dalla refrazione) 
un osservatore che fosse posto nel centro della terra. Si compreude così facil- 
mente che se in un luogo, la cui longitudine sia presso a poco conosciuta, venga 
misurata una distanza lunare, e questa poi sia stata ridotta a distanza vera, non 
resta più che a determinare, per mezzo di un calcolo semplicissimo, l'ora, i 
minuti e i secondi del tempo medio che si segnava a Parigi quando esisteva 
questa distanza vera; poiché la differenza tra questo tempo e quello dell' osser- 
-razione sarà la differenza della longitudine cercala» Ordinariamente la formula 
per mezzo della quale si converte una distanza luuare apparente in distanza vera 
è quella di Borda: essa si ol tiene nel modo seguente. 

Siano A, E, E' la distanza e le due altezze apparenti del sole e della luoa; 
0 , e, e 7 , la distanza e le altezze vere di questi due astri; finalmente Z l'an- 
golo formalo allo zenit dai due verticali nei quali ai trovan respetti va meni© t 
loro luoghi veri ed apparenti. 11 triangolo sferico, i cui vertici sono allo zenit 
e al centri apparenti degli altri, darà 

.J* .1 - . « . . ,.1.. il- -..fgviita ' * I Ullp' 4 4 

p pi 

co» A — »en bj«n W 
cojZ= 3 — r r., . 

1 , . , . cwfc coli,' 

Dii. di Hat. Voi. ir. a3. 
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quello i cui vertici tono allo lenii ed •> centri veri degli Miri dark parimente 

co» 5 — »en e ren e* 
coaZ sa — — ; , 


e eoil li avrà 


coi 4 — ien E ten E' 
coi E coi E' 


coi S — ten e ien e* 
coi e coi e* 


Ma a motivo di 

aeo E len E f = coi E coi E' — coi ( E ■+- E') , 
len e lene'zecoiecDie'— coi(e-t-e'), 
la relaiiooe precedente li traiforma nece, «riamente nell’altra 

coi A-t-coi(E-l-E') coi d -t- coi ( c *4- e') 
coi E coi E* coi e coi e* * 


donde ai trae 

, coi e coi e* r ... a 

C0 ’° " co, E coi E' + )i 

e le li comidera che 

coi 4 + coi (K-t-E' ) = a coi j ( E-+-E' -*• 4 ) coi J ( E-t-E' — 4 ) , 
coi{ « -t- e* )c=j a 001*5(6-1^ ) — i , 
coi 3 c* ■ — a ien* J J, 

li avrà 


•eo’^aco^li+e')- 


cos j(E-«-E'>+- 4 )coi J (E-t-E' — 4 )coi croie' 
coi E coi E' 


Quindi , ae li fa 


t eoi J( E-t-E' -+• 4)coiJ (E-t-E/ — A)coJerole , 

f co, E coi E' co, { e-t- e' ) * 

ai avrà finalmente 

icn j 3 es coi J( e •+■ e' )coi y . 

• 

Quella formula, la pii, comoda di tutte quelle che fin qui tono itale propo- 
ste per ridurre una distanza apparente a diitanza vera, non preieota alcuna va- 
riazione di ugno , il che è un vantaggio che diminuiice comiderabilmente 
le probabilità di commettere errori di calcolo. Per farne un buon uio, bisogna 
raccogliere accuratamente tutti gli elementi nel più breve spazio di tempo pos- 
sibile. Per esempio, le altezze degli astri , quando nou voglionsi dedurre dal 
calcolo , debbono esser prese da due osservatori , nel tempo stesso che un terzo 
misura la distanza de’due astri. Per più minute particolarità ti consulteranno i 
trattali speciali della scienza. 
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Appi.iCiiio.ic 


Un viaggiatore giunto il 12 maggio i8a5 in un luogo in cui (rotò la latitu- 
dine boreale di 36° 4°' e di cui atim 6 la longitudine occidentale di 3°' 36' in 
tempo , raccolte le tegnenti ouervationi contemporance prete ■ 7 °' 4 °' del mat- 
tino o a 19 °' 40 ' di tempo aitronomico. 


Alleni dell’ orlo inferiore del iole — — 3o° 17 ' 8 " 

Allena dell’orlo inferiore della luna 5a 69 3o 

Dittante degli orli protiimi 61 28 6 

Alleata del barometro . o m , 7399 


Allena del termometro centigrado. . . -t- a5* 


La Connaistance dei tempi dà per I’ epoca delle otterrationi , vale a dire 
per a3" iG', tempo contato a Parigi 


Paratlaue oriaaontale della luna 54' 7 " 

Parallatte orinontale del iole =3 8 , 7 ! 

Semidiametro della luna = 14 45 

Semidiametro del cole i5 5t 


Si tratta ora di calcolare l’ aumento de! lemidiametro della luna cagionato 
dalla tua alletta al di aopra dell’ oriatonte ( Vedi Aumento), e ti trorerà il te- 
midiametro apparente della luna eguale a 14 ' 56" , che al pari del aemidiametro 
del iole deve aggiungerli alla ditlania degli orli dei due altri, per avere la di. 
atanta apparente A=6i° 58' 53". Quindi ti avrà 

Allena apparente del iole .... 
Semidiametro 

. . . 3o* 17 ' 8 " 

. . . + i5 5t 

Allena apparente del centro . .. .. 
-t- partitane — refratione .... 

• • E = 3o 3 a 59 

• • • — 1 7 

Alletta vera geocentrica del iole . .. 

. • esc 3o 3i 36, 3 

AUezta apparente dell 1 orlo della luna 
Semidiametro 

. . Sa” 59 ' 3o" , 

a a •+* 1^ 56 

Altezza apparente del centro. . . . 

-f parallasse — refrazione .... 

. . E'c= 53 14 26 
. • + 3r 43,8 

Allena vera geocentrica della lima . 

. 1 #' 2=a 53 46 9 , 8 
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Conoicendo eoiì talli gli elementi «Iella formula precedente, ai opererà per 
mezzo dei logaritmi nel modo che acgue : 


d=3 

6 i° 

58' 

53" 

E ss 

So 

3a 

5g . 

E'== 

53 

*4 

36 . 

somma m = 

145 

46 

18 


7» 

53 

9 • 

A — i m — 

IO 

54 

l6 

e ss 

3o 

3i 

3tÌT 

e' ss 

53 

46 

9,8 

somma = 

84 

1746,1 

semisomma n=s 

4 2 

8 

53,o 

angolo f = 

46 

6 

>9 • 

n c 

4* 

8 

53 . 


Di qui fi he 


colog coi ss 0,064901,9 
. colog coi = 0,3119673 

. . . log coi = 9,4687558 

, . . log coi ss 9,9930866 

» 

. . . !o£ cos = 9,9352009 

. . . log coi ss 9,771614$ 

lomma 3=19,4555373 
je mi somma = 9, 7377636 

colog COI =S O, I 399396 

log icn f » 9 , 85 j 7 o 3 » 

. . log coi y ss 9,8409434 

log coi e= 9, 8700604 

sen j d ss g, 7110038 


Jd s=3o* 56' t",8; Distanza fera 5s=Ci° Sa* 3", 7 
Dalla Connaissance del temps ai la che 

Ì' il Maggio a ai 0 ' la di, laura era di . . Ga° $3' 33" 
il la a mezzogiorno di . . . . , . Ci 3j 18 

perciò la diminuzione in 3 ore . . . ss 1 *1 i5 


Da un'altra parte 
•e da . i 
ai toglie . 
il reato tara 


. 62° 53' 33" 

à s= 6t 53 3,7 

1 ‘ 2 9, 7 


donde li ottiene la seguente proporzione 

»• ai' i5" » 3“' : : i° 1' 19", 7 : *s= 2" 16' i3" G 


i 


»i V 


Aggiungendo ai 

ai ha l'ora di Parigi 1’ 11 ss a3 16 r3 , C 

Ma l'ora dell’ oiierratorio era . . . ss 19 4° 0 

dunque la longitudine occidentale in tempo è ss 3 36 i3, G 


Queita loluzione è indipendente dalla figura elliiioidira della terra, eri infatti 
è del tutto inutile il prendere in eoiuideraiione lo ichiacciameulo a moti*» 
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dell' incei tczza rhe laici* un metodo di osservazione che prelenta spesso molte dif- 
ficoltà sul mare. Ciò non ostante. Borda ha indicato il primo come bisognerebbe 
procedere net raso il pili generale. Si consulti la sua opera intitolata: Descri - 
ption et usage du ertele de rfjlexion , pag. 80. 

DISTANZE MUSICALI ( Acust . ). Pedi Iktsevalu si osici li. 

DISTL'RBATRICE (Astron.). Si chiama forsa dislurbatrice quella che é perpen- 
dicolare al piano del pianeta turbato. Fedi PeaTUasazioai. 

DITO. Vedi Digito. 

DITTON { HouraatT ), dotto ecclesiastico e profondo matematico inglese, nato a 
Salisbury il ag Maggio 1675. Essendo Aglio unico, e manifestando le più belle 
disposiaioni per l’ istruzione , suo padre gli procurò una eccellente privata edu- 
1 caiione superiore ancora alle di lui forte patrimoniali. Egli peraltro non si retò 
a nessuna università , il che probahilmenle è da attribuirsi ai principj religiosi 
de’ suoi genitori. In opposizione alla sua propria inclinazione, ma in conformità 
dei desideri di suo padre, si dedicò alla professione della teologia, e varj anni 
predicò con gran successo a Cambridge nel senso dei presbiteriani. 

La sua roslilozione essendo troppo delirata per sostenere le fatiche del pergamo, 
ed essendo stati remossi gli ostacoli frapposti dall' autorità paterna alle sne 
. inclinazioni , cominciò a rivolgere i suoi talenti ad altri studj. Le sue cognizioni 
matematiche avendogli acquistata l'amicizia di Wbialon e del Doti. Harris, 
questi lo fecero conoscere ad Isacco Newton, il quale concepito avendone somma 
stima, gli procurò colla sua raccomandazione e colla sua influeiiza la cattedra di 
matematiche nell’ ospitale di Cristo, ove lesse Ano alla sua morte arrenata nel 
1715 r.el quarantesimo anno dell’ età sua. 

Dilton era altrettanto laborioso che dotto, siccome può giudicarsene dalle opere 
che pubblicò nello scarso tempo di soa vita cui consacrò alle matematiche. Ecco 
l'elenco delle principali: I On thè tangente of curve» , memoria inserita nelle 
Transazioni filosofiche , voi. a 3 ; II A Treatise on Spherical Catoptrics , pub- 
blicala parimente nelle Transazioni filosofiche per l’anno i;o 5 , donde fa co- 
piata e ristampala negli Aera eruditorum Hi Lipsia nell’anno 1707; HI Gene- 
ral Laws of Nature and Motion , 1705, in-8 : V0IA0 nel rammentare quest* opera 
dice che essa illustra e facilita gli scrini di Galileo, di Huygeni, ed i Principia 
di Newton ; IV An Inttitution of Flttxions , containing thè first Principles , Ope- 
rations , and Applications oj that admirable Method, as invented by sir Isaac 
Newton , 1706 , in-8 , ristampala con aggiunte da Giovanni Clark e nel 1726 ; V La 
Synopsis algebraica di Giovanni Alexandre con numerose aggiunte e correzioni, 
1709. In quest'opera insegna i principi matematici della prospettiva, e dopo 
avere indicali i metodi allora generalmente praticati, espone le prime idee del 
nuoto metodo che è slato poscia esteso e perfezionalo dal Doti. Brook Taylor, e 
reso pubblico nel I7>5; VI Net 171$, Dillo:! pubblicò diversi opuscoli, ai teolo- 
gici che matematici, e particolarmente il suo Discourse on thè Resurrectton of 
Jesus Chris! , e la New La w of Fluids , or a Discourse concerning thè Ascent 
of Liquidi, in exact Geometrical Figures, between two nearly contiguout Surft- 
ces. A quest’ultimo scritto è unito un piccolo trattato che ha per oggetto di di- 
mpstrure essere impossibile che il pensiero e la percezione sia il risulta mento di 
alcuna combinazione delle parti della materia e del moto, argomento in quel 
tempo mollo agitato. Alla stessa opera è stato pure aggiunto da lui e da Wbiston 
un avvertisnento rapporto ad un nuovo metodo che essi avevano immaginato per 
determinare le longitudini in mare, e che avevano pubblicalo circa sei mesi avanti. 
I dispiaceri che per occasione di tale metodo ebbe a soffrire Dilton affrettarono 
probabilmente la sua morte; imperocché, quantunque prima che la sua memoria 
venisse presentala ali'UAtio delle longitudini fosse essa approvata c sostenuta da 


m di v 

Kenlon , e veni*ie poi il metodo «testo eoo pieno successo posto in pratica nel 
determinare la differenza di longitudine Ira Parigi e Vienna, pure I' Ufitio fu 
di contraria opinione. Il dolore che ritenti per tale giudizio, e particolarmente 
pel ridicolo col quale lo attaccò io alcuni versi il decano Swift, alterò talmente 
la aua salute che mori nei succeuiro anno 1715. 

Nell’avvertimento premesso da Ditton alla traduzione tedesca del suo Discor- 
so sulla Returreiione , si dice che egli aveva pubblicalo sotto il solo suo nome 
un altro metodo per trovare le longitudini, il che però fu impugnato da Whislon. 
Ciò non ostante, un dotto ebreo, Raffaello Levi, che aveva studialo «otto Leib- 
nilz, iuformò l'editore tedesco essere a sua perfetta notizia che Dittoo aveva 
immaginato a tale oggetto una macchina , e che Leibnits dopo averla esaminata 
l'aveva pienamente approvata per gli usi di terra, quantunque dubitarne che non 
potesse riuscire egualmente utile ip mare a motivo dell'ondulazione delle nevi. 

DIURNO ( Attron. ). Dicesi in astronomia diurno lutto ciò che ha rapporto al 
giorno, in opposizioue alla parola notturno cha ti applica a ciò cba ha rapporto 
alla notte. 

Arso diurno ti dice 1 ' arco che no astro qualunque descrive dal momento del 
tuo nascere fino a quello del suo tramonto. Si chiama poi arco temi-diurno 
l'arco che un aatro descrive dal «un nascere fino al suo passaggio pel meridiano, 
o dal suo passaggio pel meridiano fino al suo tramonto; e dicesi temi-diurno 
perché è circa la metà dell'arco diurno. Ordinariamente questi archi il espri- 
mono iu tempi piuttosto che in gradi. 

li Circolo diurno i un circolo paralello all' equatore, nel quale nn astro o un 
punto qualunque preso sulla sfera celeste si muore o mostra di muoversi in forza 
del suo moto diurno: rosi, immaginando una linea retta tirata dal centro di una 
stella perpeodicolarmente all’ asse del mondo e prolungata fino alla superficie della 
afera, e supponendo che questa retta faccia una intera risoluzione intorno t que- 
st'asse, essa descriverà nel cielo un circolo che sarà il paralello o il circolo diur- 
no della stella. 

Si chiama molo diurno di un pianeta 1 ' arco celeste che esso percorre nello 
apazio di venliqualtr’ ore in forza del suo movimento proprio. Per avere il moto 
diurno di un pianeta bisogna prima conoscere il tempo che esso impiega a fare 
la sua rivoluzione intera e quindi stabilire la seguente proporzione: U tempo 
della intera rivolutone ita a a) ore , come i 3 60 gradi dell' intera circon- 
J erenta stanno al numero x dei gradi contenuti nell'arco cercato . Cosi, per 
esempio, sapendo che il sole fa la sua intera risoluzione in 365 giorni e circe 6 
ore, vale a dire in 8766 ore, ti stabilirà la proporzione 

8 ;GC : aj :: 3 Co* : x; 

donJe si troverà 


36 o“Xa 4 
1 8766 


r= o* 5g' : 


cosi il moto diurno del sole è di 5 g minuti. Si noli però che questo metodo non 
dà che il moto diurno medio, poiché il moto diuroo vero del sole, per esempio, 
ora è maggiore ora è minore, e il moto diurno di un pianeta veduto delta terra 
giunge talvolta perfino ad esser nullo, quando il pianeta i stazionario. 

Il moto diurno della terra è la sua rotazione intorno al suo asse, che si effet- 
tua in veotiquattr’ ore e forma il giorno naturale. 

DIVERGENTE. Si chiama divergente lutto ciò che partendo da un punto, in se- 
guilo si allontana continuamente in modo da non potersi piò incontrare. Cosi 
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dna linee che formano un angolo >000 divergenti dalla parte dell'apertura di 
quest’ angolo ; eoa sono al contrario convergenti dalla parte del vertice. 

Si chiama serie divergente in àlgebra , quella in cni la somma di an numero 
limitato di termini , a partire dal primo tarmine, non converge terso alcun li- 
mite fisso, a che enti a misura che il numero dei termini che si considerano 
diviene più grande essa si allontana sempre più da questo limite fisso. 

Daremo l' esempio io questo punto di una serie che , sebbene i termini dimi- 
nuiscano continuamente , essa non è ciò non ostante convergente. 

Sia la serie 



I termini di questa serie diminuiscono indefinitamente-, ma considerando la 

somma dei termini a partire da , fino al termine - , cioè 

ri -hi nrs 

■ 1 

Il II ■> 

-h • ••■-+- -h - — , 

n-h« n-hl an — 1 an 


si vede che questa somma essendo formata di n parli di cui I' ultima è minora 
di ciascuna delle precedenti, essa sarà sempre superiore, qualunque sia n, al 


prodotto 


— . Risulta da ciò ebe la somma di tutti i termini che se- 
a 


g trono - è formata di un numero infinito di parli maggiori di 


dimodoché 


questa somma ha un valore infinito. Per conseguenti la serie è divergente. Vedi 
Sanie. 

DIVIDENDO ( Aritm. ) Ramerò sul quale vogliamo eseguire una divisione. Vedi 
Divisione. 

DIVINI (Eustachio), celebre artefice italiano, natn a S. Severino nella Marca. 
Abilissimo nella costrutione de' telescopi giunse a formarne di 73 palmi romani; 
nella quale arte ebbe a rivale Giuseppe Campani ( Vedi Canraai) che ne fece 
di aio palmi. Nè si limitò egli ad essere solo artefice, ma fece ancora parec- 
chie osservazioni, e nel 1660 pubblicò a Roma un opuscolo latino in cui im- 
pugnava il sistema di Saturno proposto da Hujgens. Non si conosce nè I 1 epoca 
della nascita nè quella della morte di Divini, ma si sa che viveva ancora nel- 
l'anno i663. 

DIVISIONE; ( Aritm. e Algeb.). Operatione che ha per oggetto di trovare uno 
dei fattori di un numero dato, quando ai conosce I' altro (attore. 

Questa definizione generale della divisioue può esser soggetta a due modifica- 
zioni, risultanti dal poter considerare il fattore cercato come moltiplicando o co- 
me moltiplicatore. Ter esempio, 3 moltiplicato per 4 dà la; qui, 3 è il moli- 
plicand* e 4 il moltiplicatore. Se ci si proponesse perciò di determinare 3 per 
mezzo di la e di 4, o il che equivale al medesimo di dividere la per 4, * evi- 
dente che l’operazione consisterebbe a cercare la quarta parte di sa, poiché ai 
sa che il numero domandalo ha dovuto esser preso 4 volle per formare la. Se ai 
conoscesse al contrario sa, e il moltiplicando 3, e che si volesse determinare 4s 
ci si proporrebbe di cercare quante volte 3 è contenuto in sa. 
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Quelli Jae modi di considerare la divisione li riuniscono nell' idea generale di 
quest’operazione, poiché, come l'abbiamo dimostralo ( Alo. 7) i due fattori en- 
trano nel medesimo modo nella composizione del prodotto, ed è per conseguenza 
indifferente di prendere uno qualunque di questi fattori per moltiplicando. Cosi 
possiamo egualmente dire, in tutti i casi, che diridere un numero per un altro 
vale cercare quante rotte il primo contiene il secondo. - 

Prendendo per esempio i numeri 12 e 3 , il mezzo che si offre subito per tro- 
vare il fattore domandato è di sottrarre 3 da la tante rolla quante ri è conte- 
nuto, e eoa questo metodo si otterrebbe 

12 — 3 = g, 9 — 3=6, 6 — 3 = 3, 3 — 3 = o, 
donde si potrebbe concludere che 12 contiene il Ire 4 tolte, poiché è stato neces- 
sario eseguire 4 sottrazioni per non trorare più resto. 

Ma queste sottrazioni sticeessire diverrebbero impraticabili, se si trattasse di 
operare sopra nnroert grandi; e si sente la tiecesiità di un processo particolare 
che sia a loro riguardo ciò che è la moltiplicazione, rapporto alle addizioni suc- 
cessive di una quantità con se stessa. Ora, quealo processo noo può essere che 
l' inverso di quello della moltiplicazione, ed è partendo da quest’ ultimo che cer- 
• cheremo di farne comprendere il suo meccanismo. 

I. Il numero che Togliamo diridere prende il nome di dividendo-, il fattore 
conosciuto, quello di divisore, ei\ fattore cercato quello di quoiicnte. Cosi nella 
divisione 



13 é il dividendo, 3 il divisore, e 4 il quoziente. 

2. Per dividere un numero composto di due cifre per un numero composto di 
una sola cifra, ci serviamo della tavola dei prodotti chiamala tavola di Pitagora 
( Vedi MoLTiPLicazHiKi). Per esempio,' per dividere 56 per 7, si cerca nella 
settima colonna verticale il numero 56 e avendolo trovato situato iu faccia al- 
l'otto della prima colonna, se ne conclude che 56=7X8,' e per conseguenza 
che il fattore cercalo, o il quoziente, é 8. 

3. Allorché il dividendo dato non sì trova nella tavola, ciò significa che esso 
non è esattamente il prodotto di due fattori. In questo «aso la divisione lascia uu 
resto ; per esempio, 8 non divide 5o esattamente, poiché 8X6 = 4® e 8X7 = 56, 
ai dice allora che 5o diviso per 8 è eguale a 6 con un resto 2 ; il che dà l’ egua- 
glianza 5 o= 8X6-4 -s. 

4- Per effettuare la divisione dei numeri composti di più di due cifre, bisogna 
prendere prima di lutto l'abitudine di eseguire a memoria qaetla dei numeri di 
due cifre, come bisogoa saper formare i prodotti semplici per poter operare una 
molti plicaziooe. D’ora in avanti supporremo che si sappiano trovare i quozienti 
semplici. 

5. Si abbia ora da dividere Un numero composto di più di due cifre per un 
divisore di una sola cifra. Per rendere il processo più sénsibile, moltiplichiamo 
un numero qualunque per una sola cifra; per esempio 6548 per 8, e pren- 
diamo 8 per moltiplicatore col fino di poter meglio esaminare la composizione 
del prodotto ; avremo 

6548 

8 

6? 

3a 

40 

JP_ 

5 * 381 . 
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Or» prendiamo 5 a 38 4 P* 1 * dividendo e 8 per dimore, e facciamo la seguente 
operazione : 

5a38 4 \ 0548 

48 

fi 

4® 

~JT 

Sa 

H 


Avendo scrilto 8 alla detira di 52384 , cominciamo dal dividere le due ultime 
cifre a sinistra 5a per 8; questa divisione ci dà 6 per quoziente con un resto 
4, perchè 6X8c=4^- Ora, questo numero 6 cosi trovato è la cifra delle più alte 
diecine del quoziente domandato; poiché dalla formazione del numero 5a384 , è 
evidente che le due ultime cifre 5a contengono il prodotto 48 dell 1 ultima cifra 
del moltiplicando per 8, più le diecine del prodotto precedente 4°> aggiunte 
nell'addizione finale; dunque 5a diviso per 8 deve dare per quoziente quesl'ul- 
tiiua cifra del moltiplicando, con un resto eguale alle diecine aggiunte. 

Avendo sottratto il prodotto di G per 8 , o 48 , da 5a , si scrive accanto del 
resto 4 » cifra seguente S del dividendo, si vede che 43 è il prodotto della 
penultima cifra 5 del moltiplicando per 8, prodotto aumentalo delle dieciue S 
del prodotto precedente. Ragionando come l'abbiamo fatto pel numero 52, si tro- 
verà che il divisore 8 è contenuto 5 volte in 43, con un resto 3; si scriverà 
perciò 5 al quoziente, e accaoto del resto 3, abbasseremo la quarta cifra 8 del 
dividendo, 38 essendo, per le medesime ragioni di sopra, il prodotto della se- 
conda cifra a sinistra del moltiplicando, pel moltiplicatore 8, aumentato delle 
diecine del primo prodotto, si troverà questa seconda cifra dividendo 38 per 8, 
il che darà 4 per quoziente e 6 per resto. Scrivendo finalmente, accanto di que- 
st' ultimo resto I' ultima cifra 4 del dividendo, 64 sarà il prodotto delle unità 
del moltiplicando, e dividendo 64 per 8, otterremo queste unità 8, che scrive- 
remo al quoziente. La divisione avrà dunque fatto ritrovare esattamente il mol- 
tiplicando 6548. 

6. Senza confonderci sopra altre simili decomposizioni, fisseremo la seguente 
regola. 

Per dividere un uurnero di più cifre per un numero di una sola cifra, bisogna: 

l.° Scrivere il divisore accanto del dividendo, separandoli per mezzo di una 
linea. . # 

2. 0 Cercare quanto la prima cifra del dividendo contiene il divisore, o, se 

questa prima cifra è più piccola del divisore, quanto le due prime cifre 
del dividendo contengono il divisore, e scrivere questo numero al quo- 
ziente ; 

3.° Sottrarre dalla parte impiegata del dividendo , il prodotto della cifra tro- 
vata ; 

4. 0 Scrivere accanto del resto ottenuto da questa sottrazione la cifra seguente 

Di*. di Mal. Voi. ir. 24 
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ilei dividendo , per formare un nuovo dividendo partirle sul quale si 
opera come sul primo; 

5.* Scrivere il secondo quoziente parziale alla destra del primo e sottrarre il 
suo prodotto dal secondo dividendo parziale; 

fi." Accanto del resto di quest' ultima sottrazione, scrivere la cifra del divi- 
dendo generale che segue 1’ ultima impiegata, per formare un terzo di- 
videndo parziale; 

j.° Continuare finalmente nella medesima maniera fintantoché si siano adoprate 
tutte le cifre del dividendo generale. 

Alcuni esempi basteranno per rendere questa regola evidente. 

7. Si abbia da dividere 6i6o5 per 9. Dopo aver disposto come segue i nu- 
meri dati 


Gl6 ° 5 i 68/,5 
76 

40 

45 

o 


si dirà: in Gt quante volte 9? 6 volte per 54. Scriveremo 6 al quoziente, e si 
sottrarrà 6 volle 9 o 54 da 61 , il che darà un resto 7, accanto del quale si 
scriverà la cifra G del dividendo. Continuando l'operazione si dirà: in 76, quante 
volle g? 8 volte per 73; si scriverà 8 al quoziente, e si sottrarrà 73 da 76, il 
che darà 4 per cesto , accanto del quale si scriverà la cifra zero del dividendo. 
Si dirà di nuovo, in 4° quante volle 9? 4 colte per 36; si scriverà 4 al quo- 
ziente e accanto del resto i , ottennio sottraendo 3G da 4°, si scriverà 1’ ultima 
cifra 5 del dividendo. Si dirà Analmente, in 45 quante volte 9? 5 volte esatta- 
mente, e si terminerà l'operazione scrivendo 5 al quoziente e zero per ultimo 
resto. 

Il quoziente domandato è dunque 6845. 

8. Proponiamoci di dividete 8437 per 7. Qui, non vi è bisogno di prendere 
due cifre del dividendo per cominciare l’operazione, perchè la prima lo contie- 
ne digià. Si dirà dunque 

*4»? j-fer 

037 

a 


in 8 quante volte 7? una volta con on resto 1. Abbassando la cifra 4, si con- 
tinuerà dicendo in i4 quante volte 7? a volte senza resto. Si scriverà dunque 
zero per resto, e si abbasserà la cifra 3 del dividendo , il che darà o3 o sola- 
mente 3 per terzo dividendo parziale; si dirà dunque in 3 quanle volte 7 f La 
divisione non potendo effettuarsi, si scriverà o al quoziente, e considerando 3 
come un resto, si scriverà accanto l’ultima cifra 7 del dividendo. Si terminerà 
finalmente dicendo.* in 37 quanle volle 7? 5 volte con un resto 3. 

Il quoziente cercalo è dunque I2o5; ma vi è un resto, il che prova che 7 
non è fattore esalto di 8437. 

9. Una decomposizione simile a quella del numero 5, ci fa conoscere il metodo 
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che bisogna seguire quando il divisore ha più cifre. Avendo moltiplicalo 876 
per 4G4, e trovato come sopra 4064641 proponiamoci il problema inverso di 
dividere 406464 per 876: il quoziente sarà necessariamente 4®4 ì scriviamo il di- 
visore accanto del dividendo, ed operiamo come segue: 

87G 

464 

35 o'| 

5 a 56 

35 o 4 

4064 . 64 i B ? C . 

35»4 l 4°4 

56 o 6 . 4 
5256 
35 o$ 

35 c >4 

o 

Da Ila composizione del dividendo, si vede che il prodotto del divisore pei 
1 ’ ultima cifra 4 del quoziente è contenuto nelle quattro ultime cifre 4064 del 
dividendo, più le diecine provenienti dagli altri prodotti parziali. Così, avendo 
separalo queste quattro cifre con un punto, è evidente che per trovare V ultima 
cifra 4 * D questione , non bisogna cercare che quante volte le cifre cosi separate 
contengono il divisore. Diremo dunque in 4°^4 quante volte 876? Ma siccome 
in questo caso la tavola di moltiplicazione è insufficiente, osserveremo che 4<>64 
essendo il prodotto di 876 per la cifra cercata, la prima cifra 4» o ip sui man. 
canza , le due prime cifre 4° debbono contenere il prodotto della cifra cercata 
per 1* ultima cifra 8 di 876; la questione si riduce dunque a dire in 4° quante 
volte 8 ? e siccome vi sta 4 volte, concluderemo inoltre che 4°^4 contiene 4 volte 
876. Premesso ciò, contenendo inoltre le diecine provenienti dagli altri pro- 

dotti parziali, per aver queste diecine, non bisogna che moltiplicare 876 per 
4, e sottrai re il prodotto da 4 <d> 4 - Avendo dunque scritto 4 ai quoziente molti- 
plichiamo il divisrre per questo numero, si porli il prodotto 35 o 4 sotto 4064, 
e quindi si sottragga da questo numero, avremo 56 o per resto. 

Se accanto di questo resto, si scrivono le due altre cifre 64 del dividendo, è 
bene evidente che il numero che ne risulta 56 o 64 noa contiene altro che i pro- 
dotti di 876 per le due prime cifre 64 del quozicole. 

Osserviamo di nuovo che il prodotto di 876 per la penultima cifra 6 del quo- 
ziente è contenuto nelle quattro prime cifre 56 o 6 del nostro nuovo dividendo 
più le diecine riportate dal primo prodotto parziale. Così, per trovare questa 
cifra 6, bisogna ancora cercare quante volte 56 o 6 contiene 876, ovvero, come so- 
pra , quanto 56 contiene 8. Ma qui 56 contiene il numero 8 sette volte e non 
sci volle. Si potrebbe perciò credere che vi fosse errore nell'operazione, se r.on 
ci si rammentasse che non solamente 56 contiene il prodotto di 8 per la cifra 
cercata , ma che esso contiene di piti ancora le diecine provenienti dai prodotti 
dell' altre cifre di 876, e ancora quelle provenienti dal primo prodotto parziale 
35 o.'| ; succede dunque spesso che la divisione delle due prime cifre del dividen- 
do per la prima cifra del divisore dà un numero maggiore di quello che si cerca. 
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e non polliamo considerare quello processo che come un tentativo , poiché per 
«liete sicuri che la cifra trovata non è troppo grande, Insogna moltiplicare il di- 
visore intero per sapere se il prodotto non lupe» le cifre separate del dividendo, 
poiché non bisogna perdere di vista che qui la vera questione è di sapere qaanto 
56u6 contiene 876. 

Cosi avendo trovato 7, dicendo: in 5g quante volte 8? moltiplichiamo 876 
per 7, e siccome il prodotto 6i3a è maggiore di 56o6 , concludiamo che 7 è 
troppo forte-, allora moltiplichiamo 876 per 6, e siccome il prodotto 5a56 è con- 
tenuto in 56o6, scriviamo 6 al quoziente e sotlragghiamo 5a56 da 56o6; avremo 
35o per resto , accanto del quale scriveremo 1’ ultima cifra 4 del dividendo 

Ora, è evidente che poiché abbiamo sottratto sucressivamenle dai dividendo 
generale i prodotti del divisore per le centinaia e le diecine del quoziente, 1' ul- 
timo resto 35o4 non deve più contenere che il prodotto del divisore per la cifra 
delle unità del quoziente, e che deve essere questo prodotto medesimo, poiché 
il divìdendo proposto é esattamente il prodotto del divisore pel quoziente. Cosi 
per trovare questa cifra delle unità , diremo: in 35o4 quante volte 876? ovvero 
più semplicemente, in 35 quante volte 8? 4 volte. Moltiplichiamo dunque 878 
per 4 p cr sapere se questa cifra non è troppo grande , e siccome il prodotto é 
esattamente 35o4, scriviamo 4 al quoziente, e o per ultimo resto, il che doveva 
necessariamente essere, poiché non abbiamo fatto thè sottrarre dal dividcodo lutti 
i prodotti parziali che lo componevano. 

10. Da ciò è facile concludere li seguente regola generale: 

Si prenderà sulla sinistra del dividendo tante cifre quante sono necessarie per 
contenere il divisore. 

Premesso ciò, si cercherà quante volte la parte presa del dividendo contiene il 
divisore , il che si fa cercando solamente quante volte la prima cifra a sinistra 
dei divisore é contenuta nella prima cifra del dividendo, o nelle dne prime se la 
prima non basta; si scrive la cifra trovata sotto il divisore. 

Si moltiplicano tulle le cifre del divisore per questo quoziente parziale , e si 
portano volta per volta le cifre del prodotto sotto le cifre corrispondenti del di- 
videndo parsialr. Si fa la sottrazione, c accanto del resto si abbassa la cifra se- 
guente del dividendo generale, il che dà un secondo dividendo parziale. 

Si opera sopra questo secondo dividendo parziale come sul primo, e si conti- 
nua l'operazione finlaoloché non si siano abbassale tutte le cifre del dividendo 
generale. 

Alcuni esempi serviranno a render chiari i casi imbarazzanti. 

11. Si abbia da dividere 373o438 per 7364 ; 

373o4.38 ( 7 36} 

3G8ao ) 5o6 

- . 48438 

4*54 


Arendo leparalo con nn punto le cinque ultime cifre del dividendo, perchè le 
.quattro prime tono insufficienti per contenere il divisore, dico: iu 37 quante 
volte 7? 5 volte; scrivo 5 al quoziente. 

Moltiplico 7364 per 5, e porlo il prodotto 36820 sotto 37304, dal quale lo sot- 
traggo; accanto del resto 484 abbasso la cifra arguente 3 del dividendo, ed ho 
per secondo dividendo parziale 48.13- 


I 
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Ora siccome quello secondo dividendo partiste è più piccolo del divisore , lo 
tratto come nel n.° 8, vale a dire arrivo o al qootiente, e abbasso 1' ultima ci- 
fra 8 del dividendo. 

Dico, io 48438 quante volte 7394? o, in 48 quante volte 7? trovo 6 volta 
che scrivo in quoziente, moltiplico il divisore per 6, e scrivo il prodotto 44184 
sotto il dividendo 48438 dal quale sottraendolo , ho 4?54 per resto. 

Infatti, moltiplicando il divisore pel quoziente si trova per prodotto 3728184 
che differisce dal dividendo dato del numero 4*34" 

12. Si tratta di dividere 8988186 per 5g6 

8988186 | 5gG 

5g6 | i5o8o 

3oa8 

2980 

4818 

4768 

5oG 

Prendo solamente le tre prime cifre del dividendo perché esse bastano per con- 
tenere il divisore, e in luogo di dire in 898 quante volte 696? dico: in 8 quante 
volle cinque? trovo 1 , che scrivo al quoziente. 

Moltiplico 596 per 1, e posto il prodotto 5g6 sotto 898, faccio la sottrazione, 
e accanto del resto 3oa, abbasso la cifra 8 del dividendo, e continuo dicendo: 
in 3o quante volte 5? 6 volle, ma moltiplicando il divisore per 6, trovo 3576, 
che è maggiore del dividendo , non scrivo perciò che 5 al quoziente. 

Moltiplico il divisore per 5, scrivo il prodotto 2980 sotto 3oa8, faccio la sot- 
trazione, e accanto del resto 48 abbasso la cifra 1 del dividendo. Ma siccome 481 
non può contenere il divisore 5g6, metto o al quoziente, e abbasso accanto di 
481 la cifra seguente del dividendo, il che dò 4818. Allora dico: in— 48 quante 
volte 5? ci sta 9 volte, ma per la medesima ragione di sopra, non pongo che 8 
al quoziente. 

Moltiplico il divisore per 8, e avendo sottratto il prodotto 4768 da 48<8, ho 
per resto 5o accanto del quale abbasso 1' ultima cifra 6 del dividendo. Ora, 606 
essendo più piccolo del divisore , scrivo o al quoziente, e siccome non ho più 
cifre da abbassare, ne concluda che 8988186 contiene i5o8o volte 696, più un 
resto 5o6. 

13. Questi esempi bastano per far conoscere il metodo che si deve seguire in 
tutti i casi. Ci rimane da far conoscere come possiamo abbreviare le moltiplicazioni 
che siamo obbligali a fare, per sapere se la cifra ottenuta con la divisione delle 
due prime cifre del dividendo per la prima cifra del divisore non è troppo grande. 
Cosi, nell' esempio di sopra, al terzo dividendo parziale, abbiamo: in 48 quante 
volte 5? 9 volte: ed effettivamente non abbiamo messo al quoziente che 8, per- 
chè il divisore moltiplicato per 9 , dà 5364 che i più grande del dividendo 4818. 
Ora, avremmo potuto evitare questa moltiplicazione facendo la seguente osser- 
vazione. 

Se 4818 contenesse 9 volle 5g6, l'ultime cifre 48 dovrebbero contenere 9 volle 
5, più un resto che si comporrebbe delle diecine provenienti dalla moltiplicazione 
dell’ altre cifre del divisore per 9, sottraendo dunque 5 volte 9 o 43 da 48, il 
resto 3 dovrebbe essere queste medesime diecine. Ora, 3i8 che rimane dopo aver 
tolto 45 centinaia da 4818, deve dunque contenere i prodotti delle due altre 


Digitized by Google 



190 DI V 

Tre, 9G del divisore per 9, e pariicolarmenoe 3 i deve coiilenere il prodotto della 
cifra 9 delle diecine per 9; ma questo prodotto essendo 81, e per conseguenza 
maggiore di 3 i, ne segue che 9 volte 596 è maggiore di 4818. Così, senza essere 
obbligato a fare la moltiplicazione e solamente coll* aiuto della differenza di 4$ * 
48, si riconosce che la cifra 9 non è quella che si domanda. 

Ora per sapere se 8 non è ancora troppo grande , poiché si presentano dei casi 
ove la prima cifra trovata supera la cifra cercala di due unità; diremo egual- 
mente 8 volte 5 fauuo 4 °» tolto da 48 resta 8 *» unendo 8 alla terza cifra 1 di 
4818, si dirà: 8 volte 9 fanno 72 che tolto da 81 , dà un resto 9 al quale si 
unisce P ultima cifra 8 di 4818 , e siccome 98 che ne risulta , è maggiore di 8 
volte 6, ne segue che 596 è contenuto 8 volte in 4818. 

4818 ( 5 qG 
4 °_ X 8 

«r 

7 2 

98 

48 


Coll' abitudine , si riconosce facilmente fin dal primo resto , se la cifra è 
troppo grande; ma in tutti i casi, siccome è inutile di scrivere, come l'ab- 
biamo fatto qui sopra, un’operazione che si eseguisce mentalmente, si abbrevia 
considerabilcnenle l’operazione generale. 

Dobbiamo ancora prendere l'abitudine di eseguire le sottrazioni dei prodotti 
parziali senza scrivere questi prodotti, e a misura che si formano; questo è 
quello che si trova spiegato in lutti i trattali di aritmetica. 


14* Divisione delle fbaziori. Dividere una frazione qualunque 


b p" un 


al- 


7 

tra frazione — , è la medesima cosa 
9 


che 


5 7 . , 

moltiplicare per — rovesciati o 
G Q 


per . Si ha dunque 


i ìciv®-!? 

6 ' 9 6 7 ~ 4 *’ 

Le ragioni di questa regola sono esposte all’ articolo Algebba n. 18. 

1 5 . Se si trattasse di frazioni decimali, l'operazione si renderebbe molto piti 
semplice, osservando che il quoziente di due numeri non cangia, quando si molti- 
plicano questi due numeri per un medesimo fattore. Infatti, sia 0,45 da dividere 
per o, 5 ; moltiplicando queste due frazioni per 100, esse divengouo 4 $ e 5 o il di 
cui quoziente è la frazione 

il 

5 o 


che possiamo ridurre in fratione decimale col processo esposto alla parola De- 
cimale. 

Si trova così 


o, 45 

o, 5 
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16 . Se i numeri proponi fossero composti di parli intere e di parti decimali, 
bisognerebbe moltiplicarli l’ano e l’altro con un multiplo di io, capace di fare 
sparire nel medesimo tempo le due parti decimali, e quindi operare la disisione 
aopra i numeri interi risultanti. Cosi, per diridere 54,35 per 7 , 0025 , bisogna co- 
minciare da moliliplirare ciascun numero per 10000 il che gli trasforma in 
5435oo e 70025 il di cui quoziente è il medesimo di quello dei numeri proposti. 

Possiamo perciò stabilire per regola generale di questa operaiione: Avendo com- 
pletata con zeri il nomerò dei decimali del dividendo e del divisore , si to- 
glie la virgola da una parte e dall' altra , e si opera come se i numeri pro- 
posti fossero interi. Per esempio, per diridere i54,o5 per 3,a55a, sì seri sera 

■ 54 , o5oo | 3, a552 

e, togliendo la rirgola, avremo 

1 54o5oo ( 3a55-> 

238420 \ 47 
io 556 


Il quoziente domandato è dunque 47 piò un resto io5'>6. 

Questo resto, che bisognerebbe ancora dividere per 3a55a, somministra la fra- 

. io55G . , , , 

ztone , e il quoziente totale c dunque 

32552 

io55G 

^ 3a552 ■ 

Se non si volessero avere che delle frazioni decimali, bisognerebbe continuare 
la divisione qui sopra, scrivendo successivamente degli zeri accanto di ciascun re- 
sto, e non si terminerebbe l’operazione che dopo avere ottenuto il grado di ap- 
prossimazione di cui si avrebbe bisogno. Supponendo, nell’esempio precedente, 
che non si abbia bisogno di conoscere il quoziente che a un millesimo presso a 
poco, I’ operazione diverrebbe 


■54o5oo | 32552 
a384ao \ 47,324 
io556o 
79040 
1 3q36o 
9152 


Il quoziente di i54,o5, diviso per 3,a552, è dunque 4 7 s 3a4 « un millesimo 
presso 3 poco. 

17 . Allorché abbiamo eseguita uua divisione , il mezzo il più diretto ebe si 
presenta per la verificazione del calcolo o per fare ciò che si chiama la prova 
dell’operazione, è di moltiplicare il divisore pel quoziente poiché queste due 
quantità tono i fattori del dividendo. Cosi questa moltiplicazione deve riprodurr* 
esattamente il dividendo, se la divisione non ha lasciato resto, e se vi è un re- 
sto il prodotto aumentato ili questo resto dev’essere eguale al dividendo. 

Esiste ancora una prova della divisione che si chiama prova del 9 , essa è 
esposta alla parola Abitxetica, nel frammento di Avicenne ; vedremo all’articolo 
Farroae i principi! sopra i quali essa è fondata. 
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18. Dtvisiosa cojipliua. Si chiama divisione complessa quella che ai traila di 
effettuare sopra numeri composti d'interi e di frazioni. Si presentano tre casi: 
i.° Il dividendo solo è complesso; a. 0 il dividendo e il divisore sono', tutti.» due 
complessi ; 3 .° il divisore solo è complesso. Gli esamineremo lutti tre successiva- 
mente. 

t.° Si abbia da dividere 3 $ 5 ° r ao* 3 o" per a 4 ; dopo aver diviso 345 per 24 , 
il che dì 14 per quoziente e 9 per resto; si ridurrà questo resto di 9 ore, in 
minuti , moltiplicando 9 per 60 , poiché un’ ora equivale a 60 minuti ; si aumen- 
terà il prodotto 54 o, dei ao' del dividendo, e si avrà cosi un nuovo dividendo 
parziale 56 o, il quale, diviso per a 4 , darà a 3 per quosiente e 8 per resto; si ri- 
durrà di nuovo questo secondo resto in secondi moltiplicandolo per 60 , e si ag- 
giungerà al prodotto, 480, i 3 o" del dividendo generale, il che darà per secon- 
do dividendo parziale 5 io; questo numero, diviso finalmente per 34, darà per 
quoziente ai e per resto 6 . Il quoziente generale sarà dunque 14 ore, a 3 mi- 


nuti , as secondi , più — di secondo. Ecco le particolarità dell’operazione 


345 " ao' 30 "' f 24 

io 5 ( 14*' a 3 ' ai" 

Mesto di ore 9 

60 

54 « 

20 

56 o 

80 

Resto di minuti .... 8 

Co 

480 

3 n 


Mesto di secondi . . 


5io 

3 o 

6 


Se si trattasse di un dividendo composto di frazioni ordinarie, si riporterebbe 
1 operazione a una divisione semplice sbarazzandolo dalle frazioni come segue: 

Si abbia 36 — da dividere per 49 Riduceudo tutto il dividendo iu frazione , 

vale a dire eseguendo l’addizione 

3g + 45 _ 36x57 45 _ 36x5 7-1-45 3097 

5 7 57 5 7 ~ 57 ~&7 ’ 


1’ operazione sarà riportata alla divisione di -^27 

5 7 


per 49. 


Ma togliendo il denominatore 57, si reude la frazione 67 volle più grande; cosi 
il quoziente di 2096 pel divisore proposto 49 sarebbe 67 volle troppo grande , 
bisogna dunque cominciare dal moltiplicare il divisore per 57 , e allora il quo- 
ziente di 2097 per 49X87 o per 2793 sarà il quoziente domandato. 

La regola generale è dunque di ridurre tutto il dividendo in una sola frazione. 
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di moltiplicare quindi il divUote pel denomioetore di questa fraiione , e di di- 
tidere solamente il denominatore per quest’ ultimo prodotto. 

a.° Se il dividendo e il divisore sono tutti due complessi, potremo servirci di 
più operaiioni preparatorie, la più semplice delle quali è di rendere il divisore 
incompletso, riducendolo in unità dell'ordine il più basso di quelle che esso con- 
tiene. Siano per esempio : 

$8 Lire sterline, 16 scellini e 6 soldi da dividersi per 35o tese, 5 piedi e io 
pollici. Si ridurrà il divisore in pollici, il che si eseguirà moltiplicando prima 
le 35o lese per G, per avere il numero dei piedi contenuti in 35o tese, si ag- 
giungerà 5 a questo numero 2100, poi si moltiplicherà aio5 per sa, per avere 
il numero dei pollici conleuuti in 210S, aggiungendo io fìnaliueulc a quest’ulti- 
mo numero a5a6o , si saprà che il divisore proposto è equivalente a 25270 poli ci. 
Ora, una tesa contenendo 72 pollici, il numero precedente, paragonato all’ unità, 
è dunque la frazione 

75270 

ed è per questa fraiione che bisogna dividere iG* G*. 

Per fare sparire il denominatore 72, non si tratta perciò che di moltiplicare 
il dividendo e il divisore per questo numero, il che non Cangia il quoziente: il 
secondo diviene allora semplicemente 75270, e il primo operando la moltiplica- 
zione, diviene ( Pedi Moltipucizio.v» ) 35i5 f 8'. Ecco le particolarità dell'ope- 
razione, per la quale bisogna sapere che la lira sterlina vale ao scellini, e Io scel- 
lino 13 soldi. 


35i5 ; 8* < 25270 

ao I ut a* yP 

Scellini .... 7 o3oo 

8 

7o3o8 

Resto in scellini 19768 

la 

395 3G 

19768 

Soldi di scellino. 23721G 
Resto ...... 9786 


* 


li quoziente domandalo è dunque a scellini, «j soldi, più — di soldo. 

Bisogna osservare in ogni divisione che il divisore deve sempre considerarsi 
come un numero astratto, e che il quoziente non può essere di una natura di- 
versa del dividendo. Infatti, una divisione qualunque avendo per oggetto di tro- 
vare il numero che, aggiunto a se medesimo un numero di volte dato, ne pro- 
duce un altro egualmente dato, è evidente che il numero cercato è della mede* 
•irai natura di quello che Io deve produrre, ossia del dividendo; nel mentre che 
il jdi visore, esprimendo solamente il numero delle volte che il quoziente è con- 
tenuto nel dividendo, è essenzialmente un numero astratto. Se dunque si divi- 
dono lire sterline per lese , ciò significa che una tal divisione è il risultameuto 
Dii. di Al ut. Voi. 1 F. a5 
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ili una questione che considera solamente il rapporto di numeri fra essi indi- 
pendenti dalla loro natura. 

Cosi, per esempio, se si sapeva che 35 o tese 5 piedi io pollici di un dato la- 
voro di muratore son costale la somma di 48 lire 16 scellini e 6 soldi, e ebe si 
volesse conoscere , coll’ tinto di questi numeri , qual’ é il prezzo della tesa , si 
tratterebbe di cominciare a sapere qual è il rapportu tra una tesa e il numero 
iu questione , poiché se una tesa è la centesima , la dugeutesima ec. parte di 
questo numero, il suo prezzo sarà la centesima parte, la dugentesima, ec. della 
somma conosciuta; vale a dire, che per ottenere questo prezzo basterà dividere 
questa somma per 100, ovvero 200, o ec. Ma il rapporto di una tesa a 35 o' 5 ? 
tu? , e questo numero medesimo, poiché riducende tutto in pollici questo rap- 
porto é lo stesso di quello di 

73 pollici a 36370 pollici , 


ossia il numero astratto 


35270 

7 » 

Ed é dunque solamente per abbreviare che si sottintende la natura astratta 
del divisore e che gli tien conservato le denominazioni di numeri concreti, dei 
quali esso è il rapporto. 

3 .* Allorché il divisore solo è complesso, si riporta 1 ' operazione ad una divi- 
sione semplice operando sopra esso come nel caso precedente. 

L a divisione complessa , nel caso delle frazioni decimali é stata di già esposta 
di sopra , n.° 16. 


19. Divisiosa Algebrica. Abbiamo veduto Algebra , n. io, come i segni del 
dividendo e del divisore determinano quelli del quoziente, qui rammenteremo 
solamente, indicando con A un dividendo qualunque, con B il divisore, e con C 
il quoziente, che iu generale si ha: 


+ A 

-Tb 


-hC, 


A 

^B 


= -C, 


— A 

hTb~ 


-C, 



30 La divisione di un polinomio per un monomio si eseguisce dividendo cia- 
scun termine del polimonio in particolare. £ evidente che 


A-t-B — C-t-D— ec. ABC D 
M ^ M" 4 " M~ M^M ' 


la ragione di questa regola è evidente. 

Fintantoché le lettere del dividendo e del divisore sono differenti, non si può 
eseguire alcuna riduzione sopra i risultamenti , ma quando vi sono delle lettere 
simili, o dei coefficienti numerici, questi risultamenti possono rendersi più sem- 
plici. Sia per esempio 6 a* 4 — -\a<?-^2b % c da dividere per aac; abbiamo subito 
dalla regola generale 

6 a?b — ^ac % -t- 2 b % c \ ac* a f> % c 

zac zac zac zac 
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Ma esaminando ciascun termine del quoziente, si tede che i numeratori e i de- 
nominatori hanno dei fattori comuni, i quali conseguentemente possono essere 
sottratti senza cangiare il valore dei termini ; cosi 

6a*b . • . , 3nb 

• si riduce a —, 

a oc c 


dividendo i due termini di questa frazione pel fattore comune a a ; 

t ac * • • « 

si riduce a ac 

a oc 


dividendo i due termini per aac; e finalmente 

a b*c . .. é* 

— * si riduce a — 

aoc * a 


dividendo i due termini per 2 c. 

Il quoziente domandato è dunque solamente 

3 ab b* 

ac H . 

c a 


Secondo esempio . Il polinomio i5a 8 ò a c 8 — 3a 8 c ,I -4-5ò 8 c* diviso per i5a*ò 7 di- 
viene 


i5a 8 ò a c 8 3a 3 c ,, 5b g c r 

i5 a*b 7 i5 a B ò 7 iba i 6' 1 


e si riduce a 


a*c 9 e lt 4 be' 1 

~T> 5a 3 i’ lo* 


dopo aver tolto i fattori eguali dai due termini di ciascuna frazione. Si può an- 
i-ora dare a questo quozieute la forma 

a g b~ k c g — a"' g b~' t c ìì -4- — a~ 9 bc 7 , 

5 S 


servendosi degli esponenti negativi, poiché in generale si ha 



Vedi Algebra, n.° a 4. 


ai. Il metodo che si usa per dividere un polinomio per un altro polìmonio è 
presso a poco simile a quello, che abbiamo dato di sopra per i numeri. Si co- 
mincia dall' ordinare il dividendo e il divisore rapporto a>l una medesima lettera, 
comune all’ uno e all'altro, in modo chele potenze consecutive vadano diminuen- 
do dal primo termine alP ultimo. Si divide quindi il primo termine del dividendo 
pel primo termine del divisore , per mezzo delle regole che abbiamo esposte per 
i monomi» , il quoziente che si ottiene è il primo termine del quoziente generale 
domandato. Moltiplicando il divisore per questo termine trovato, e sottraendo il 
prodotto dal dividendo, si ha un primo resto il di cui primo termine diviso pel 
primo termine del divisore dà per risultamelo il secondo termine del quozieute. 


Digitized by Google 



196 DI V 

Operando quindi come sopra , si ottiene un secondo reato , il qoale serre tirili 
medesima maniera alla determinazione del terzo termine del quosiente, e cosi di 
seguito fintantoché si trori acro per resto, o un resto che non possa più «sere 
disilo. 

Escano t.° Si domanda il quoziente della dirisione di 3a*-t-9a* — 5a — 15 per 
3o*-5 

3a*-t-9a*~- 5o— «5 ( 3o*— 5 
—3/i* -+-5/j \ o-t-3 quoziente 

ga* — 15 primo resto 
— 9o*-i-i5 1 

o secondo resto ss o. 

I prodotti di 3n*— 5 per a e per 3 sono 3a* — 5a e ga’— 15, ma per sottrarli 
bisogna cangiare i segni e essi direngouo — 3a’-t-5o, — ga*-t-i5. 

Essano a." Si soglia dividere 4« s — «7 n4*-+-aè* per a-t-ai 

i 

4o‘— i7ot*+ai* | a — 2 k 

— 4o s -t-8a*A \ 4a-*-t-8aé— i* quosiente 

-+-8a*4 — 1706* primo resto 
— 8 a*4-s i6o4* 

_ secondo resto 

-+ -ai* — ai* 

o terxo resto 

Essano 3* Dividere a m —b m per a—b 

' ** t o-ì 

— o m -+-a’"- , 4 1 a m -'-r.a'"-*4-t-a'"-*4 l -t-a" , - 4 i*-t- ec. 

* *• 

— o~-'4-t-o m -*4* 

-f-a m- *4* — 4 m 

. . > . , — a"*'*4*-Ha m -*4* > • - 

-t-Q m ‘ , 4‘- — 4* 1 
_ o"-*4*-Hi*-« 4 

-i-a’"" 4 4 4 — 4 m 

, . ec. ec. 

L’ operaxione non potrà terminarsi fintantoché l’esponente m rimarrà cosi ge- 
nerale, ma é facile di comprendere la legge dei termini del quoziente; infatti, ai 
vede che le potenze di a decrescono, a misura che quelle di 4 divengono più 
grandi , e si potrà concludere per analogia che 1’ ultimo termine di questo quo- 
ziente generale è a°b m ~', e che questo quoziente medesimo è 

a’ n - , -t-a’*- : ‘4-t-a m -*4*-+- ec 

-t- a*b m ~ , -t-ab m ~ 1 +b m ~‘ 
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per assicurarsene non è necessario che di moltiplicare per a— £, il che dk 

a m -\-a m ~ x b-k-a m ~ % b % -±- 

-ha 5 £ n,_3 -ha *b m ~*-+-ab m ~ 1 
— a m ~ l b — a m ~ x b* — ec. . . , . 

— a*A"*“ 3 — (i 2 b m ~* — ab m ~ l — b m 


la di cui somma è effettivamente a m — b m . 


Esempio 4° Dividere a 3 — alP-ì-b* per a-hb 

a s — i a-t-b 
— a 3 — d*b \ «a * — ab . 

— a x b—ab x 



-t-a^b^i-ab* 

" +6* 

\ 

Il quoziente tara dunque eguale ad a * — ab più la fraxione 


A» 

a+i 


' '"m. 

; siccome qd 


il numeratore non contiene più la lettera a , non postiamo continuare la divi- 
sione senza trovare dei termini frazionari, e in quest' ultimo caso, allorquando 
ai vuole continuare la divisione, possiamo spingerla all’infinito, poiché non vi 
è più ragione per arrestarsi a un termine piuttosto che ad un’altro; il quo- 
ziente preso dunque io generale è composto di un numero indefinito di termini, 
di cui ciascuno può essere determinato da una legge semplicissima per mezzo di 
quelli che lo precedono, come lo possiamo vedere pel caso in questione. 


A 3 r a-+-A 

,, A* J i> A* A* A» 

A 3 I -.-t-ec. 

afa a* a 3 a* 


A* 

— primo resto 



A‘ 

*+- — s secondo resto 
a * 




A* 

T 1 


A* 

; terzo resto 

a* 


ec. 

legge dei termini del quoziente è facile a comprendersi, la loro forma gè* 
A"*+* 

ncrale è — fc- e essi iOqo alternativamente positivi e negativi. Possiamo ancora 


• Digitized by Google 


198 DIV 

esprimere quell' ultima circostanza, osservando che (— i)’"*’ 1 è positivo tulle le 
volte che m è impari, vale a dire che m = i, 3, 5, 7, ec. , e negativo quando 
eaao è pari, vate a dire quando m= a, 4 , G, 8, ec. , infatti, quando m è im- 
pari, m-*-i è pari, e ( — i)” 1-1 =-t-i; quando m è pari m- 4-1 è impari e 
(_■)•>+> — — 1 , Coti la forma aiaolutamente generale dei termini di questo quo- 
tilo te è 




a m 


Conoscendo cori questa forma generale, per trovare un termine qualunque, il 
quarto per esempio, bisogna farvi m = 4 e ** ottiene 

i* 


per questo termine, come l'abbiamo ottenuto di sopra rolla divisione. Si chiama 
in generale serie una quantità composta, come il quoziente in questione, di un 
numero indefinito di termini; e termine generale di questa serie un'espressione, 

4»i+» 

come (— i)”*' 1 . , dalla quale possiamo dedurre tutti i termini che la com- 

a m 

pongono. 

I resti successivi di questa divisione sono ancora legati da una legge semplicis- 
sima; esaminando la loro generatioue 


i 



4* b' 
a* 


ec.; 


si vede facilmente che la loro forma generale 4 


(-«)’ 


4’"- n 




Se si volesse terminare 1* operazione al primo, secondo, terzo resto, ec, , per 
completare il quoziente, bisognerebbe allora aggiungergli una frazione della quale 
l'ultimo resto sarebbe il numeratore e il divisore il denominatore; ed è io que- 
sta guisa che si potrebbe avere 


4* 

4* 

4* 



a-t-4 

a 

a ( a-t-4 ) 

s 

4 3 

4» 

4* 


4‘ 

a-f-4 

a 

’ a»* 

B 1 

(a-t-4)’ 

4 5 

4 8 

4* 

4‘ 

4« 

a-t-4 

a 

' n» ■*" 

a‘ 

a» (a-t-4) 


ec. ec. 

4 * 

Ma considerando il quoziente in tutta la sua generalità la frazione - è 
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espressa dalla serie indefinita 

& __ ò 3 b k L* b* A 1 

a-r-b a a % a 3 a 4 a 3 


22 . Prima di finire quest' articolo , esamineremo le differenti forme sotto le 
quali le serie prodotte per mezzo della divisione possoao presentarsi. 

La divisione di a per a—b , dà, seguendo i principi! esposti di sopra, 


a b 

— i = ,+ ~ 
a — b a 


a a 


ò 3 


b* 

a* 


-+- ec. 


Se io quest'eguaglianza si fa asó, essa diverrà 


a 

o 


i-M + i-M+i-f i + i+ec. 


11 secondo membro di quest’eguaglianza preso nella sua generalità è necessa- 
riamente infinitamente grande , cosi la divisione di un numero qualunque per 
zero produce 1' infinito. Effettivamente se consideriamo ciò che diviene un quo- 
ziente, uel quale successivamente si diminuisce il divisore, osserveremo la sua 
rapida crescenza 



Dunque, allorché il divisore diviene infinitamente piccolo , o zero, il quoziente 
è infinitamente grande; questo è ciò che dà l'eguaglianza in questione. 

23. Facendo nella medesima frazione 


si ha 


ossia 




2 


I 


I — 


2 



1 


In questa serie, i termini divenendo continuamente più piccoli, si vede fa- 
cilmente che possiamo, non prendendone che una quantità determinata, ottenere 
valori approssimati del n.° 2 , che qui é il valore totale delle serie, infatti si ha 


i -+• 




i t i *5 



i 


r i i 3i 
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ed è evidente che fé quantità 



1 5 3r 

» * Tè' 


ec. differiscono tanto meno da 


si, quanto nella loro composizione vi entra un maggior numero di termini della 
ferie. 

Le serie, che come la precedente hanno la proprietà di poter dare per mezzo 
di un numero limitato dei loro termini, valori approssimati al valore generale 
che esse esprimono colla totalità di questi stessi termini diconsi convergenti , 
perchè appunto si avvicinano tanto più al loro vero valore, quanto è maggiore il 
numero dei termini che si prendono. L' uso di queste serie è di un gran van- 
taggio nell'algebra per ottenere i valori approssimati delle quantità, le quali 
non possono esprimersi esattamente nè con numeri interi, nè con numeri frazio- 


narli lati come V3 , ec. 

24. Facendo ora <3 = 1, c b =c — 2, avremo 


=;— ■ = 1 — a-t-4— 8-+-*6 — 32 G4 — ec. 

1-4-2 3 

Questa serie differisce essenzialmente dalla precedente, poiché sommando succes- 
sivamente due, tre, quattro, ec. dei suoi termini, si ottengono le quantità 

1 , — 1 , -+-3 , -5, 4-i 1 , ec. , 


le quali si allontanano sempre più dalla frazione — , valore generale della serie: 

in questo caso per quanto grande sia il numero dei termini che si volesse pren- 
dere, non si potrebbe concluderne niente snl valore che esprime questa serie, 
alla quale si dà per questa ragione il nome di divergente, e non è, come lo 
vedremo a suo luogo, che considerandole nel numero indefinito dei loro ter- 
mini, che le serie divergenti hanno una significazione o un valore generale de- 
terminato. 

Vedremo ancora che le serie divergenti possono essere con certi processi, tra- 
sformate in serie convergenti. Vedi Sem e. 

Divisione (Geom.). Dividere una linea per un'altra, vate cercare quante volle 
questa linea contiene l'altra, e allora si paragonano tutte due ad una terza linea 
presa per unità, il che dà il mezzo di esprimerle con numeri. Per esempio, si 
abbia da dividere la linea A perla linea B e sia C l'unità di misura; supponiamo 
di più che A contenga m unità, e B n unità; il quoziente di m per n esprì- 
merà il numero C di unità, che contiene il quoziente della linea A per la linea 
B. Ma senza aver bisogno di ricorrere ai numeri, quest'ultimo quoziente, o la 
linea che lo rappresenta, può sempre ottenersi per mezzo di una costruzione geo- 
metrica. Infatti 

A AXr 
B ~ B ’ 


* • »• coatruiice prendendo orni quarta proporzionale alle tre linee A , B e 

J o C. ( Pedi Applicazione dall’ Alce»»» ilo Geo» arsii n.* a 9) 

Si otterrà il quoziente di 1111 prodotto di linee rette a, t, c , J, ec., in nu- 
mero qualunque, per uu altro prodotto di altre linee rette m , n , 0 , p , ec. in 
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numero egualmente qualunque, eoa successive costruzioni «il quarte proporzio- 
nali. Se si avesse per esempio da dividere per siccome il quoziente 

a . b .e a . b e 
m . n m n * 


si comincerebbe dal cercare la quarta proporzionale alle tre linee a , b , m , e in- 
dicandola con x si avrebbe 


a . b . e x . c 
m . n n ' 


costruendo quindi la quarta proporzionale alle tre linee x, c, n, si avrebbe il 
quoziente domandato. 

Fintantoché il numero delle dimensioni del dividendo supera di un' unità quello 
delle dimensioni del divisore , si vede facilmente che trattando nella medesima 
maniera si giungerà a trovare un 1 ultima quarta proporzionale, che sarà il quo- 
ziente generale. In tutti gli altri casi bisognerà conoscere V unità di misura e 
aggiungere questa unità come fattore tanto al dividendo quanto al divisore , in 
modo che il numero dei fattori del dividendo superi di uri' unità quello dei fat- 
tori del divisore. Per esempio si darà al quoziente di 


la forma 


c al quoziente di 


f 

la forma 


a ■ b .c 
m . n . p . q 


a . b . c . i . r ^ 
m . n . p . q > 

a . b . e . d 

" * i 

m 


a . b . c . d 


m 


il che inseguito può facilmente costruirsi con un seguilo di quarte proporzionali. 


Divisione del Circolo Vedi Poligono, Centesimale , e Sessagesimale. 

DIVISORE ( Aritm. ). Numero col quale si vuole dividerne un altro. Vedi Di- 
visione e Con un Divisore. 

DIVISORI COMMENSURABILI. Vedi Radici Commensurabili. 

DOCCIA ( Tdraul.). Si dà questo nome tanto ai canale che conduce 1* acqua sopra 
una ruota idraulica , quanto a qualunque altro condotto di acqua. 

DODECAEDRO {Geom.) (Da flcoiz», dodici^ e da iti base). È que>lo il nome 
che si dà io geometria ad uno dei cinque corpi regolari, che ha la sua superficie 
composta di dodici pentagoni regolari eguali ( Vedi Solidi Regolari). Il dode- 
caedro si può considerare come composto di dodici piramidi pentagono o quiu- 
quangolari, I vertici delle qoali sodo al centro del dodecaedro ossia della sfera che 
può immaginarsi circoscritta a questo solido. Per aver dunque la sua solidità, basta 
trovare quella di una di queste piramidi e moltiplicarla per ta. 

DODECAGONO ( Geom.). Figura piana terminata da dodici rette che si tagliano 
due a due. 

Quando i dodici lati del dodecagono sono eguali tra loro, c sono pure eguati i 

Di*, di Mai. Voi. IV. aG 
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i dodici angoli formati dalle intersezioni di qnesti lati, il dodecagono fi dice 
regolare. Esso può allora inscriversi e circonscriversi al circolo. 

Il problema d'inscrivere un dodecagono regolare in un circolo dato equivale a 
quello di dividere la circonferenza in dodici parli eguali, il che non presenta al. 
cuna difficoltà , poiché non si tratta che di dividere prima questa circonferenza 
in sei parti eguali mediante V iscrizione di un esagono regolare ( Fedi Esagono), 
e di divider quindi in due parti eguali ciascuna di queste sei parti; conducenti» 
infine una retta da ciascun punto di divisione a quello che lo segue immediata- 
mente, si trova costrutto il dodecagono. 

La maggior parte dei quesiti che possono proporsi sul dodecagono regolare ri- 
chiedendo U cognizione dei rapporti che esistono tra il lato di questa figura e 
i raggi dei circoli inscritti e circoscritti, passeremo a far conoscere questi rap- 
porti. 

Sia BC ( Tav. C XV ijìg. 4) *1 lato del dodecagono regolare, ed AB il raggio 
del circolo circoscritto : se dal punto A si abbassa sopra BC la perpendicolare 
AF , questa retta sarà il raggio del circolo inscritto. 

Il triangolo BAC , la cui superfìcie è la dodicesima parte della superficie del 
dodecagouo, ha per misura la metà del prodotto della sua base BC per la sua 
altezza AF, ovvero la metà del prodotto dell'altra sua base AC per la sua al- 
tezza BE; cosi le due quantità 

— BC X AF i e — ACXBE 
2 2 


sono equivalenti tra loro e rappresentano ognuna la dodicesima parte della su- 
perficie totale del dodecagono. 

Ma BE è la metà di KD, lato dell'esagono eguale al raggio AB; cosi indi- 
cando eoo R il raggio AB e AC del circolo circoscritto, con r il raggio AF del 
circolo iscritto, con c il lato BC del dodecagono, e con S la superfìcie totale di 
questa figura , avremo le due espressioni 


S=aia , — c . rz=z . 6 cr 

2 



. . . . (/*), 


e per conseguenza 
doude 


6cr=,3R» 


_ _i_ K 1 
2 r 

Ma il triangolo rettangolo ABF «111 


in). 


AB = AF -t- li l* , 

tale a dire 

dunque sostituendo in (n) questo valore di B* ai ba 

, j r*+4e* } 
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eqimione ilei secondo grado, la cui «elulione dii il valore di c in l'uniinne del 
raggio del circolo inscritto , e reciprocamente. Se, per maggior semplicità, si fa 
questo lato eguale all’ unità , si troterà 

€ sostituendo questo valore nella prima delle espressioni (ni ) , si avrà 


+ j =5 1 1,1961524. 


Ora, le superfìcie di due figure simili stando tra loro come i quadrati dei loro 
lati omologhi, se s'indica con S r la superficie di un dodecagono regolare, il «ui 
lato sia C, si avrà 

S : S' : : 1» : C», 

donde 

S # = SXCa*, 


c per conseguenza 

S # E=3^2-t-y3j C 1 = C a . 11, 1961 5 24 * 


espressione per mezzo delta quale si ottiene immediatamente la superfìcie di un 
dodecagono regolare di cui si conosca il lato. Tutte té altre relazioni del lato coi 
raggi si ottengono senza difficoltà dalle equazioni precedenti. 

La somma degli angoli di un poligono essendo eguale a tante volte due an- 
goli retti quanti sono i lati meno due, i dodici angoli di un dodecàgono rego- 
lare fanno nella loro totalità 2 [12— 2] o 20 angoli retti; cosi ogni «ingoio in 


20 2 

particolare equivale a — 5=1 - 4 - y angoli retti, vale a dire i 5 o*. 


PODFCATEMORIA (Geom.). (Da doòsx», dodici , e freso;, parte). Antica parola 
che utia volta si usava per indicare la dodicesima parte della circonferenza. Ve- 
niva pure applicata ai dodici segni dello zodiaco per la ragione che ognuno di 
questi segni occupa la dodicesima parie dello zodiaco. 

DODONEO,o più esattamente DODOENS ( Uahbehto), abile medico e dotto na- 
turalista, nato nella Frisia nel 1 5 • 7, e morto a Leida il 10 Marzo i 585 , posse- 
deva estese cognizioni nelle matematiche, e particolarmente nell' astronomia, in- 
torno alla quale scienza pubblicò un'opera assai stimata pel suo tempo, intitolata: 
De Sphaera , si ve Astronomia*: et Geographiae principiis , Cosrnographiae Isa- 
goge^ di cui la prima edizione venne in luce nel 1547, e seconda in Anversa, 
1 584 » in-8 , presso Plantin. 

DODSON ( Giacomo), matematico inglese del XVIII secolo. Successe nel 1766 ad 
Hodgson nella cattedra di matematiche nell' ospitale di Cristo a Londra, e morì 
il a 3 Novembre 1757. Abbiamo di esso le seguenti opere : I The Anti-Loga - 
rithmic Canon, Londra, 1742, in-fol. : è questa una tavola ch i numeri di undici 
cifre corrispondenti a tulli i logaritmi ordinarii minori di centomila: è disposta 
in modo che dà immediatamente un numero pel suo logaritmo, ma non può ri- 
solvere il problema inverso che per un calcolo assai lungo. Al|ri dotti eransi oc- 
cupati di tavole simili ( Vedi Byrc.e), ma i (oro lavori non erano stali conti- 
nuati: il solo Dodson ebhe il coraggio idi intraprendere tali faticosi calcoli e di 
condurli fino ad un certo punto; la tavola però che ne formò, ad onta della 'sua 
utilità e dello zelo e dei merito del suo autore, uou potè sostenere il continolo 
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delle favole ordinarie, ed oggi è affollo dimenticala, li The Caìdulator , Londra, 
1^47 » in-4 ; è dessa una raccolta di tavole utili e comode , colle quali ai Tanno 
rapidamente tutte le operazioni deU'aritmetica ; in fine vi si trova un compen- 
dio della tavola logaritmica ; III The mathematica ì Repository , Londra , * 74 ® » 
3 voi. in-ia. Dodson non è oggi quasi più conosciuto in Inghilterra che per 
questa sua opera, la quale è un' interessante collezione di opuscoli matematici. 
Ideile lezioni che diede alla scuola dell'ospitale di Cristo nel > 756 ., accennò la 
prima idea della fondazione di una società per V assicurazione della vita, progetto 
che fu messo in esecuzione alcuni anni dopo da Eduardo Bone Morcs mediante 
T istituzione della società intitolata: The Eqaitable Society for assurance on 
lives and Survivorship. 

DOERFEL (Giorgio Samuele), pastore luterano a Planen in Sassonia, si appli- 
cava per inclinazione naturale ad osservazioni astronomiche. Avendo tenuto dietro 
assiduamente alla famosa cometa del 1G80, riconobbe che il suo molo poteva rap- 
presentarsi con una parabola di cui il sole occupava il fuoco, e indicò la stessa 
cosa per le comete in generale. La sua opera intitolala : Astronomische Betrach - 
lung des grossen Comeien vom Jahr 1680 und 1G81 (cioè Osservazioni astro- 
nomiche della grande cometa degli anni 1G80 e 1G81 , con alcune questioni 
notabili , e specialmente una correzione della teoria delle comete di Evelio ) , 
e pubblicata nel 1681 , cioè un anno prima dei Principia di Newton, era sì rara 
e sì poco conosciuta, che nella Storia dell' Accademia di Berlino (anno i? 45 , P a g‘ 
47) fu annunziata come una scoperta letteraria la priorità che Doerfel aveva 
sopra Newton, per l'applicazione della parabola alla determinazione delle orbite 
delle comete. Per sapere qual parte rimanga a Newton in tale scoperta, devesi 
leggere quanto ne dice Bailly nella sua Histoire de V astronomie moderne . Tom. 
a, pag 539 e segg. Kaestner ha dato una notizia della dissertazione di Doerfel 
nella raccolta della società delle arti liberali di Lipsia , terza parte. 

DOLLONt) (Giovanni), celebre ottico, nato nel 1706 a Londra da genitori francesi, 
cui la revoca dell' editto di Nantes aveva fatto spatriare. Orfano in tenera età 
dal canto del padre, fa obhlig.ilo ad abbracciare di buon'ora un mestiere, in una 
lavorazione di seta, e non ricevette che poca o niuna educazione. Per buona ven- 
tura le naturali sue disposizioni gli tennero luogo di tutto ciò che gli mancava. 

. Un quadrante solare fu la maraviglia che in esso risvegliò il geuio matematico. 
Egli si accinse a costruire, senza alcuna cognizione o principi, dei quadranti so- 
lari; poscia, dopo averlo per lungo tempo inutilmente desiderato, trovò e lesse 
un vecchio trattato di gnomonica ; quindi , a misura che più apprendeva senten- 
do l' insufficienza del proprio sapere, si diede a studiare con ardore la geometria, 
l'algebra, 1 * ottica e 1 ’ astronomia. Questa inclinazione si mantenne in lui sempre 
con eguale vivacità nelTela matura come nella gioventù, prima come anco dopo 
il matrimonio: pel corso di più di venti anni (dai quindici ai Irentacinque) to- 
glieva al sonno alcune ore per acquistare delle cognizioni matematiche profoude. 
Nel tempo stesso si faceva il professore de’ suoi due figli Pietro e Giovanni , e 
Ciò serviva a fortificarlo maggiormente negli studj suoi favoriti. 

Volgeva l'anno i? 5 o quando Dollond rinunziando all' antica sua professione si 
dedicò unicamente alla costruzione degli strumenti di matematica, di fisica e di 
astronomia, né andò molto che acquistassi somma reputazione, ed anco un posto 
distinto nella scienza, per Ih sua scoperta di certe proprietà dei corpi refran- 
genli , scoperta che Io condusse ad inventare i canocchiali acromatici. Dollond 
in questa occasione ebbe 1’ nuore di entrare in discussione sui principi fonda- 
mentali della sua arte coll'illustre Ellero. L’uno e l’altro spiegarono molto ta- 
lento iti questa lotta scientifica, in mezzo alla quale una memoria di Kliogen- 
stierna , celebre geometra ed astronomo svedese, recò nuove considerazioni che 
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t>o)*r Dollond sulle traccie della verità. Altrove abbiamo avuto occasione di e- 
sponre le parti principali di questa importante discussione ( Vedi Achowatigo). 
Adesso perciò dobbiamo limitarci a rammentare ciò che essa ha più specialmente 

di relativo per Dollond ; d'altronde è impossibile, in un'opera come la nostra, 
l'evitare qualche ripetizione. 

Fu verso l'anno 1747 che Eulero tentò di distruggere l'aberrazione di re- 
frangibililà per mezzo della combinazione di più lenti tra le quali fosse rin- 
chiusa o acqua o altro liquido, e si sa che esso appoggiava questo nuovo prin- 
cipio di costruzione degli obiettivi sull 1 imitazione della struttura sletsa dell'oc- 
chio umano. 1 calcoli mediante i quali determinò la forma di questi nuovi stru- 
menti dovettero risvegliare 1 ' attenzione di tutti gli ottici capaci di comprendere 
le sublimi speculazioni di quel genio creatore. Dollond fu quegli che afferrò con 
maggior premura questa idea generale; ma credè di dover sostituire le espe- 
rienze di Newton alle ipotesi di Eulero, e fu allora che cominciò la discussione 
che di sopra abbiamo accennato. Dollond cercava roscenziosamenle la verità; le 
le obiezioni di Klingcnstieroa lo indussero a dubitare che Newton avesse potuto 
sbagliare. Si può nel seguente modo tradurre la proposizione esperimentale di 
quei gran geometra : « Se i raggi di luce attraversano due mezzi contigui , di 
w differenti densità, come l'acqua e il velro , sia che le superficie refrangenli 
w siano paralelle ovvero inclinate, e se la refrazione dell' una distrugge quella del- 
v> l'altra, in modo che i raggi emergenti siano parateli*! ai raggi incidenti, allora 
w la luce esce sempre bianca, rt Newton, Optices , live de reflexionibus et co - 
loribus lucis , Londra e Losanna, 17/jo, in~ 4 - 

Questa conclusione formava tulio il nodo della questione tra Eulero e Dol- 
lond; quest' ultimo rinnovò l'esperienza di Newton, e nel seguente modo, secondo 
uno storico delle matematiche , egli stesso ne renile conto in una lettera scritta 
nel 1757 al p. Pezenas traduttore dell' Ottica di Smith. 

w In prossimità di un piccolo foro di circa un mezzo pollice di diametro , 
fallo nella finestra di una camera oscura , e destinato a introdurre la luce del 
sole, Dollond pose un prisma di vetro la cui sezione perpendicolare formava 
un triangolo isoscele coll'angolo al vertice di otto gradi e cinquantadue minuti. 
Sulla faccia più lootana dal foro pose un secondo prisma vuoto e situalo in 
senso contrario, cioè colla base in alto Le facce di questo prisma, che doveva 
contenere dell'acqua, erano formate di sottili lamine di vetro e poteva aprirsi 
più o meno l'angolo del vertice. Ciò fatto, introducendo la luce del sole pel 
piccolo foro della finestra , essa passava primieramente dall* aria nel prisma di 
vetro , quindi nel prisma d'acqua, e finalmente dall'acqua nell' Siria ; cosi essa 
provava tre refrazioni. Dopo molli tentativi, Dollond giunse a fare in modo che 
la direzione delia luce nell' uscire dal prisma d'acqua fosse paralella alla dire- 
zione che aveva prima di entrare nel prisma di vetro; il che era appunto il caso 
della proposizione di Newton. Ma allora il colore dei raggi emergenti non fu 
bianco come aveva affermato Newton; al contrario, l'orlo inferiore del sole era 
tinto fortemente di turchino, mentre l'orlo supeiiore era di un colore rossastro. 
Cosi Dollond riconobbe primieramente che l'acqua non disperde i colori quanto 
il vetio, sotto refraziuni eguali; quindi avendo variato l'angolo del prisma 
d‘ acqua, in modo che la dispersione dei colori fosse la stessa ne' due casi, trovò 
che allora le due refrazioni non erano eguali, rt 

Tutte queste osservazioni fecero tornare Dollond al progetto di Eulero, nè 
pose più in dubbio la possibilità della sua esecuzione , se non coll’acqua e 
col vetro, almeno con altre malarie trasparenti di diverse densità. Ciò nou 
ostante fece uso in principio dell' acqua c del velro come aveva proposto Eulero, 
tua ricouobbe ben presto, dalla formula del geometra tedesco, che le curve da 
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darti agli obiettiti erano troppo considerabili per non produrre un'aberraxione 
temibilissima nell' apertura degli obiettivi. £ importante il notare che lo stesso 
Eulero aveva compreso ed annunziato che queste erano le sole e vere difficoltà 
che la sua teoria |>otes te presentare nella pratica. 

» Dolloud perfettamente versato nella cognizione delle diverse specie di vetri, 
e convinto che dovessero trovarsene alcnni i di cui poteri refratlivi fossero molto 
diverti , immaginò di fare uso di due specie di vetro conosciute in Inghilterra 
sotto i nomi di Jlintglass e crownglass. Il primo è un vetro bianchissimo e 
molto trasparente, che dà le iridi le più distinte, ed è per conseguenza quello 
nel quale la refrazione del rotto differisce maggiormente da quella del violetto. 
Dollond misurò i rapporti delle refrangibilità nel modo medesimo da lui prati- 
cato pel vetro e per l'acqna: trovò che il rapporto delle differenze di refrengi- 
bililà nelle due materie era presso a poco quello di 3 a a. Avendo fallo questa 
sostituzione nelle formule di Eulero, non ottenne in principio risultali perfetta- 
mente soddisfacenti. Ha finalmente a forza di tentativi e di combinazioni tanto 
nella scelta delle materne di eccellenti qualità , quanto in quella delle sfere le 
più adattate a riunire in ciascun caso i fuochi di tutti i colori, giunse a costrui- 
re dei canocchiali acromatici assai superiori, a parità di circostanze, ai canocchiali 
ordinarj. Del resto, Dollond non fece conoscere i suoi mezzi, e la questione era 
di scoprirli o di proporne altri anco più vanlaggio<i. 

Dollond non tardò a provare i dispiaceri e gli attacchi che sembrano insepa- 
rabili dalle grandi celebrità. Ebbe a sostenere varj processi, e gli venne fino 
contrastala I 1 anteriorità della sua ingegnosa scoperta. Del resto, cero l’opinione 
di Lalande sulle diverse circostanze che accompagnarono l'invenzione dei canoc- 
chiali acromatici, e che Montucla considera come l' espressione dell'esatta verità. 

n Fu Chestermouhall, dice l'astronomo francese, ebe verso il i j 5 o ebbe l’idea 
dei canocchiali acromatici. Ei s'indirizzò ad Ayscnugh che faceva lavorare Rasa. 
Dollond avendo avuto bisogno di Basa per una lente che richiedeva il duca di 
York, quest’ abile artista gli fece vedere del crownglass e del flinlglass. Hall 
diede un canocchiale ad Ayscough che lo tece vedere a varie persone; egli ne 
diede la costruzione a Bird che non ne fece caso. Dollond ne profittò. Nel pro- 
cesso che ebbe luogo tra Dollond e Walkin, alla corte del bauco del re, questi 
fatti furono provati; ma Dollond trionfò del suo avversario perchè era realmente 
il primo che avesse fallo conoscere i canocchiali acromatici, n 

Qualunque sia la verità di queste allegazioni, risulta iuduhilatamente risile 
ricerche enscenziose di Dollond e dalla esposizione scientifica che egli ne ha data, 
tanto durante la sua discussione con Eulero quanto dopo, che quoto celebre e 
dotto artista non ha potuto dedurre la sua scoperta da alcune comunicazioni 
cosi incomplete. Tale sembra essere stata l'opioione delia Società Reale di Lon- 
dra che nel 1761 ricesè Dolloud nel numero de'auoi membri. Per mala sorte 
non godè molto tempo di questa giusta ricompensa de' suoi lavori ; ei soccom- 
bette ad un attacco di apoplessia il 3 o Novembre dello desso anno. 

Si hanno di Dollond i seguenti scritti nelle Transazioni filosòfiche della So- 
cietà Reale di Londra; I A Letler to Mr. James Short , F. R. ,S., conce > ning 
an Improvtment in Refiecting Teìetcopes , anno »7S3, pag. 1 o 3 ; Il A Letler to 
James Shòrt, A. M. , F. R. S., concerning a mistake in Mr. Euler's Theorem 
far correcting thè Aberration in thè Object Glattet of Refrading Tefescopes , 
'anno t J 53 , pag. 287; III A Deseription of a Contrivance for measuring Smafi 
’ Angtes^ i sono 17R3, pag. 178; IV An Exptanation of an Instrument for mea- 
suring Stniill Angles , anno 1754, pag. 55 1 ; V An Account of some exprri- 
ments concerning thè different Refrangibility of Light, anno 175B. pag 733. 
DOLLOND (Firmo), figlio del preeedentè, progredì gloriosamente nella carriera 
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«lei patire, c sono a lui dovuti molli notabili miglioramenti negli strumenti astro- 
nomici. Nel ijG 6 associ ossi nella manifattura delle lenti col fratello Giovanni 
forse piu valente anco di esso nei rapporti della perizia meccanica. Tale associa- 
zione non andò sciolta che in capo a trentotto anni per la morte di quest'ultimo, 
nel 1804. In seguito la sua grave età l'obbligò a ritirarsi dall'officina , nella quale 
gli successe Giorgio Huggins suo nipote, che prese allora il nome di Dollond. 
Ritiratosi alla campagna in una bella tenuta di sua proprietà, Pietro Dollond 
morì il 2 Luglio 1820 in età di olire novant'anni. Ha lascialo alcuni scritti di 
poca entità di cui il titolo leggesi nel Supplimcnto alla Biografia universale. 

DOMENICALE. Le lettere domenicali , che sono le prime selle dell' alfabeto, fu- 
rono introdotte nel calendario dai primi cristiani e sostituite alle lettere nundi- 
nali del calendario romano: servono esse a conlrassegnare il giorno di domenica 
per tutto il corso dell'anno, e di qui appunto viene il loro nome, cioè dal dies 
dorninicits, che vale quanto domenica o giorno del signore. Intorno alla disposi- 
zione e all'uso di queste lettere si veda quanto è stato detto all'articolo Ca- 
lendario n.° 25 . 

DOMINIS ( Marc' Antonio Db), celebre per essersi il primo accostato alla vera 
teoria dell'arco baleno, nacque nel i 566 ad Arbc, capitale di un'isola di questo 
nome situata sulla costa di Dalmazia. La sua famiglia era antica e di gran lustro 
nella chiesa, alla quale avea dato un papa e parecchi prelati ootabili pei loro 
lumi e per le loro virtù. Fino da* suoi primi anni manifestò attitudine straor- 
dinaria per le scienze e specialmente per le matematiche. I gemiti suoi maestri, 
i quali dirigevano il collegio degl' Illirj a Loreto, ove egli faceva i suoi studj , 
maravigliali delle sue disposizioni e de' precoci suoi talenti, nulla trascurarono 
per determinarlo ad entrare nel loro ordine : Dominis vi acconsentì ed andò a 
terminare i suoi studj alla retebre università di Padova. Durante il suo noviziato, 
professò 1* eloquenza, la filosofia e le matematiche con tanta lode che le sue le- 
zioni erano frequentate da un gran numero di studiosi; nè le cure che era ob- 
bligato di compartir loro toglievano che impiegasse anche una parie del giorno 
a comporre sermoni e ncU'attendere ad affari importanti. Ma nato con uno spirito 
inquieto e focoso, gli elogj che fuor di misura gli attirarono e il suo zelo e le 
sue fatiche per parte de' suoi superiori svilupparono in esso i germi di un' ar- 
dente ambizione, che furono la prima cagione di tutte le sue sventure. La vita 
pacifica ed uniforme del chiostro, gli onorevoli ma oscuri doveri del professorato 
non convenivano al suo carattere: sollecitò ed ottenne la sua secolarizzazione, o 
in pari tempo per raccomandazione dell 1 imperatore Rodolfo fu eletto vescovo di 
Segni, e due anni dopo fu promosso all' arcivescovado di Spalalro. 

Quando Dominis professava le matematiche, avea composto un'opera sulle pro- 
prietà della luce che è oggigiorno il suo più bel titolo alla gloria e di cui noi 
dobbiamo specialmente occuparci. In quell'epoca di progresso scientifico , Mauro- 
lico. Porta e Keplero avevano avuto alcun preseotimento delle vere cause del- 
l'arco baleno: Dominis le approfondì e le sviluppò con vero talento. È noto in 
quali circostanze si manifesta questo fenomeno. Già si erano paragonate le gocce 
di pioggia a piccole sfere di vetro, ed crasi creduto che le sfere rinviassero per 
mezzo della riflessione i raggi solari verso 1' occhio dello spettatore ; ma ciò non 
spiegava i diversi colori dell' arco baleno, poiché i raggi di luce uon si separano 
gli uni dagli altri che per mezzo della refrazione. Dominis fece uso tanto della 
riflessione quanto della refrazioue , e giunse a rentier ragione con su fficien te esat- 
tezza dell' arco baleno interno; fu meno felice per l'arco baleno esterno, ma i 
suoi errori in questa parie derivano dalla ignoranza generale in cui crasi allora 
intorno alla diversa refraugibililà dei raggi luminosi e alle leggi di questo feno- 
meno. L'illustre Ncwtou , nel suo trattalo di ottica, ha tributato i più granili 
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elogi al metodo di Domini? ; forre in quelli elogi è itala scorta sufficiente affet- 
tazione da poter credere che siano stati dettati col fine di deprimere Descartes: 
Boscosich e Tirahoschi, la coi testimonianza in questa causa non può esser sc- 
opetta non esitano a dichiarare che Dominis , al talento del quale rendono omag- 
gio, ha potuto metter Cartesio sulla ria della sua scoperta, ma doversi questi 
considerarne come il vero autore. Comunque sia, leggendo il trattato di Domi- 
nis , duole che questo ingegnoso autore non abbia consacrato l’ intera sua vita ad 
una scienza per la quale sembrava avere un vero talento. 

L'arcivescovo di Spalatro si accinse a riformare i costami del clero e a ricon- 
durlo alla semplicità dei tempi apostolici, ma non si tardò a scorgere che le <K 
lui opinioni erano poco conformi a quelle della chiesa. Ebbe l’ indiscretezza di 
prender parte nelle contese tra i Venetiani e il papa Paolo V, e di biasimare 
la condotta del pontefice. I suoi discorsi risvegliarono 1’ attenzione, ed in breve 
non fu piti possibile di dubitare della sua tendenza alle opinioni dei protestanti. 
Temendo allora Dominis le conseguenze della sua imprudenza, si ritirò nel i6t5 
a Venezia dopo essersi dimesso dal sno arcivescovado, e quindi passò in Inghil- 
terra ove Giacomo I nella sua qualità di teologo gli fece assai lusinghiera acco- 
glienza , gli conferì varj ricchi benefizi , e lo creò decano di Windsor. Senza 
•dottare interamente i principi <Mla riforma, Dominis prese ad impugnare i 
diritti del papa in un'opera che pubblicò a Londra col titolo De republica 
christiana. Ma sia che fosse tormentato dai rimorsi della coscienza come vogliono 
alcnni, sia che gli fosse divenuto penoso l'isolamento in cui viveva nella curie 
d’ Inghilterra come pretendono altri , manifestò poco dopo il pentimento della 
sua condotta e il desiderio di ripararla rientrando nel seno della chiesa. Essendo 
intanto stali accolti benignamente dal papa Gregorio XV i suoi sentimenti, parti 
segretamente da Londra, e giunto che fu in Itali» abinrò i suoi errori ed ottenne 
il perdono dal pontefice. Godè per dne anni di alcuna tranquillità , ma essen- 
dosi nuovamente mischiato in dispute teologiche, furono intercettate alcune let- 
tere che egli scriveva a persone sospette, e dalla loro lettura si ebbe la prova che 
il suo ravvedimento non era sincero: fu quindi per ordine del papa Urbano Vili 
arrestato e chiuso nel castello Sant 1 Angelo, ove mori in capo ad alcuni mesi, nel 
Settembre t6a/ ( . L’inquisizione avendo dopo la sua morte continuato il sno pro- 
cesso, egli fu dichiarato eretico, e il suo corpo venne dissotterrato e bruciato nel 
Campo di Flora. 

De’ suoi scrìtti non citeremo che quello solo che interessa la scienza , e che 
è Intitolato: De Raiiis visus et /ucis in vitris perspectivis et iride , Venezia, 
ifin , in- 1 ) : tale curioso trattato, che è oggi divenuto rari«simo, era stato com- 
posto da Dominis mentre professava la filosofia a Padova , e fu pubblicato mollo 
tempo dopo, col suo permesso, da Giovanni Bartolo, uno de' suoi allievi. 

DONDi (Gucowo), in latino Dondus o de Dondis , nato a Padova verso il prin- 
cipio del secolo XIV, fu dotto medico, naturalista, matematico e letterato; ma 
ciò che piò di tatto ha reso celebre ii suo nome è stato il famoso orologio da 
lui immaginato e che è stato reputato la maraviglia dei sno secolo. Fu senza dub- 
bio ad istigazione di Ubertino da Carrara, terzo del suo nome, signore di Pa- 
dova, che egli ideò quell' opera , e questi la fece eseguire da Antonio da Padova 
eccellente meccanico. Quest' orologio , che fu elevato nel *344 * U N> torre del pa- 
lazzo di Padova, in quel tempo il più magnifico d’Italia, segnava, oltre alle ore, 
il corso annuo del sole secondo i dodici segni dello zodiaco, le rivoluzioni dei 
pianeti, le fasi della luna, i mesi ed ambe le feste dell'auno. Non si conosce il 
tempo della morte di Giaromo Dondi, ma è certo che viveva ancora nel i355. 

PONDI (Giovanni), matematico e medico, figlio del precedente, morto nel i38o, 
fu intimo unico del Petrarca , che gl’ indirizzò quattro lettere. Compose un’opera, 
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intitolata: Planetarium , in Ire toltimi , piene di figure, in cui spiegata la fabbrica 
dell'orologio di soo padre. Quest’opera, rimasta manoscritta nella famiglia dell’au- 
tore, ha sovente fatto confondere il padre col figlio. Quest'ultimo intentò ed ese- 
gui egli stesso un altro orologio ancor più famoso, che fu collocato a Pavia nella 
biblioteca di Giovanni Galeatxo Visconti. Fu lavoro che valse a lui mi a lutti i 
tuoi discendenti il soprannome di Horologius , che breve tempo dopo usato teune 
invece del vero suo nome. 

DONNE (Abusivo), matematico inglese, nato nel 1718 a Bideford nella contea di 
Devon, e morto in età di soli ventotto anni. Ad onta della sua breve carriera, 
diede prove di estesissime cognizioni in matematiche, e soprattutto in astrouomia, 
ed ha lasciato varie opere cbe tono state pubblicate da tuo fratello Beniamino 
Donne. , 

DONNE ( Bevi a mi so ) , dotto matematico ingtese, nato nel 1729 a Bideford, nella 
contea di Devon , fts custode della biblioteca pubblica di Bristol e professore 
reale di meccanica. I tuoi scritti tono : I Descrizione tirila contea di Devon , 
opera che fu pubblicata nel 1761 , e cbe la società per l’ incoraggiamento delle 
arti e del commercio giudicò degna di un premio di cento lire sterline; II Carta 
del Devonshire , in dodici fogli, 176S; III Carta detta città di Bristol e de' suoi 
contorni fino ad undici miglia di disianza, in quattro fogli, 1770; IV Saggi 
di matematiche , indi; V Compendio di fisica sperimentate , 1751, in-ia; VI 
Guida del marinaro inglese , 1774; VII Trattato del modo di tenere i libri di 
scrittura mercantile ; Vili Alcuni Trattati di geometria e di trigonometria. 
Donne è morto nel Giugno 1798. 

DOPPELHAYER (Giovassi Gabbmele), matematico tedesco, nacque a Norim- 
berga nel 1671. Essendoti recato a imparare la legge all'università di Halle, ab- 
bandonò ben presto questo studio per quello della tìsica e delle matematiche, per 
le quali scienze sentivasi particolarmente trasportato. Dopo aver viaggatn per 
alcun tempo in Olanda, in Svizzera ed in Inghilterra, tornò in patria, nel 1702, 
e vi ottenne, dopo due anni , la cattedra di matematiche. Occupò con lustro tale 
impiego per quarantasei anni, e mori il primo Dicembre 1750, onorato e stimato 
da’ suoi concittadini e dagli stranieri. Era membro della Società Reale di Londra, 
e delle accademie di Berlino e di Pietroburgo. 

Doppelmayer ha pubblicato parecchi discorsi accademici ed alcune traduzioni, 
fra le quali si distinguono he Tavole astronomiche di Tommaso Street, cui tra- 
dusse dall’inglese in latino, Norimberga, 1704,, iu- 4 ; la Difesa di Copernico di 
Wilkins, che tradusse dall’inglese in tedesco, ivi, 1718, in -4 ; ed il Trattalo 
della costruzione e dell' uso degli strumenti di astronomia di Bion , tradotto 
dal francese in tedesco, ivi, 1712, in-4, ed al quale fece due suppliamoli nel 1717 
e 1720. Ma le principali sue opera sono : I Introduzione alla geografia per 
1 ’alJante di Homann , 1714, in foi, in tedesco, e 1781 in-fol. in latin»; Il Rag- 
guaglio storico, de' matematici ed artisti di Norimberga , ivi, 1780, in-fol, 
in tedesco; III Atlas coeletti s , in guo 3 o tabulae astronomicae aeri incitar 
continentur , ivi, 174**» in-fol. Le tavole di questo atlante sono in generale male 
incise, né vi si vedono notale le lettere greche, di cui gli astronomi fanno uso 
per distinguere le stelle delle costellazioni. Il lesto é stato tradotto in francese 
da Coasnontaingne, ma tal lavoro non ha vedutola luce. Per maggiori particolarità 
sulla vita e sulle opere di questo dotto potrà ricorrersi o alla Biografia univer- 
sale , o ai Dizionarii di Wills o di Adelung. 

DOPPIO. Una quantità è doppia di un’altra, quando essa la contiene due volte; 
al contrario è suddupla , quando ne è la metà. Uua ragione è doppia quando 
l'antecedente è doppio del conseguente; cosi (j sta a 3 in ragione doppia. Al 
Pii. di -Val. Voi- ir. un 
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contrario una ragione suddupla si ha quando l 1 antecedente è la metà del con- 
scguente; così 3 sta a 6 in ragione suddupla. 

In geometria si chiama punto doppio il punto in coi si tagliano due rami di 
una curva, come si chiama punto triplo quello in coi si tagliano tre rami di 
una curva. In generale si chiamano punti multipli quei punti nei quali si ta- 
gliano più rami di una curva. 

DO RADO ( Àstron. ). Nome di una costellazione meridionale chiamata ancora 
Xiphias , e rappresentata sotto la forma di un pesce: essa è situata tra la Nave 
e I 1 Kridano. La più bella stella di questa costellazione, segnata nei cataloghi 
Colla lettera or, è di terza grandezza. 

DRACONTICO (Astron.). L'espressione di mese dracontico veniva usata dagli 
antichi astronomi per indicare Io spazio di tempo che la luna impiega per tor- 
nare dal suo nodo ascendente, chiamato Caput Draconis , Testa del Dragone , 
allo stosso punto , vale a dire la rivoluzione intera della luna rapporto al suo 
nodo. 

DRAGONE (Astron.). Costellazione boreale composta di 8o stelle nel Catalogo bri- 
tannico. Gli antichi la chiamavano ancora: Serpens , Angui s , Hesperidum Cu - 
stos r Col aber arborem conscendens , Si dui Mi ne rea e et Bacchi , Aesculapiur , 
Python, Questo dragone, secondo i poeti, è quello che Giunone avea posto in 
guardia dei giardini delle Esperidi, e che poi fu ucciso da Ercole. Apollonio gli 
dà il nome di Ladon , che fu anche dato ad un fiume, il che fa sospettare che 
questo dragone significhi il fiume o i bracci di mare che circondavano i giardini 
delle Esperidi. 

Ovidio parla di questa costellazione allorquando Febo dice a Fetonte di non 
andare uè troppo a settentrione nè troppo a mezzodì dalla parte dell' Altare, ma 
di tenersi esattamente nel mezzo: 


Neu te dexterior tortum declinet in anguem , * 

JVeve sinisterior pressam rota ducat ad aram 

Jnter utrumque tene : 

Mutasi, lib. II, vers. i38. 

DRAGONE (Astron.). La testa e la coda del Dragone, Caput et Cauda Draconis , 
sono i nodi, ossia i punti d'intersezione dell'orbita della hina coll' eccl ittica. 

Essi s'indicano ordinariamente con questi segni: ^ testa del Dragone, ^5 
coda del Dragone. 

Gli astronomi hanno abbandonato queste denominazioni, e chiamano sempli- 
cemente nodo ascenderle quello pel quale la luna passa per andare al nord del- 
P cerili li ca, nella parte settentrionale della sua orbita, e nodo discendente quello 
pel quale essa ritorna nella parte meridionale della sua orbita. 

11 nodo ascendente è la testa del Dragone, e il nodo discendente è la coda 
del Dragone. 

DREBBKL ( Cobm.i.io Vab), nato nel 1572 ad Alckmaer in Olanda, è celebre per 
l'invenzione del microscopio che generalmente gli viene attribuita. Questo strumento 
è stalo per la fisica ciò che il telescopio è stato per I' astronomia ; non deve 
perciò far maraviglia se 1' onore di tale scoperta gli è stato vivamente disputa- 
lo. Molti scrittori ci rappresentano Drcbbel come un ciarlatano, che, per mezzo 
di un microscopio, del quale non spiegano essi il possesso nelle di lui roani, 
mostrava al pubblico di Londra delle curiosità di cui esagerava l'importanza se- 
condo 1' uso delle persoue della sua professione. Questi critici aggiungono che 
esso era un contadino dell' Olanda settentrionale, senza educazione, e per 
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conseguenza senza alcuna scientifica cognizione. La cronaca d» Alckraaer, patria «li 
Drcbbel, si esprime in altro modo sul suo conto. Secondo questo documento, del 
quale non havvi alcuna ragione per revocare in dubbio la sincerità, Drebbel, al 
contrario, nato da genitori distinti, avrebbe ricevuto una brillante educazione, 
avrebbe di buon'ora manifestalo una particolare attitudine per le scienze, ed 
amante del roaraviglioso sarebbesi con trasporto dato alla ricerca dei segreti na- 
turali. Giovine ancora , andò in Inghilterra ove fu accolto con distinzione dal re 
Giacomo I , principe abbastanza illuminato ed istruito per non lasciarsi ingan- 
nare da un contadino ignorante e da un ciarlatano. Tulio porta a credere che 
Cornelio Drcbbel sia stato la vittima di una inconcepibile calunnia. 

Comunque però sia, è certo che Drcbbel espose in Londra Terso il 1618 il primo 
microscopio che sia comparso; non vi è perciò nessuna ragione per pensare che 
egli non ne sia l'autore. Ciò non ostante, Pietro Borei, autore di parecchie ri- 
cerche assai curiose sull' invenzione del telescopio, riferisce nella sua opera in- 
titolata: De vero telcscopii inventore , cum brevi omnium conspicillorum hi - 
storia , Aia, i 655 , in> 4 , diverse circostanze che tendono a togliere a Drcbbel 
una parte dell' onore che gli meriterebbe la scoperta del microscopio. Questo 
scrittore cita una lettera dell* inviato degli Stati Uniti in Inghilterra, Guglielmo 
Boreel , nella quale questo diplomatico, che occupatasi di scienze, cita Zaccaria 
Jans, occbialajo di Middelburg, come il vero inventore del microscopio. Aggiunge 
di aver veduto nelle mani di Cornelio Drebbel , suo amico , il microscopio che 
Zaccaria e suo padre avevano presentato all'arciduca Alberto, e che questo princi- 
pe aveva dato a Drebbel. Perciò, sia o non sia egli I' inventore di questo inge- 
gnoso istrumento, è almeno fuori di dubbio clic Drebbel è il primo che lo abbia 
fatto conoscere , e che quest' uomo, cui si attribuisce ancora l'invenzione del 
termometro, onorato della stima dei sovrani e dell' amicizia di un gran perso- 
naggio del suo paese, uou ha potuto essere un avveuluriere. Drebbel è morto a 
Londra nel 1634. Egli non ha lasciato che due opere, ma sono esse estranee al- 
l'oggetto pel quale figura egli in questo Dizionario. Vedi Micboscopio e Ter- 
mometro. 

DROZ (Pietro Giacomo) , valente meccanico, nato il 28 Luglio 1721 a Chaux- 
de- Forni, nella contea di Ncufchàtel , fu dapprima destinato alla chiesa; ma avendo 
avuto occasione di esaminare la fabbricazione degli orologi , genere d' industria che 
incominciava allora in quel paese, si destò in lui un trasporto particolare pei lavori 
di meccanica, e ad essi esclusivamente si dedicò. Molte sono le macchine curiose 
da lui inventate ed eseguite, delle quali si trova la descrizione nell' Enciclope- 
dia, edizione di Yverdun, alla parola .4 ut ornate , ma noi nou citeremo clic la piu 
ingegnosa, l'automa cioè clic scrive. I moti delle articolazioni della mano e delle 
di la in questa figura erano sensibili all'occhio e regolari abbastanza per formare 
bei caratteri. L'ultimo lavoro di questo abile artista fu un pendolo astronomico : 
egli vi si applicava ancora quando senti la sua salute venir meno per 1' eccessiva 
fatica. Cercò di recuperare la sanità recandosi a Ginevra ; andò quindi a Bienne, 
ma vi mori il 28 Novembre 1790. 

DROZ (Enrico Luigi Giacomo), figlio del precedente, nato a Ch «ux-de-Fond il 
i 3 Ottobre 1752, fu mandalo da suo padre a Nanci onde vi acquistasse cogni- 
zioni profonde nelle matematiche. In età di iG anni mostrava grandi disposizioni 
per la meccanica , c non ne aveva che 23 quando andò a Parigi con parecchi la- 
vori di sua invenzione, c fra gli altri un automa disegnatore, e una figura di 
giovinetta, la quale sonava diverse arie sul graviccmbalo, seguiva la musica cogli 
occhi e colla testa, e quando aveva terminalo di sonare si alzava e salutava gli 
astanti. Durante la sua dimora a Parigi, fece eseguire da Leschnt, artista reputa- 
ti ss imo, educalo da suo padre, «lue mani artificiali pel figlio di la Rcynièrc , il 
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quale non poteva fare uso «Ielle proprie, e col incito delle artificiali supplir po- 
teva a quasi lutti i bisogni. Il celebre Vaucanson, scorgendo quelle mani, disse 
a Drot : n Giovinetto, voi incominciale dove io vorrei finire n. In seguilo Drot 
brinò starna nel 1784 a Ginevra, ove il suo carattere e le sue cognitiooi gli gua- 
dagnarono la stima delle persone le più distinte. Fu pure ammesso nella società 
per r avanzamento delle arli, e vi lesse varie importanti memorie. Quest* uomo 
slimabile, collo da una malattia di petto, si recò per consiglio dei medici alle 
isole d* Hyères , e quindi a Napoli , ove morì il 18 Novembre 1791, in età di 
3 <> inni. 

PRYANDER (Giovanni), il cui vero nome era Eichraann , nacque a Wetleren 
nell* Assia, terso la fine del XV secolo Studiò le matematiche e 1 * astronomia, 
indi viaggiò in Francia, ove associò allo studio di tali scienze quello della medi-: 
cina. Presti che ebbe la laurea dottorale a Magonza, si recò a Marpurgn per tenere 
nell* università di quella città la doppia cattedra di matematiche e di medicina. 
Fece fare progressi a queste due scienze, e soprattutto all* astronomia, che gli va 
debitrice di nuovi strumenti e del perfezionamento di molli tra qnelli che erano 
conosciuti prima di lui. Parecchi trattati Ita pubblicato so tale scienza, tra i quali 
si distinguono quelli che hanno per titolo: I De armalo astronomico \ Il De 
cilindro \ III De globulo terrestri. Dryander, dopo che ebbe insegnalo le ma- 
tematiche per lunghissimo tempo, mori il 20 Dicembre i 56 o. 

DUBOCAGE (Giorgio Boi ssa yr), ingegnere e professore d’ idrografia all’ Havre, nato 
nel 1626, ebbe nel 1666 la commissione di scavare il canale che da quella città 
doveva “condurre ad Harfleur. Tre anni dopo, terminò il bacino del porto e co- 
strasse le prime Chiuse. Mori nel 1696 dopo che ebbe pubblicalo non poche carte 
marine e diverse opere d’idrografia, tra le quali è da notarsi quella intitolata: 
Le ce rei e universel et son usage. 

DUBOCAGE (Giorgio Boissaye), figlio del precedente e suo successore nella cat- 
tedra. Fece varie osservazioni sul flusso e riflusso del mare, che inserite vennero 
nelle Memorie dell’Accademia delle Scienze di Parigi del 1710, e cooperò alle 
opere pubblicale da suo padre. Mori nel 1717 in elà di 56 anni. 

DURREUlL ( Giovarsi ) , gesuita nato a Parigi nel iGoa , era nipote del dolio 
stampatore Antonio Dubreuil del quale per alcun tempo esercitò la professione. 
Entralo essendo nei gesuiti, adempiè con onore a non pochi ufizj che successi- 
vamente affidali gli vennero, fu invialo a Roma e fallo al suo ritorno direttore 
del noviziato di Dijon,e mori in questa città il 27 Aprile 1670. Aveva cognizioni 
estesissime nelle matematiche, nell* architettura e nel disegno. Abbiamo di lui: 
I La perspectìve pratitfue , nécessaire à tous les peintres , graoeurs , etc. , Parigi, 
i 6$2-{8, 3 voi. in-fi ; ed ivi, deuxième editi on , augmentée par Vauleur en piu - 
sieurs endroits et d'un trai té de la per spretile m ili taire , ou Méthode pour élé- 
ver sur des plans gèométraux , Parigi, i 65 i, 3 voi. in- 4 ; tale opera gode tuttora 
di molla stima; II L' art uniaersel des forti ficai ions , Parigi, iG 65 , in- 4 . 

DUC-DE-EACHAPELLE (Anna Giovarmi Pasquale Crisostomo), nato il 27 Gen- 
naio 1765 a Montalbano. Tratto da inclinazione irresistibile per le scienze esatte, 
si recò nel 1788 a Parigi, ove fu discepolo di Lalande. Al principio della rivolu- 
zione si ritirò a Montalbano, ed ivi durante il terrore visse nell'isolamento, oc- 
cupalo unicamente di lavori astronomici. Alla creazione dell* Istituto, nc fu nomi- 
nato membro, e contribuì validamente ai lavori di quel dotto corpo. Ristabilì 
l'antica accademia di Montalbano e ne fu il primo direttore. Consacrando i pro- 
prj ozii a guidare i primi passi dei giovani che mostravano genio e attitudine 
per le scienze astronomiche, ebbe la bella sorte di formar buoni allievi. Era oc- 
cupato della revisione de* suoi scritti, e della classificazione dell* infinito numero 
di osservazioni da liti (atte, raccolta preziosa destinala ad arricchire le collezioni 
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astronomiche , quando mori il di 8 Ottobre 1814. I principali suoi scritti sono s 
seguenti : I Me moire sur la dì st ance solsticiale du Soleil au xénith dans Ir 
t, o piqué du Cancer en 1 796-97 , et sur la diminuì ion siculai re de V obliquile 
de Ticliptique , memoria inserita nel toro. IV, in. i 8 o 3 dell'antica raccolta del- 
l’ Istituto , alla «elione delle scienze fìsiche e matematiche; li Observation du sol - 
stice d'èie de t an IX^ fatte à Monlauban avec le sextant de V abbi Locatile ^ 
fora. IV , an. i 8 o 3 della citata raccolta; III Mimoire sur Vappuhe de la lune et 
la planile Mars le 12 thermidor an VI 4 toro. V, an. 1804 della stessa raccolta; 
IV Mitrologie j rancai se , ou Traiti du sy stèrne mitrique dicimai à fusage 
du dipartement du Lot , Montalbano , 1807, in-8; Montalbano e Tolosa, 1808, 
in-8. \ 

DUCHESSE ( Simobb ), nato a Dole, nella Franca-Conte», verso la metà del secolo 
XVI. Abbracciato avendo la religione riformata, si rifugiò a Delfi in Olanda, ove 
per molti anni insegnò con distinxione le matematiche. Fu uno dei tanti che 
crederono di aver trovata la soluzione del famoso problema della quadratura del 
circolo. Ei pubblicò la sua pretesa scoperta in un'opera intitolata: Quadrature 
du cercle , on manière de trouver un quarré egal au cerale donni , Delft, 
1584, in- 4 * Nel confutare tale soluzione, Pietro Mczio trovò il celebre suo rap- 
porto della circonferenza al diametro. Ducheme mori verso il 1600 in età poco 
avanzata. 

DUHAMEL (Giovar Batista), nato nel 1624 , a Vire in Normandia, incominciò 
i suoi studj a Caen e gli terminò a Parigi. I suoi progressi nella filosofia e nelle 
scienze furon sì rapidi, che in età di soli diciotto anni fu in grado di pubblicare 
•ma spiegazione degli Sferici di Teodoiio con un trattato di trigonometrìa da 
lui composto. Entrato nel v 6^3 nell’Oratorio, vi passò dieci anni; ed eletto in 
seguilo paroco di Neuilly-sur-Marne adempiè a' suoi doveri con assiduità e zelo 
straordinario, senza per questo trascurare gli studj snoi favoriti della filosofia e 
delle scienze. Alla fondazione dell' Accademia delle Scienze di Parigi , nessuna 
persona più adattata di Ini fu trovata per disimpegnare le funzioni di segretario 
perpetuo, sia che si avesse riguardo alla estensione e varietà delle sue cognizioni 
ovvero alla facilità e purgatezza colla quale scrìveva latino Molte ed importanti 
commissioni in più tempi affidate gli vennero, e a tutte soddisfece con un suc- 
cesso maggiore dell'espettativa. Infaticabile net lavoro, le malattie stelle che lo 
avvertivano della prossima sua fine non poterono rallentare il suo ardore; meditata 
ancora nuovi scritti, quando mori a'O di Agosto 1706, in età di oltantadue anni. 

Fra le opere di Duharael sopra soggetti che hanno relazione colla natura di 
questo Dizionario le principili sono: I Astronomia physica , Parigi, 1660, in -4 ; 
Il De Meteoris et fossilibus , Parigi, iGfio , in- 4 ; queste due opere trovansi 
d'ordinario unite: spesso vi si ammira lo stile delle opere accademiche dl^Ci- 
cerone; III Regiae scientiarum academiae /ustoria^ Parigi, 1698, e 1701, in-4. 
Tale opera, di cui la seconda edizione contiene delle aggiunte, è importantissima 
e va unita alla raccolta delle Memorie dell' Accademia delle Sciente di Parigi. 

DULAC (Giuseppe ) , capitano d'artiglieria nelle truppe del re di Sardegna, nato 
a Chambéry verso il 1706. Pubblicò un'opera importante intitolata: Tl t iorie 
nouoelle sur le meconismo de T artillerie , Parigi , 174*1 in-4. e,sa l’ autore 
tratta con metodi egualmente generali che facili le più ardue questioni sulla 
polvere, sul moto de'projetli, e sulla resistenza delle volte ai colpi delle bombe. 
Con un metodo afTatto nuovo giunge a determinare l'angolo di elevazione che 
dà la massima portata di un pezzo d'artiglieria, quando la batteria è eretta so- 
pia una pianura; problema fino allora imperfettamente risoluto. Morì in Ales- 
sandria nel 1757, pel dolore, dicesi, di essere stato posto in ritiro io un' età 
in cui era tuttavia in grado di recar servigj alla patria. 
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DULAGUE (Vincenzo Francesco Giovanni Natale), professor*! di idrografia 
nel collegio reale di llouen, nacque a I) teppe il 24 Dicembre 1729. Pubblicò a 
Kouen nel 1768 le sue Lccons de navigation , in-8, che ristampate vennero in 
seguilo con aggiunte nel 1771, nel 1784, e 1792. Diede ancora alla luce nel 1787 
un'opera intitolata: Principes de navigation , ou Abrégé de la thcorie et de la 
pratique du pi/otage, in-8 , compilata per ordine del re ad uso delle scuole d’i- 
drografìa. Queste opere furono adottate come classiche dal governo nelle scuole di 
marina. Dulague possedeva ancora estese cognizioni in astronomia , e parecchie 
delle sue osservazioni inserite vennero nelle Memorie dell'Accademia delle Scienze 
di Parigi ne' tomi IV, V e VI dei dotti stranieri. Era membro dell’Accademia 
di Rpuen, e morì in questa città il 9 Settembre i 8 o 5 . 

DUNN (Saisiiele), geometra inglese del secolo XVIII, nacque a Crediton, nel De- 
vonshire, ove per parecchi anni insegnò le matematiche e l’astronomia. Indi si 
trasferì a Chelsea ed ivi si applicò allo stesso insegnamento. Egli non solo cono- 
sceva a fondo la teoria dell'astronomia nautica, ma era ancora un abilissimo os- 
servatore pratico, il che lo portò ad essere eletto esaminatore a Londra degli 
•spiranti di marina al servizio della compagnia delle Indie. Istituì una cattedra 
di matematiche nella sua eiltà nativa con un appuntamento annuo di trenta lire 
sterline ^ c pubblicò in inglese alcune opere utili i cui titoli sono i seguenti: I 
Lezioni sopra V astronomia e la filosofia delle comete , 1759; li Introdu- 
zione nuova e generale all" astronomia pratica , 1775; III Guida del naviga- 
tore nei mari orientali o indiani , 1776; IV Afuovo manualéìdi navigazione 
pratica, o guida ne' mari delle Indie , 1778. Sì hanno di lui ancora diverse 
utili e ingegnose memorie, come pure delle osservazioni astronomiche che si leg- 
gono nelle Transazioni filosofiche. Morì nel 1792. 

DUPAIN-MONTESSON, nato a Parigi verso il 1720, abbracciò il mestiere delle 
armi, e dopo esser giunto al grado di capitano eutrò nel 1768 nel corpo degl’in- 
gegneri geografi, nel quale si fece ben presto distinguere per le non comuni sue 
cognizioni nei diversi rami delle matematiche. Fu scelto per insegnare al duca 
di Berry, poscia Luigi XVI , a levar di pianta. Questo dotto modesto viveva an- 
cora ilei 1790, ma s'ignora l'epoca della sua morte. Le principali sue opere 
sono le seguenti i t I L * art de lever les plans de tout ce qui a rapport à la 
guerre et à V architecture , Parigi, 1763, 1 77S, 1792,111-8; nuova ediz. riveduta 
e corretta da J. J. Verkaven, 1804, in-8; II La Science de P arpenteur, Parigi, 
1766, in-8; 4.* ediz. accresciuta, 1812, in-8; III IVouveau traite\ ou Supplément 
théorique et pratique de trigonometrie rectiligne , Parigi, 1773, in-8; IV Les 
nmusemens militaires , Parigi, 1788, in-8,* V La Science des ombres par rap- 
port uu dessin , Parigi , 1760 e 1786, in-8; VI Pratique du dessin de Parchi - 
tecture bourgeoise , Parigi, 1789, in-8; VII Abrégé du toisé des ouvrages ru- 
stiques , Parigi, 1787, in-8; Vili Les connaissances géamctriques à V usagc des 
ojjiciers employés dans les mar che s , campernens , ec., Parigi, 177 in-8. 

DU PAIN-TRIEL' ( Giovanni Luigi), fratello del precedente, nacque a Parigi il 
26 Novembre 1722. L’inclinazione sua per le scienze esatte lo indusse ad en- 
trare nel corpo degl’ ingegneri geografi, ove non tardò a far conoscere i suoi me- 
riti pei molti ed importanti lavori che vi eseguì e pei quali nel 1792 gli fu ac- 
cordala una ricompensa nazionale di diecimila franchi. Dei molli suoi scritti non 

citeremo che una Lettre à AI. le comte de duri* laque/le on examine 

Pinsuffisan.ce de la méthode actuelle d' enseigner les mathématiques , Parigi, 
1759, in-8, ristampata più volte. Non si conosce in quale anno morisse, ma vi- 
veva lui torà nel i8o{. 

DUPLICATO ( Aritm .). La ragione o il rapporto duplicato di due quantità è il 
rapporto dei loro quadrati: così il rapporto duplicato di a a b è il rapporto di 
u 1 a o del quadrato di a al quadrato di b. 
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Il rapporto tudduplicato è quello delle radici quadrate; quando dunque »i dice 
che una quantità è eguale al rapporto sudduplicato dici, .'intende che uue- 
ala quantità è eguale a ^ a : ^ b . ^ 

Non bisogna confondere doppio con duplicalo , poiché nulla ri è di pii. diffe- 
rente: la ragione di 8 a 4 è una ragione doppia , perchè 8 è doppio di 4 ; la ra- 
gione d. ,0 a 4 duplicata di quella di 4 a a , cioè è la ragione del quadrato 

vlic ì q M ° P /" i° *‘*“° m ° t,VO de,e b * n di " in g uersi '» ragione suddu- 

plicata dalla tuddup/a: la ragione di 4 a 8 è .uddupla, quella di a a 4 è ,ud- 
duplicala di quella di 4 a 16. * 4 

DUPLICAZIONE DEL CUBO gloria). Questo problema è celebre nella .tori, 
della ectenia , ed appartiene d’altronde a’ .noi primi .riluppi. Si trattava di co- 
struire un cubo doppio in volume di un cubo dato, e di eseguire que.ta costruiione 
«nia far uso d, altri strumenti che della riga e del compaio. Si ,a infatti che gli 
antichi geometri non consideravano geme geometriche che le operaiioni eseguile 
con questi «Irumenli, mentre davano il nome di meccaniche a quelle 0!^! 
chiedevano l’uso d. altri meni. Posto cosi, il problema dell, duplicaiione del 
cubo, la cui .0 u.ione infatti è impossibile col ,olo meno della geometria ordi- 
naria dovette lungo tempo e.ercilare la paiiema e la sagacilà de' geometri. Fu 
specialmente ai tempi d, Platone che i matematici antichi si occuparono con 

HfZl.r T , r, “ rChe di Cui 1 U ' Sl ° P roblcma l’ogget.o, ed è foce 
la d, dico ti dall, quale e accompagnata la sua .elulione che fece in seguito at- 
ribuirc a sua origine a circostame non meno strane che improbabili. 

Second o Filopone , quegli che inutilmente tentò di salvare la biblioteca d. 
Alessandria dal furore degli Arabi , ecco la tradiiione che esisteva nella Grecia 
rapporto a questo problema : Un. peste desolava 1 ’ Attica, e l’oracolo di Deio 
consultato sul modo di appacificare Apollo, allo sdegno del quale gli Ateniesi 
attribuivano il flagello che gli tormentava , rispose : 'raddoppiale r2,.t! Z 
vette supporsi che 1 altare indicato dall’oracolo fosse quello che Apollo aveva 

en< !t? C r e T ‘ U " 1 ' f0rma C ‘ 3 " i,mcn ' e Parve in principio ,„ai fa- 

cile .1 soddisfare la volontà del nume; si costruì a tale effetto un nuovo altare 
raddoppiando , lai. d, quello che prima esisteva, ma si ottenne cosi un cubo 
non già doppio ma ottuplo. Il flagello non cessò, e l’oracolo, interrogalo di nuovo 
rispose che male er.s, interpretata la sua risposta. SI sospetti allora che si trai-’ 
tasse della duplicai, one geometrica dell’altare, e tutti i geometri della Grecia 
furono chiamai, a trovare la .elulione di un problema che i meni pratici non 
avevano potuto dare. Valerio Massimo aggiunge a questa storia maraviglio,., una 
«ire ostan ta che ha anco p,ù dell’ inverisiroile. Questo scrittore pretende che Pls- 
lone, consultalo su tale importante quesito, indicò Euclide come il solo geometra 
in grado d, risponder», ,n mollo da soddisfare il misterioso oracolo di Deio M. 
que.ta asserì, one manca affatto di fondamento. Il geometra Euclide è poster, ore 
a Platone d, circa un secolo, ed Euclide di Slegar. , contemporaneo di „„ol- 
1 uomo sommo, non era che un sofista seni, talenti , e digiuno interamente delle 
eogninon, d, geometria, che Pistone all’opposto possedeva in supremo grado. 

1) altronde ammettendo ancora che vi fosse qualche verità nel fondo di questa 
stona maraviglio,,, è certo che il problema della duplicaiione del cubo aveva 
già occupato 1 geometri, e che la sua solmione era stala ritrovala appena cor- 
cala. Ippocrale di Ch,o l’aveva ridotto alla ricerca di due medie proporiionali 
geometriche tra il lato del cubo dato e il doppio di questo lato, poiché cosi la 
prima d. queste due linee sarebbe stata il lato del cubo cercato Considerandolo 
precisamente in questo punto di vista, si conservò per lungo tempo la speranti 
d, giungere alla sua soluiione per meno della riga e de. compasso, affi 
questo appunto consisteva la difficoltà del problema, che occupò straordinariamente 
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i geometri e io («articolar modo la «cuoia platonica. Platone stesso ne diede 
in questo rapporto una soluzione ingegnosissima , ma in cui la difficoltà non era 
ancora che palliata. V’ impiegò uno strumento composto di due righe, una delle 
quali si allontana paralellamente all'altra scorrendo nella scanalatura di due 
sostegni perpendicolari alla prima. Archita immaginò una curva descritta con un 
moto particolare sulla superficie di un cilindro retto, e che incontrata dalla su- 
perficie di un cono situato in un certo modo determinava una delle medie. Questa 
soluzione però uon poteva essere utile nella pratica. Eudosso ne propose un'altra 
che egli ottenne per mezzo di una curia di sua invenzione. Menecmo, Aristeo, 
Dioostratn si esercitarono egualmente su questo problema, che essi trattarono coi 
nuovi mezzi che loro porgeva la teoria delle sezioni coniche di recente scoperta. 
Le due soluzioni proposte da Menecmo sono notabili sopra le altre : la quadrs- 
trice di Dinostrato e la concoide di li i co mede sono dovute pure alle ricerche oc- 
casionate dal problema della duplicazione del cubo. Finalmente Pappo , nelle tue 
Colletioni matematiche, propose un metodo ingegnoso per trovare le due medie 
proporzionali, metodo che fu poi ulteriormente perfezionato da Diocle per mezzo 
della cissoide, curva che porta ancora il nome di questo insigne geometra. 

Il problema della duplicazione del cubo, come quello della trisezione dell’an- 
golo e della quadratura del circolo ha molto occupato gli antichi geometri. La 
soluzione delle difficoltà che essi presentano è impossibile col solo mezzo della 
riga e del compasso, nè deve obliarti che ad ottenere appunto questo resultato 
erano diretti gli sforzi della geometria antica. Ma le ricerche di cui questi pro- 
blemi sono stati 1’ oggetto hanno almeno dato occasione ad importantissime sco- 
perte, e sotto questo punto di vista esse interessano ancora vivamente la storia 
delta scienza. Pedi CoaiCo, Esaanao, Mania Paoroazionau. 

DUPLO. Pedi Domo. 

DUPUIS (Cablo Fbasczsco), membro dell* Istituto di Francia, nacque a Tryé- 
Chàteau fra Gisors e Chaumnnt da genitori poveri il afi Ottobre 1743. Non 
studiò dapprima che le matematiche e 1* agrimensura , ma ì rapidi progressi che 
vi fece gli fruttarono la protezione del duca della Rochefoucault , cui ebbe 
occasione di conoscere e che gli fece intraprendere un corso regolare di studj 
nel collegio di Harcourt. Si applicò quindi alla legge e fu nel 1770 ricevuto av- 
vocato .ài parlamehlo. Le cognizioni matematiche acquistale nella sua prima età 
lo indussero a frequentare le lezioni di astronomia di Lalande, donde fu poi 
tratto ad una lunga serie di lavori, di sforzi e di ricerche intorno alle origini 
astronomiche. Credè che le costellazioni rappresentate sui planisferi sotto la fi- 
gura di uomini o di animali fossero l’origine di quel numero immenso di avve- 
nimenti raaravigliosi, d’avventure chimeriche, che sorprendono nella mitologia, 
e di cui invano ti chiederebbe ragione alla storia. La spiegazione abbastanza 
plausibile di un buon numero di favole trascinò Dupuis a viste ed applicazioni 
molto più generali sull’ intero sistema della teogonia e della teologia degli anti- 
chi. Persuaso di aver rinvenuto nel cielo 1’ origine di tutti gli errori della terra, 
la chiave di tutti i misteri dell’antichità, di tutte le difficoltà delle prime epo- 
che della storia, fece conoscere la sua pretesa scoperta in varie memorie e final- 
mente nella sua grand'opera intitolata: Origine de tout tee cu/tes , ou la Reti- 
gion universale , Parigi, 1794, 3 voi. in-4, con atlauie , o sa voi. in-8. Tale 
opera, da molli esaltata, da moltissimi screditata, contiene in mezzo ad un numero 
immenso di errori una estesa erudizioue storica e letteraria : essa però è oggi- 
giorno caduta in un'assoluta dimenticanza, nè a darle nuova vita è bastato il 
compendio che nel 1798 ne pubblicò lo stesso autore, o l'altro compendio che 
ne fece Deatult de Tracy. Dupuis è morto a Is-sur-Til il 39 Settembre 1809. 
Intorno alb sua vita e alle altre sue opere leggasi 1’ articolo che lo riguarda 
nella Biografia universale. 
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DIIRER ALBERTO o ALBERTO DURO. Di questo celebre pittore della scuola 
alemanna, nato a Norimberga il 20 di Maggio 1^71 , non dobbiamo far qui men- 
zione , se non a motivo delle estese e profonde cognizioni da lui possedute in 
geometria, in prospettiva, nell'architettura civile e militare, e nelle matematiche 
in generale, sulle quali scienze abbiamo di lui lo seguenti due opere scritte in 
tedesco : I Trattato geometrico delle misure col compasso e colla riga , No- 
rimberga, i5a5; Il dicane istruzioni sulle fortificazioni , Norimberga, 1&20. 
Esse sono stale entrambi tradotte in Ialino. Durar mori nella sua patria il 6 
Aprile i528. 

DE VAL-LE-ROY (Niccolò Claudio), nato a Baycux verso il 1730, divenne per 
le sue profonde cognizioni nelle scienze matematiche primo professore delle sruule 
reali di navigazione, tu altresì segretario dell’ accademia di marina di Brest, e 
socio corrispondente dell'Accademia delle Scienze di Parigi e quindi dell’Istituto. 
Le sue lezioni hanno fruttato pareochi ufiziali istruiti alla marina francese. 
Abbiamo di lui i seguenti scritti : 1 Traile! d' optique , trudnit de T anglais 
de Smith, Brest, 1767, in- 4 ; ^ Suppldment au Traile d' optiqne de Smith , 
Brest, 1784, >n 4 - Questo supplemento non meno che le considerabili aggiunte 
fatte da Duval al trattato di Smith rendono la sua traduzione più pregevole e 
più ricercata di quella di Fézéoas; III Siipplemenl au traile d' optique de New- 
ton , traditi! de /' anglais de Coste, Brest, 1783, in- 4 ; IV Élémens de navi- 
ga tion , Brest, (anno X), 1802, in-8 ; V Instruction sur les baromitres ma- 
rini, Brest, 1784, in-ia; VI Tulli gli articoli che rapporto alla marina si 
leggano nel dizionario di matematiche che fa parte dell' Enciclopedia metodica; 
VII Parecchie memorie che fanno parte di quelle dell* Accademia di Marina, di 
cui non i comparso che un volume stampato nel 1773. Duval-le-Roy è morto il 
6 Dicembre s8to. 

DUVAUCEL ( Carlo) , nato a Parigi il 5 Aprile 1734, si applicò con ardore al- 
P astronomia , c divenne ancor giovine collaboratore di Lalaude. Diresse varie 
memorie all'Accademia delle Scienze di Parigi, le quali inserite vennero nel 1768 
nel quinto volume delle hlemoires de mathérnaliques et de physique : in que- 
sto stesso volume truvasi il calcolo degli ecclissi, che Duvaucel compose per sol- 
lecitazione di Lalande, onde soddisfare alla curiositi! di Luigi XV, il cui resul- 
tato era quello che nessun ecclisse totale del sole sarebbe visibile a Parigi dal 
1767 al 1900. Nell'opera intitolata: L' art de verifter les dates , edizione del 
1783, leggevi l'ultima parte del lavoro di Duvaucel sugli ecclissi , che terse a 
completare le tavole già pubblicate da Laraillc e Fingré. Duvaucel, socio corri- 
spondente dell'Accademia delle Scienze di Parigi e poscia dell'Istituto, morì a 
Evreux net 1820. 

DUVIVIER (Claudio Raffaello), ingegnere francese nato a Charlevillc nel 1771, 
fu professore di matematiche nella scuola dei ponti ed argini , e ripetitore alla 
scuola politecnica ; si ba di lui una Mcmoire sur I' equiUbre des voiites , in-8. 
Morì il 9 Novembre 1821. 


Diz. di Mat l r ol. 11 '. 
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EaNDI (Giuseppe), protettore di geometria e di fisica nella università di Torino, 
nato a Saltino nel 1735 e morto a Torino nel 1799. Delle varie sue opere cite- 
remo quella intitolala: Elemento geometriae et physicae ad Subalpino* y To- 
rino, 179^, 3 voi. in-8. 

EBERHARD (Giovanni Paolo), valente architetto e professore di matematiche a 
Gottinga, nacque in Altona il a 5 Gennajo 1723, e morì nel >795. Abbiamo di lui: 
] Descrizione di una nuova tavoletta , ec. (in tedesco), Halle, 1753, in- 8 ; li 
De transportatore, novoyue ejusdem usu, Gottinga, 1754, innj ; IH Saggio sul- 
l'arte della guerra , e Ricerche sulle cause della grande superiorità dell ' of- 
fesa in confronto della difesa , Gottinga, 17^7, in-8: è questa una traduzione 
dal francese in tedesco; IV Descrizione de' dintorni di Gottinga , 1760, in-8. 

EBERHARD (Giovanni Pietro), dottore di medicina, nacque nella città di Altona 
nel 1727, e morì ad Halle il 17 Dicembre 1779. Intese in pari tempo allo studio 
della medicina e a quello delle matematiche, e tale fu P estensione e la profondi- 
tà delle cognizioni clic in breve acquistò in queste scienze, che in età di 26 anni 
fu chiamalo a professare le matematiche , la fisica , e quindi la medicina nella 
università di Halle. Tra le diverse opere di Eberhard indicheremo: I Principi 
elementari di fisica , Halle, *753, in-8; II Diversi trattati di matematiche 
applicate , Halle, 1786, in-8, 3 .* ediz. Questi trattali si riferiscono all* ottica, 
alla gnomonica, alla costruzione de 1 mulini e delle macchine necessarie per lo 
scavo delle miniere. 

EBERT ( Gian-Gi acomo ) , matematico e filosofo nato a Breslavia nel 1737, e morto 
il 18 Marzo i 8 o 5 . Dopo aver viaggiato nel 176$ in Germania ed in Italia, fu 
chiamato alla cattedra di matematiche in Wittemberg, ove si acquistò grande 
reputazione pel modo col qual- vi insegnò questa scienza non meno che la filo- 
sofìa. T principali suoi scritti sono: I Lezioni di filosofia e di matematiche per 
le alte classi , Francforl e Lipsia, 1773, in-8, e ivi, 1790, 4 * ediz.; II Ristretto 
dei principi di logica , ivi, 1790, 5 .* ediz ; III Ristretto dei principi di fisica, 
Lipsia, 1775, ed ivi, i 8 o 3 , 4* ediz.; IV Lezioni di fisica per la gioventù , ivi, 
s 776-78, 3 voi. in-8 ; V Elementi delle principali parti della filosofia pratica , 
ivi, 1784, in-8. 

KBN-YOUNIS. redi Ibn-Tockis. 

ECCENTRICITÀ' (Geom. ). È così chiamata la distanza tra il centro e il fuoco di 
un'ellisse. Vedi Ellissi. 

ECCENTRICITÀ’ ( Aslron.). Nell' astronomia antica s'indicava col nome di ec- 
centricità la disianza della terra dal centro dell' orbita di un pianeta ; ina da 
Keplero in poi questa parola non è stala più adoprala che per esprimere la di- 
stanza tra il centro dell' orbita ellittica di un pianeta o di un satellite ed il suo 
fuoco occupalo dal sole o dal pianeta principale. 

Le osservazioni somministrano varj mezzi per determinare l'eccentricità di un 
pianeta. Quella della terra per esempio, o, il che è lo stesso, quella dell' orbila 
apparente del sole, potrebbe desumersi dalla differenza dei diametri apparcuti di 
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quell'astro. Infatti il diametro del «ole dovendo apparire tanto più piccolo quanto 
è maggiore la aua dittatila reale, e tanto più grande quanto queita dittante è 
minore , baita conoscere il massimo e H minimo diametro apparente del sole per 
conoscere il rapporto tra la massima e la minima distanti, poiché qoesto rap- 
porto è inverso di quello dei diametri apparenti. Ora, ti t a che questi diame- 
tri tono: 

Massimo diametro apparente = 3/ 3i",6 s = tg55",6 
Minimo diametio apparente s=s 3i' 3i" = 1891" 


per conseguenza il loro rapporto é quello dei numeri icp5,fi e 1891. Cosi, indi- 
cando con D la distanza media della terra dal sole, vale a dire il semiasse mag- 
giore dell* orbita solare, e con e l'eccentricità di quest’orbita, D-t-e rappresen- 
terà il massimo raggio vettore ossia la roasiirua distanza, e D — e il minimo 
raggio vettore ossia la minima distanza; si avrà dunque 


D-t-« : D — e :: ig55,6 : 1891, 


« per conseguenza 


^ ^5,C - .89. = u 6^6 

1955,6-4-1891 3840,t. 


Cosi, prendendo, secondo il solito, il semiasse maggiore per uniti, l'eccentri- 
cità dell' orbita solare sarà 


0,016794. 

Quando si conosce l’ equazione del cenerò , si poà calcolare approssimativa- 
mente 1’ eccentricità per mezzo della proporzione: 

®7* 1 / 44", 8 (graduazione dell'arco eguale tn lunghezza al raggio) 
sta alla metà delta massima equazione , 
come il raggio eguale all' unità 
sta ali' eccentricità: 

il valore che ne resalterà differirà tanto meno dal vero quanto minore sarà l'ec- 
centricità. Per esempio, sapendo ebe la massima equazione del centro è pel sole 
di s° 55’ 26", si dedurrà da questa proporzione 


57' 43" 3463" 

e = — - — , . = — - — = 0,016704. 

57 17' 44", 8 aoù»04'',a 

L'eccentricità e la masiima equazione ilei centro sono due quanlilà talmente 
tra loro collegale, che può sempre calcolarsi il valore dell' una per mezzo di 
quello dell’allra. Eulero, che si è occupilo di queslo problema, ha dato, nel to- 
mo secondo delle Memorie dell' Accademia di Berlino, le due serie seguenti, nelle 
quali a esprime la massima equazione del centro ed e l'eccentricità: 


509 


a» ì 


*•.3.5.7 


. ,T s 587 , 

* = i a ~ a *rj 0 " "TnrTTii a — **• 
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a Uste essere espressa io parti ilei raggio nella seconda serie, il che si ottiene 
riducendo l'angolo a in secondi c disidendo quindi per 306264", 6 , Tale a dire 
pel numero dei secondi che sono contenuti nell’ arco eguale al raggio. Nella pri- 
ma serie, a è data in parti del raggio, e con una operatione ioversa alla prere- 
dente possiamo convertirla in gradi. 

È chiaro che quando e è una quantità piccolissima, si possono trascurare sema 
errore sensibile tutti i termini che vengono dopo il primo, ed allora si ha 

i 

ec=— a, 

• 

eguaglianza identità colla proporzione superiore. 

Le ecceutriciti dei pianeti variano costantemente, dentro certi limiti , al pari 
di tulli gli altri elementi di questi corpi ( Vedi OaeiT* e Pianeti). Ecco il ri- 
sultalo dei calcoli i più esatti. 


Nomi dei pianeti Eccentricità in parti 

del semiasse maggiore 

Mercurio o, 2o55i4g 

Venere 0,0068607 

Terra 0,0167836 

Marte o, 0933070 

Vesta 0,0891300 

Giunone 0,2578480 

Cerere 0,0784390 

Pallade 0,0416480 

Giove 0,0481631 

Saturno o,o56i5o5 

Urano 0,0466794 

Luna o,o 54844 a 


Questi elementi , per Venere , Giunone, Cerere e Pallade, si riferiscono al t* 
Gennajo 1820, c per gli altri pianeti al i.° Gennajo 1801. 

Variazioni secolari delta 
eccentricità 

Mercurio .... ... - 4 - 0,000003867 

Veticre . ....... — 0,00006271» 

Terra +- o,oooo 4 i 63 a 

Marte -+-0,000090176 

Giove -+- o,oooi5935o 

Saturno — o,ooo 3 12402 

Urano — 0,000035072 

Il segno -+• indica un aumento e il segno — una diminuzione. 

ECCENTRICO (Geom.). Si ili il nome di eccentrici a due circoli o a due sfere, 
che sebbene contenuti l’uno neH'allro non hanno lo stesso centro, in opposizione 
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ti la parola concentrici che ti dà ai circoli e alle sfere che hanno un solo e me- 
desimo centro. Vedi CoscrsTRico. 

ECCESSO SFERICO (Geod. ). I triangoli che si formano sulla terra nelle opera- 
zioni che hanno per oggetto di misurare nn arco di meridiano ovvero di levare 
la pianta geometrica di un paese, non possono, a motivo della lunghezza dei loro 
lati, esser considerati come rettilinei; poiché questi lati, a cauta della sfcricslSt della 
terra, tono archi di circoli massimi compresi tra le loro estremità. Cosi, in que- 
sto caso, la somma dei tre angoli orizzontali di ciascun triangolo supera due an- 
goli retti di varj secondi, facendo però astrazione dagli errori di osservazione. 
Questa piccola differenza, dovuta alla convessità del globo terrestre, chiamasi 
eccetto sferico. Si vedrà all’articolo TaicoitoHBTara Sferica un esempio del 
calcolo di questo eccesso, e il suo uso per valutare l'errore commesso nella mi- 
sura dei tre angoli di un gran triangolo. 

ECCLISSE ( Astron .). Chiamasi cosi la sparizione momentanea di un astro in tolto 

0 in parte. 

Gli ecclissi , oggetto per lungo tempo del terrore degli uomini, non risvegliano 
più oggigiorno che il loro interesse e la loro curiosità ; e ciò che sembra più raa- 
raviglioso nei fenomeni ebe essi presentano, per le persone che non conoscono i 
principi dell’ astronomia , é la certezza che essi possono esser proietti. Nei tempi 

1 più remoti dell’ antichità, prima che la scienza aveste sparso la tua luce sul 
mondo, le apparenze di questa specie erano considerate come un’alterazione allar- 
mante delle eterne leggi della natura; i filosofi stessi abbracciavano in gran parte 
gli errori del volgo; e non fu che dopo lunghe osservazioni, e quando i movi- 
menti dei corpi celesti cominciarono ad essere meglio conosciuti, che si osò sup- 
porre che questi fenomeni spaventosi dipendessero da una causa regolare. 

Anassagora, contemporaneo di Pericle, sembra essere stato il primo che abbia 
scritto senza mistero sopra le diverse fasi della luna e sogli ecclissi; ma prima 
d’ Ipparco gli astronomi non erano in grado di predire gli ecclissi: e se è vero, 
come racconta Erodoto, che Talete abbia annunziato un ecclisse di sole, ciò nou 
potè essere che facendo nso del periodo di t8 anni e io giorni, del qnale parle- 
remo in appresto, e ebe poteva benissimo esser noto a questo illustre fondatore 
della scuola jonica. 

I tentativi pertanto dell' astronomia per spiegare questo fenomeno e predirne 
il ritorno, rimontano ad un’ epora assai antica nella storia del mondo. Ma non 
è inutile l’otsertare che dappertutto la scoperta delle vere cause degli ecclissi del 
sole sembra aver preceduto la cognizione di quelle degli ecclissi lunari. Il cammino 
infatti di questo corpo celeste è facile ad osservarsi, e il suo passaggio tra 
il sole e la terra ha dovuto di buon’ora esser considerato come la causa dello 
oscuramento momentaneo della luce solare. Non era egualmente facile 1’attribulre 
gli ecclissi della luna all'ombra della terra , e questa osservazione richiedeva nna 
cognizione più esatta della forma e dei movimenti degli astri : cosi dorelle essa 
esser 1’ opera di una scienza più avanzata. Dopo che la causa reale dei fenomeni 
fu travata per mezzo della semplice osservazione, restava alla scienza a comple- 
tare questa scoperta, dimostrando la sua realtà mediante il calcolo rigoroso delle 
epoche in cui gli stessi fatti dorevano riprodursi. Sotto questo ponto di vista 
meritano specialmente di essere ammirati i metodi ingegnosi di cui fecero uso i 
primi astronomi per giungere a questo scopo; noi godiamo dei lavori dell’ intel- 
ligenza dei secoli passati senza trasportare la nostra mente alle difficoltà quasi in- 
sormontabili che imbarazzarono i primi passi della scienza. I pregiudizi di una 
religione tolta materiale, di cui il volgo e non pieeola parte dei dot ti prendeva 
sul serio il senso figurato o allegorico, impedirono lungo tempo, specialmente 
Della Grecia, lo sviluppo della verità. Fu senza dubbio per ingannare il cicco 
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istinto della moltitudine e sottrarsi alle persecuzioni che hanno sempre oppresso 
gli autori delle più belle scoperte, che la sruola pitagorica nascose le sue sublimi 
lezioni sotto il telo di una misteriosa poesia. Anassagora tenne lungo tempo 
segn to il suo scritto sugli ecclissi , ma l'odio dell 1 ignoranza lo attaccò tostoché 
ebbe osato di professare apertamente le sue opinioni , ed egli espiò ne* ceppi il 
torlo di avere spiegalo uno dei grandi fenomeni della natura. 

Un ulto di severità, occasionato da ragioni affatto opposte, si collega alla tra- 
dizione di un ecclisse di sole, che sarebbe avvenuto alla China verso l'anno ai 55 
prima dell'era volgare. Secondo gli storici, certamente non superiori ad ogni so- 
spetto , di questo paese, sarebbe avvenuto in quell'anno in prossimità dell'eqi- 
nozio di autunno, sotto il regno dell'imperatore Tchong-Kang , un ccclisse di 
sole, e gli astronomi Ilo ed Hi furono condannati a morte per non averlo pre- 
detto, come per la legge ne correva loro l'obbligo. Cosi, secondo questa storia, 
non solamente gli ecclissi erano osservati alla China piti di duemila anni prima 
dell'era nostra, ma gli astronomi potevano ancora calcolarne il ritorno con tanta 
precisione da fare che venissero condannati a morte quelli che trascuravano di 
annunziare il prossimo avvenimento di simil fenomeno. Si sa che i missionarj 
versati nell' astronomia, ed anco altri astronomi, hanno preteso di verificare per 
mezzo del calcolo 1' esistenza reale di questo ecclisse. £ infatti possibile che esso 
abbia avuto luogo; ma è certamente impossibile che l’osservazione scientifica ne 
sia stala fatta alla China nell’epoca remota in cui vien collocata, epoca ante- 
riore a tulle le certezze storiche e per conseguenza anco alla civiltà inoltrata cui 
un simil lavoro suppone. Citando questo latto unicamente per ciò che esso vale, 
cioè per un' ardila interpolazione degli astronomi chinesi immaginata all* oggetto 
di lusingare 1’ orgoglio di un’ antichità favolosa , debolezza troppo conosciuta 
della loro nazione, dobbiamo non ostante convenire che ne emerge almeno la 
prova che la cognizione della causa degli ecclissi è antichissima nell' astronomia 
chinese; ma s'iguora interamente cou qual metodo potesse essa calcolarli. 

Le più antiche osservazioni di ecclissi, riferite da Tolomeo, sono quelle di tre 
ecclissi di luna, osservali a babilonia negli anni 7190 720 prima dell'era nostra, 
e di cui quel grande astronomo fece uso per determinare i moti della luna. Le 
osservazioni anteriori a quell'epoca, e di cui si vantano i Caldei, essendo state ri- 
gettate da Ipparco e dn Tolomeo, probabilmente perché mancavano di precisione 
e di esattezza, avrebbesi torlo d' invocarle in garanzia della scienza dei Chinesi. 
Le osservazioni di ecclissi degl'Iiidiaui e dei Persiani offrono anco minor cer- 
tezza; ma, come abbiamo detto di sopra, per quanto siauo esagerale le preten- 
sioni astronomiche degli antichi popoli, possiamo almeno trarne questa conse- 
guenza che la cognizione delle cause degli ecclissi ha sempre vivamente eccitato 
l'attenzione degli uomini, e che ques o problema è il primo che l'astronomia 
abbia dovuto risolvere. 

Ma la cognizione di queste cause e il metodo per calcolare anticipatamente 
l’ avvenimento di tali fenomeni, si considerò per lungo tempo come una delle 
combinazioni le più elevate della scienza, nè fu in possesso die di un piccolo 
numero di uomini superiori. I popoli consideravano tutte le predizioni degli 
astronomi rapporto agli ecclissi come operazioni che avevano del prodigioso. 
Plutarco racconta che Elicoue di Cinico avendo annunzialo un ecclisse di sole 
a Dionisio tiranno di Siracusa, e questo fenomeno essendosi verificato nel giorno 
e nell' ora precisa da lui determinala, riceve da quel principe un talento, o 5$oo 
franchi di nostra moneta, in ricompensa della sua abilità, ricompensa la cui im- 
portanza dimostra sufiìcienteroeute che le cognizioni di Elicone non erano comuni 
(3 Settembre dell’ anno /joi avanti G. C. ). 

11 popolo romano, molto tempo dopo, secondo Tito Livio (lib. f \\) considerò 
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come on prodigio inaudito Pannunzio di un eccline di luna che fu fatto da Cajo 
Sulpizio Gallo, il primo geometra di quella nazione che abbia avuto qualche 
cognizione estesa in astronomia. Questo fenomeno doveva aver luogo durante 1 » 
notte che precedette il giorno in cui Paolo Emilio disfece Perseo. Gallo P an- 
nunziò ai soldati romani , e avendone loro spiegate le cause, dissipò il terrore 
che quelPavvenimento imprevisto avrebbe gettato nell 1 animo loro. Secondo i cal- 
coli di Riccioli, questo ecclisse accadde la mattina del 4 Settembre dell'anno 
168 avanti G. G. 

Dopo la distruzione della scuola di Alessandria, e durante il medio evo, si sa 
che la scienza fn presso a poco esiliati dall 1 occidente, e fino all'epoca in cui gli 
fu resa dagli Arabi, non si trovano alcune osservazioni assai incomplete di ecclissi 
di sole e di luna che negli annali del regno di Luigi il Debole , scritti da un 
monaco anonimo. Queste osservazioni comprendono il tempo scorso dall'anno 
80; tino all' anno 8^a. 

Gli ecclissi si dividono, rapporto agli oggetti ecclissati, in lunari e solari . Vi 
sono ancora gli ecclissi dei pianeti secnndarj o satelliti , e quelli delle stelle e dei 
pianeti : questi ultimi però ti chiamano più particolarmente occultationi. Passe- 
remo ad esaminarli successivamente. 

1. Ecclissi Lckari. La terra essendo un corpo opaco illuminato dal sole, pro- 
ietta in lontananza dietro di sè un 1 ombra nello spazio. Quando la luna attra- 
versa quest 1 ombra, il che accade in certe circostanze, essa non riceve più la 
luce del sole, e deve per conseguenza scomparire per tutto il tempo durante il 
quale vi rimane immersa ; poiché la luna, come tutti i pianeti, è anch'essa un 
corpo opaco che non apparisce ai nostri occhi che quando è illuminata dai raggi 
del sole. La figura seguente farà agevolmente concepire questo fenomeno. 

Sia S ( Tao. CXI X^Jìg. 1 ) il sole e T la terra; se per gli orli opposti del 
disco del sole, sMro maginano condotte delle rette AE e BE che tocchino la superfìcie 
terrestre, queste rette determineranno i limili dell 1 ombra ; e siccome il sole è 
mollo più grande della terra , così esse s’ incontreranno dietro la terra in un 
punto E, dimanierachè l'ombra avrà la figura di un cono circolare o ellittico, se- 
condoche la terra sarà una sfera o un 1 ellissoide. 

Così, quando la luna L entra in quest'ombra, comincia essa a poco a poco a 
sparire a misura che vi s'inoltra; cessa interamente di esser visibile quando vi 
è immersa totalmente; e ricomparisce toslochè ne esce dall’altra parte. Nel suo 
passaggio a traverso a quest'ombra, la luna presenta dunque una serie di fasi 
decrescenti dal momento in cui essa la tocca fino a quello in cui sparisce , ed 
una serie di fasi crescenti dall' istante in cui comincia a uscire dall 1 ombra fino 
a quello in cui ne è interamente fuori. 

a. La luna non si ecclissa istantaneamente: quando essa si avvicina all’ombra 
terrestre, la sua luce comincia in principio a indebolirsi, c non è che dopo aver 
passato per molte gradazioni successive ebe l'oscurità diviene intensa. Per com- 
prendere questo fenomeno , bisogna osservare che un corpo opaco posto tra un 
oggetto e il sole può non nascondergli quest' astro che in parte, ed allora l’oggetto 
sebbene meno illuminato che se ricevesse tutta la luce del sole, lo è più che se ne 
fosse interamente privo. Esiste dunque uno spazio intermedio tra la luce e l’om- 
bra pura; questo spazio si chiama penombra. Per trovarne i limiti, a 1 immaginino 
due rette AD, BC, che tocchino aneli' esse la superficie del sole e quella della 
terra, ma che s 1 incrocino tra questi due corpi. Gli angoli CBD e DAC deter- 
minano lo spazio occupato dalla penombra; poiché da un punto situato al di là 
di questi limiti, si scorgerebbe il sole intero, mentre da un punto L che fosso 
compreso tra loro non si vedrebbe che la parie OB del disco di quest'astro. Que- 
sta porzione visibile diminuendo a misura della maggior prossimità all 1 ombra» 
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r intensità della penombra va crescendo dal primo limite in coi essa comincia 
fino al punto in cui rimane confusa coll' ombra pura. Di qui nasce la progres- 
sione di oscurità che presenta il disco della luna quando si ecclissa. 

3. Se l’orbita della luna fosse paralella all’ ecclit tira , ri sarebbe ecclisse com- 
pleto tutte le Tolte che la luna fosse piena, poiché nel momento di questa fase 
la terra si trova esattamente tra il sole e la luna ; ma Forbita lunare è inclinata 
di un poco più di 5° sul piano dell* eccl ìttica, e per conseguenza la luna si tro- 
va ora elevata al di sopra di questo piano, e<l ora abbassata al di sotto; può dun- 
que accadere che nel plenilunio essa passi interamente al di fuori dell' om- 
bra della terra, o che soltauto la tocchi col suo orlo, o che finalmente non en« 
tri che in parte in quest'ombra. Di questi due ultimi casi, il primo si chiama 
ap pulso eJ il secondo ecclisse parziale. Si chiamano ecclisti totali quelli in 
cui la luna s'immerge interamente nell'ombra, ed ecclissi centrali quelli in cui 
il suo centro coincide coll'asse stesso del cono dell'ombra. 

4- Così, affinchè un ecclisse della luna possa aver luogo, bisogna che nel mo- 
mento dell'opposizione o del plenilunio quest'astro si trovi, se non nel piano 
dell’ ecclit tica , almeno vicino a questo piano. Ora, siccome nella sua rivoluzione 
intorno alla terra la luna , descrivendo la sua orbila, passa due volte nel piano 
dell' «eclittica in due punti diametralmeute opposti che si chiamano i nodi, non 
accade perciò che quando è in questi nodi o nelle loro vicinanze, che essa possa 
rimanere «eclissata. 

5. Per mezzo di queste nozioni elementari è facile il comprendere come si 
possano calcolare approssimativamente gli ecclissi lunari di un anno proposto ; 
poiché il problema si riduce a trovare i plenilunj di quest' anno e a scegliere 
quelli che accadono quando la luna è in vicinanza de' suoi nodi. Se, nel mo- 
mento dell’ opposizione , la luna si trova nel nodo stesso, vi sarà ecclisse totale ; 
se essa ne è più o meuo vicina, vi sarà ecclisse parziale ; e se la sua lontananza 
dal nodo passa un certo limite , è certo che non vi sarà ecclisse. 

Se noi supponiamo il cono dell'ombra tagliato da un piano che passi per la linea 
lungo la quale è attraversato dalla luna e sia nel tempo stesso perpendicolare 
all* asse del cono, la sua sezione con questo piano sarà un circolo , e allora al 
principio dell' ecclisse la distanza tra il centro della luna e quello dell' ombra 
sarà eguale alla somma dei semidiametri della luna e dell'ombra: questa distanza 
diminuirà fino al mezzo dell’ecclisse, dopo di che ricomincerà a crescere, in modo 
che U luna resterà totalmente fuori dell' ombra , quando la distanza de'due cen- 
tri sarà divenuta nuovamente più grattile della somma dei semidiametri. Si chiama 
tempo dell' i/nmeruoiie, quello che la luna impiega a entrare nell'ombra, e 
tempo dell' emersione, quello ebe essa impiega ad uscirne fuori del tutto. 

Se noi rappresentiamo con O ( Tav. CXIX, fig. a) l'ombra della terra, e con 
L , 1/ , U' diverse posizioni della luna nella sua orbila inclinata , si vede effet- 
tivamente che al principio e alla fine dell' ecclisse la distanza dei centri OL o 
OL" è eguale alla somma dei semidiametri, e che tra queste distanze estreme 
esiste una distanza OL' perpendicolare all' orbita della luna e per conseguenza 
la più piccola di tulle; è quest’ ultima che determina il mezzo deU'ecrlisse. 

Nel momento della opposizione (Tav. CXIX, Jig. 3), la distanza de» cen- 
tri è perpendicolare all’ ecclittica c per conseguenza eguale alla latitudine della 
luna. 

6. Cosi, quando nel momento dell’ opposizione o del plenilunio la distanza 
del centro della luna dall’ ecclittica, vale a dire la sua latitudine, sarà più grande 
della somma del suo semidiametro e del semidiametro dell' ombra, non potrà 
esservi ecclisse. Nel caso contrario, la luna sarà «eclissala necessariamente, e l' ec- 
citile sarà totale quando la sua latitudine sarà più piccola dell'eccesso del semi- 
diametro dell’ ombra sul semidiametro della luna. 
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•j. Si bratta dauque prima di tatto di calcolare il semidiametro del cono del- 
V ombra nel punto io cui lo attraversa la lana, il che non presenta difficoltà 
nessuna: infatti aia SA (Tav. CXVHI,_/tg. 3) il semidiametro del sole S, veduto 
dalla terra T sotto 1' angolo ATS; sia CI un arco dell’ orbita della luua; il cen- 
tro dell’ ombra é in L, e 1’ arco CL, che è sensibilmente una linea retta, è il se- 
midiametro dell’ ombra. 

L’ angolo BAT è la parallasse orizzontale del sole , 1’ angolo BCT ó la paral- 
lasse orizzontale della luna, e 1’ angolo CTD, esterno rapporto al triangolo CAT; 
è eguale alla somma de' due angoli interni opposti ( Vedi Asgolo, o.° ia), ossia 
alla somma delle due parallassi. Ma l’angolo CTD è pure eguale alla somma dei 
due angoli CTD. e LTD, dunque si ha 

CTL= CTD — LTD, 

Quia 

CTLaaCTD — ATS, 

« motivo di LTD == ATS. 

Ora, quando »i conosce l’angolo CTL , ai conosce ancora l’arco CL cbe g>« 
aerve di misura e che è nel tempo stesso il semidiametro dell’ ombra. Cosi , il 
semidiaifietro del cono deir ombra i eguale alla somma delle parallassi 
ori stornali del sole e della luna, diminuita del semidiametro apparente del 
sole. 

8. Passeremo ad illustrare 1’ applicazione di questi principi per mezzo di un 
esempio. Cercando nella Connaissance des tempi i pleniluni dell’ aono i835, se 
si sceglie quello del mese di Giugno, ti vedrà che Pittante dell’ opposizione ha 
luogo il io a io ore 54 minuti e 3 y secondi da sera. Si troverà egualmente che 
fai quell'epoca il semidiametro del sole è eguale a iM 47 " , quello della luna a 
sG' 34", e che la latitudine della luna i di i* o' 3o". Inoltre la parallasse oriz- 
zontale del sole è di 8 V ,5 e quella della luna di 6o' 16 ". 

Si airà dunque pel semidiametro dell’ ombra 

8",5-t-6o' i6"- i5' 4/' = 44' 3j";5, 
e per la somma dei semidiametri dell’ ombra e della luna 
44' 3 2 ",5 .G' 34" su i° i' u", 5. 

Questa somma estendo maggiore della latitudine della Ipna i* o' 3o", ip ne con- 
cluderà che vi aarà ecclfase di luna il in Giugno i835 a to ore e 55 minati da 
sera. 

Quest’ eecliste non sarà totale perchè 1’ eccesso dei. semidiametro dell’ omfara 
sul semidiametro della luna , vale a dire 

44' 3/', 5 — i6'34 , '=sa8' 3", 5, 
è minore della latitudine i*o' So": 

9 . l’dati di cui ci siamo serviti sono pure sufficienti per trovare la grandezza 
dell’ ecclisse nel momento della opposizione. Allora il centro della Una è di- 
stante dall'asse del cono dell'ombra di una quantità eguale alla latitudine di 
quest’astro, e per conseguenza l’orlo superiore del tuo disco i distante da que- 
st’ asse della somma della latitudine e del raggio lunare ; se dunque si toglie da 
questa somma il semidiametro del cono dell’ombra , il reato sarà la grandezza 

Di*, di il lai. Voi. IV. 39 
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della parte non eeclissat» della lana, e ballerà togliere qoeito resto dal diametro 
limare per conoscere la grandezza delia parte eccitatala. Cosi questi parte eccita- 
tala sarà 

33 ' 8" -[ i» o* 3 o' f -+■ iG' 3 J" — 44 ' 3 ;", 5 ] =341" , 


non facendo conto dei decimi di secondo. 

• 1 io. Ordinariamente si calcola la grandma degli ecdisti dividendo il diametro 
lunare in dodici parti che si chiamano digiti , e dividendo ciascun digito in ses- 
santa minuti. Per convertire in queste misure la quantità che di sopra abbiamo 
trovata si riduce a secondi tanto questa quantità quanto il diametro lontre : in 
tal modo si trova il diametro eguale a 1988" e la parte ecclissata eguale a 4 1 "- 


Cosi il rapporto di questa parte al diametro è 


. Per ridurre questa fraiione 

1988 


in un’ altra il cui denominatore sia sa, si farà 


4 > x 
1988’” la * 


donde {i trova xss 


iaX 4 ' 

1988 


cso digiti e |5 minuti per 4 graudeua 


dell' «eclisse 


pel momento dell' opposizione. 

Quando si parla della grandetta di un cedine scura specificare l’ istante drl 
feuomeoo, ('intende sempre la grandetta totale, vale a dire quella ebe ha luo- 
go quando la disianza dei centri «'minima. 

11. Passiamo ora alt' esposizione dei metti rigorosi che possiede la sdenta per 
determinare tutte le circostanze di un ccclisse di luna. 

Il appreseci iamo colla retta EN ( Tay. CXIX, Jìg. 4 ) 1 ’ eccliltica e colla retto 
CN l’orbita della luna inclinala sull’ eccliltica. Supponiamo che, nel momento 
•Iella opposizione, O sia il centro dell'ombra terrestre ed L il centro della luna; 
OC rappresenterà la latitudine della luna. 

sa. lo forza del moto apparente del sole nell’ eccliltica, il centro dell'ombra, 
che gli è sempre diametralmente opposto, si muove come esso e eolia stessa ve- 
locità da oriente in occidente. Nel tempo stesso il centro della luna ti muove 
pure da oriente in occidente, e le celerità di questi movimenti souo date dalle 
Savoie astronomiche. Si tratta duuque di determinare l' istante in cui la luna e 
l’ombra s’incontreranno. 

Il moto proprio della luna facendo variare la sua longitudine e la sua latitu- 
dine, si chiama movimento orario in longitudine , la variazione che accade nella 
longitudine in un'ora di tempo per effetto del movimento proprio, come si chia- 
lua movimento oraria in latitudine , la variazione corrispondeule per la latitu- 
dine. Il moto orario del «ole £ sempre in longitudine perchè questo astro appa- 
risce muoversi nell’ ecclittica, e la sua latitudine è sempre nulla. 

Indichiamo con m il moto orario del sole , e con u e v quelli della luna , in 
longitudine e in latitudine. • 

Se si esprime con T un tempo qualunque contato in ore e durante il quale 
si supponga che il centro dell' ooibra sia giunto da O in W e quello della luna 
da L in L’ , la distanza OO f sarà eguale ad mX T , cioè al movimento del 
sole io longitudine duraule >1 tempo X. Nel tempo stesso la longitudine della luna 
avrà varialo della quantità Offl, determinata da L'M perpendicolare ad EN , e 
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U iUa latitudine della differenti tra L'M e LO; ed avremo pei valori di queste 
variazioni le espressioni «XT , e vXT. 

Ciò posto ; se si rappresenta con D la distoma Ó'L' dei centri O' e L', que- 
sta disuma sarò l’ ipotenusa di un triangolo rettangolo di: cui uno dei lati MO' 
è eguale ed OM — Oty suT — mT , e di cui I* altro lato è L'M = LO-t-vT , u 
X -+-»T , indicando con X la latitudine LO nell’ ìalante dell’ opposizione. Si atra 
dunque 

D» ss [ « T— mT]» -l- [ 1 -t-vT]*. 

Se, per render più semplice questa espressione , si prende nn angolo ausiliare 
a , determinalo dalla relazione 

v 

lane a ss — ,- 

fi — m 

essa diverrò, eliminando u—m , 

v»T*-r-a X v sen» a . T s*s {D*. — X»)sen*a* 

equazione del secondo grado , che , risoluta considerando T come l’ incognita , dò 

• , • . r I * 

» T es — a— sen* ai - sen 2 V f D* — X * cos* al ..... j (m). 

Sostituendo in questa espressione i differenti valori di D che convengono o al 
principio o alla fine o a qualunque allra fase dell’ ecel isse , ai troveranno sem- 
pre , se questa fase è possibile , due epoche in cui essa avrò luogo. I valori ne- 
gativi di T si riferiranno alle epoche anteriori alla opposizione la quale è il 
punto di partenza. 

■ 3. Ci resta dunque a determinare i valori di D per le differenti fasi dell’ec- 
clisse. Chiamiamo R il semidiametro apparente del sole, r quello della luna, I* 
la parallasse orizzontale del sole e p quella della luna. Quando il disco della 
luna entrerò Dell'ombra e ne uscirò fuori, la distanza dei centri sarò eguale al'U 
somma dei semidiametri della luna e dell’ombra, e quest’ultimo essendo eguale 
, a P-t -p — R come abbiamo veduto di sopra, si avrò ,, , 4 . 

D ss r-t-P+p — R (n). 

È questo P istante del principio o della fine dell’ ecctisse. Sostituendo qnesto va- 
lore in (m), si ottengono due valori di T, il primo dei quali corrisponde al prin- 
cipio e il secondo alla fine dell’ ecclisse. 

i/|. Per determinare il mezzo dell" ecclisse , basta osservare che 1" espressio- 
ne (m) non deve dare in questo caso che un solo valore di T , il che non può 
accadere che quando il radicale svanisce; cosi pel mezzo dell’ ecclisse si hs 



. e la distanza de’ due centri è allora 

, u DsaXeosx. . 1 ’ 

Conoscendo la minima disianza dei centri , è facile' trovare l’estensione della 
parte ecclissata in quest’ istante , estensione che si chiama grandezza dell'ecelitse 
intatti se a questa minima distanza, Xcosz , si aggiunge il semidiametro r dèlia 
luna, si avrò la distanza dell'orlo esterno della luna dal centro dell'ombra , a 
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se Ha quell’ ultime li toglie il semidiametro dell'ombra, il risto lari la porzione 
del diametro della luna non ecclissato : le operazioni da farai sono in questo caso 
le stesse di quelle di coi abbiamo dato di sopra no esempio prendendo per di» 
stanza dei centri la latitudine della luna. Cosi la porsione non eeclissata è 
eguali a 

R-+-r-w cos a — P — p. 

Se questa quantità è politila, togliendola dal diametro apparente ir, si arri 
r — R — 1 cos a -t-P-t-p \ 

per la parte eòelissata del disco ; se essa è nulla , ciò indica che l’ecclisse è totale 
nel momento della maggior fase; e se finalmente questa espressione è negatila, 
ciò indica che 1' ecclisse è piò che totale, vale a dire che quando ancora il rag- 
gio della luna fosse piu grande , quest’ astro sarebbe egualmente immerso ntl- 
1’ ombra. 

> 5 . Per facilitare i calcoli, gli astronomi osano di snpporre l'ombra terrestre 
fissa o senza moto, e a tale oggetto basta immaginare che la luna ai muoia in 
Un’orbita relativa con un moto orario in longitudine eguale alla differenza dei 
snoiimeoti reali del sole e della luna , poiché in questa ipotesi le distanze dei 
centri sono sempre le stesse delle reali. Cosi essendo O ( Tav . CXIX , Jìg. S) il 
centro deU’orabra ed L quello dell» luna nel momento della opposizione, se dopo 
un tempo qualunque T, per effetto dei moiimenti reali , il centro dell’ombra 
è in O’ e quello della luna in 1 / , il moiimento in longitudine del aole sarò 
stato OO', quello della luna OM, e la differenza di questi movimenti O'M. Ora 
supponqpdo O immobile, ed L obbligato a due movimenti, l’ uno in longitudine 
rapace di farli percorrere MO* nel tempo T, e 1 ’ altro in latitudine capace di 
farli percorrere NL' nel tempo medesimo, è evidente che prendendo OM' = MO* 
e M'L"=zML' , la distanza tra O e L" sarò la slessa di quella tra O' ed L' , 
e cosi i fenomeni saranno esattamente gli stessi , sia che si calcoli il moto del- 
1’ ombra sull’ eccliltica DE considerando il moto della luna sulla sua orbila reale 
LE , aia che si supponga I’ ombra fissa in O , e che non si calcoli altro che 
il moto relativo della luna sulla sua orbita relativa L* r L. 

■ G. La posizione dell’ orbita relativa o la soa inclinazione anlt’eccfittica è data 
dai movimenti relativi della luna; infatti qnesta inclinazione è l’angolo L"LN', 
la cui tangente dipende dalla proporzione ( Vedi Tsigo stonami ) 

i ! tang L"LN' :: LN' : NT.". 

Ma LN'tzOM’ è il moto relativo della Inna in longitndine ed N'I." è il suo 
moto in latitudine; indicando dunque il primo di questi moti con m' e il secondo 
ton v, si avrò 

tangL"LN'== ^ , 

donde vediamo che L' , LN' è la stessa cosa dell’ angolo ausiliare che di sopra ab- 
biamo indicato con a, poiché m'tzsp— m. Noi continueremo ad esprimere l’in- 
clinazione dell’ orbita colla stessa lettera. 

17. Sia OLesX, la latitudine della luna in opposizione (Tav. CXX , Jìg. 1): 
abbassando una perpendicolare OL' tuli’ orbita relativa EL, ai avrò un triangolo 
LL'O nel quale 1 ’ angolo LOL' sarò eguale all’ angolo d’ inclinazione Eoa, il 
che darò 

a-* f»t. ’ 

, OL'aeOLcosa, 
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Olii* 

OL' ss: X CO» I . j 

Queito Talora è la miniala dialanxa dei centri. Noi l'abbiamo ottenuta di topra (i 
con un metodo affatto direno. 

Lo (lesso triangolo ci dì 


LL'cslieaa; 


ed è quota la porzione dell’orbita relativa percorsa dal momento delta opposi- 
zione fino a quello del meno dell' ecclisse. Per trovare il tempo T dorante il 
quale è percorsa questa porzione di orbita, se s' iodica, come abbiamo fatto di 
sopra, con m' il movimento orario relativo in longitudine, si avrà 


NI/sssm'xT. 

Ora , il triangolo LNL' dì 


vale a dire 


i : cosLL'N :: LL't NL', 

i : eoa a : : X sen a : m'T ; 


dunque si ha finalmente 


T 


) sen icosi 
m' 


Questo tempo T, che esprime ore o frazioni di ora, essendo la differenza tra il 
tempo della opposizione e quello del mezzo dell’ ecclisse, servirà a far oonoscer* 
quest’ ultimo. 

t8. Per avere il tempo del principio e quello del mezzo dell’ ecclisse, si osser- 
vi, come abbiamo fatto di sopra, che il principio ha luogo quando la luna è in 
L sull'orbita relativa (Tao. CXIX, fig. a), in modo che la distanza dei cenlri 
O ed L sia eguale alla somma dei semidiametri dell' ombra e della bina , vale a 
dire quando si ha 

OLssp+P — R*t-r, 


conservando />, P, R e r il significato convenuto di sopra. 

Ma il triangolo L'OL dì 

(L'L)» = (LO)* — (L’O) 1 = (LO — L'O) (LO -+■ I/O) , 


(L'L)*=(p-t-P— R X cosa )(p-t-P — R-t-r-t-Xcos a ). 

Conoscendo in forza di questa espressione il valore di LL', si avrà il tempo T* 
nel quale questa porzione di orbita sari stata percorsa dalla relazione 


T'=LL' : 

cos 3 


LL' cos a 


Questo tempo T', sottratto dal mezzo dell’ ecclisse, ne darà il principio; som- 
malo, ne darà il fine. 

ig. Faremo vedere 1' applicazione di queste formule, prendendo per esempio 
1’ ecclisse del io Giugno i835 del quale ci siamo gii occupati. 

Ecco gli elementi del calcolo: 
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Opposixione , io Giugno i835, a io ore 54' 3j" da 
seia 

Latitudine della luna nel momento dell’ oppoiixione . i=si° o' 3o" ausir. 
Movimento orario relativo della luna in longitudine . m' =3 34' 56'' 


Movimento orario della luna in latitudine . . . . v =1 3 a3" 

Parallasse orixxontale della luna P — Co 16' 

Semidiametro apparente della luna ........ r = 16' 34' 

Parallasse orisxontalé del sole 8*, 5 

Semidiametro apparente del sole R =a >5' 4j 


Determiniamo primieramente P inclinaxione a dell’ orbita relativa per mexiO 
della formula (iG) 


» ì» 33" 
t.ug * = -r *= 


ao3" 

3096" 


Si troverà per mexxo delle tavole trigonometriche 
et t= 5° 3t' 54",8 

Sostituendo questo valore nella formala del n.° 17 , che dii il tèmpo tra !»-> 
opposixione e il mexxo dell’ ecclisse, ed osservando che la latitudine australe dere 
esser presa negativamente, si avrà 

6o'3o"sen(5»3i 54'', 8) ros(5* 3i' 54", 8) 

T ~ 34' 56" 

Riduccndo i fattori numerici a secondi ed operando coi logaritmi si avrà 
log sen (5° 3i' 54'',8) c= 8,9840758 

log cos (5° Si' 54", 8 ) = 9,99797 aG 
log 363o ss S,559go6G 
compì, log 3096 sa 6,0786087 

9,aao5637 


donde si ha T =±— o 0, ,i66l75. Riduceodo questa fraiione decimale in minuti 
ed in secondi si troverà 

T sa — 9' 58'' J 

t essendo negativo, bisogna toglierlo dal tempo dell’ opposixione , io° r ,54' 37 , 
per avere i! tempo del mexxo dell’ ecclisse, e cosi si avrà 

! ' ’ * 
mezzo dell’ ecclisse a to" 44' 3g" da sera. 

Per trovare ora il principio e la fine dell’ ecclisse , prendiamo la formula 
del n.* 18 

(LL')*s=a(/H-P— R -t-r— 1 cos « ) (p-t-P— R-t-r-s- > cos * ) ; 

ai troverà primieramente per licosa U valore 36|3'' ; e siccome riducendo tutto 
a secondi si ha 

p+F— R+rs 3671 ", 5 
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LL' s =Vt58",5X 7»84''.5] 

ed eseguendo il calcolo 

log 5 5", 5 = 1,7671559 
log 7284 ", 5 =s 3,8623997 

log (LI/)» = 5,6s a 5556 

log(LL')= 2,8147778 

Sostituendo questo valore nella formula 

-, LL' cos a 

si avrà, terminando >1 calcolo, 


log( LL' ) ce 2,8147778 
log co» a ca 9,9979726 
compì, log m' = 6,6786087 

log T' =s 9,4913591 


.1 


donde si trae T' = o ,r ,3o999=o° r 18' 35". 

Aggiungendo c sottraendo quesla quantità al tempo del meno dell' ecclisse , 
si troverà 

. Principio dell' ecclisse .... so”’ 26' 4" 

Fine dell' ecclisse io ,r 3 14 

Osservando che T' è la metà della durala dell' ecclisse si avrà immediatamente 

Durala dell - ecclisse 37' io" 

so. Ci rimane a determinare la grandezza dell' ecclisse : a tale oggetto osser- 
viamo che qualunque sia la posizione della luna nell' ombra , la distanza Ira il 
centro dell’ ombra c l’orlo superiore della luna è eguale alla distanza dei centri 
più il semidiametro della luna : se ila questa quantità si toglie il semidiametro 
dell ombra, si avrà per resto la parte non ecclissata della luna: cosi, per cono- 
scere la parte ecclissata, bisognerà togliere quest' ultima parte dal diametro della 
luna. Per conseguenza si ha iu generale, indicando con p il semidiametro del- 
1' ombra. 

Parte ecclissata = a r — [distanza attuale dei centri -h r — p J. 

Quando il calcolo dà un valore maggiore di 2r , ciò significa che la luna è to- 
talmente immersa nell' ombra ; in tal caso l’eccesso al di sopra di 2 r esprime la 
distanza dell’ orlo dellu luna dall’ orlo dell’ ombra. 

Per calcolare la grandezza dell'ecclisse del 10 Giugno, prendiamo per distanza 
ilei centri quella del mezzo, vale a dire la quantità Xcosz (n.® 17), di cui ab- 
biamo trovalo il valore eguale a 3G 1 3" , e siccome 

P—P~ t- P — R ics 267 7" , 

cosi si avrà 
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quantità che ti esprimerà io digiti moltiplicando per 
tiene 


— — , (lande infatti >i ol- 
1900 


58" X -^r. = odigiti 11 '. 
1900 


Si Iroverenno nello tteno modo tutte le eircottanxe dell' eccitile che d'altron- 
de ti trovano coraprete nella formala generale del n.° ra. 

11 . I movimenti orarii del iole e della luna non tono collanti; e te 1’ cedine 
è di lunga durala, non poiiouo contiderarai che come una prima approuimaiione 
1 calcoli fatti prendendo per norma il movimento orario relativo all’ epoca della 
oppoiitione. Ma tutte queite minute particolarità dei calcoli non pouono qui 
calere indicate , e noi faremo aoltanto ouervare che ordinariamente 1’ esattene 
non ti tpinge che ad un quarto di minuto: coti i ooitri riluttali tono 


Principio ..... 10 Giugno 1 835 a io"* aC' da aera 
Metto io 44 y 


Fine 


11 



È uecetiario ancora in questi calcoli di aumentare il raggio dell’ ombra terre- 


tire di circa —, o di far lubire un aumento corriipondente alla parallaite della 


luna; tenta di ci6 le durate osservate sarebbero più lunghe di quelle date dal 
calcolo, poiché l’ atmosfera della terra forma iotorno a questo corpo un invilup- 
|h< abballante demo da impedire che la luce pani in quantità sufficiente e da 
produrre 1’ effetto medesimo di un aumento nel raggio della terra. Per conse- 
gueuta questo fenomeno rende pure più grande il cono dell' ombra e il tuo se- 
midiametro. 

L'atmosfera terrestre produce ancora un’altra notabile apparenta: quando la 
luna è compiutamente ecclissata , essa non si perde totalmente di vista , il tuo 
disco continua ad essere illuminato di una luce rossastra debolissima , prodotta 
dai raggi solari riflettuti dalla nostra atmosfera e piegatisi dietro la terra. Senta 
1' assorbimento di questi raggi , di cui la maggior parte si perde oell'attraver- 
sare l’atmosfera, l'effetto della luce cosi proiettata verso la luna sarebbe abba- 
llanti considerabile per illuminarla interamente. 

aa. Eccussi Solati. Gli ecclitsi del sole essendo prodotti dalla interpoiiaione 
della luna tra quest'astro e la terra , debbono immaginarsi presso a poco nello 
stesso modo degli fedissi della luna, vale a dire ebe quando la terra entra nel 
cono dell'ombra proiettato dalla luna, i punti della sua superfìcie che soao im- 
mersi in quest' ombra noo ricevono più i raggi del sole c si trorano in uua 
compiuta oscurità, il che vìen reso pienamente sensibile dalla figura 2 della ta- 
vola CXX in cui S è il sole , EF la luua e CD la terra. 

Ciò nonostante esiste una differente essentiale che non dobbiamo trascurare di 
arverlire, vale a dire che il sole non perdendo realmente la sua luce, resta visi- 
bile (>er un osservatore posto fuori dei limili dell' ombra e che abbia il sole al 
di sopra del suo oriisbatc , mentre la luna diviene realmente oscura c sparisce 
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per tolto l’cmiifero terrestre al di topra del quale essa ai trova nel momento 
dell* eccliue. 

a3. Se a’ immagina un osservatore posto nella luna dalla parte che è rivolta 
alla terra, 1’ ecclisie solare sarà per esso un vero ecclissi di terra , e tutte le 
considerazioni relative agli ecclissi di luna veduti dalla terra potranno applicar- 
glisi egualmente. La prima ricerca da farsi è dunque quella della iuogheiia del 
cono di ombra projettato dalla luna, per sapere se questo cono ai prolunga tem- 
pre lino alla terra e se è capace di ricoprirla interamente. 

24- Sia S(7W. C W,Jìg. 3) il centro del sole, L quello della luna, AC la tan- 
gente al sole e alla luna che forma il limite dell'ombra pura, ed LE la lunghezza 
del cono dell'ombra. Per determinare questa lunghezza, basta conoscere l'ango- 
lo LEB al vertice del cono; ora, conducendo la retta AL, ti ha l’angolo ALS, 
esterno rapporto al triangolo AEL, eguale alla somma de'due angoli interni op- 
posti LAE, LEA o LEB, donde si trae 

LEB es ALS — LAE. 


Ma ALS è il semidiametro apparente del sole veduto dal ceotro della luna, ed 
LAE è la parallasse orizzontale del sole rapporto alla luna: indicando perciò con 
K' questo semidiametro e con P' la parallasse, avremo 


LEB = R' — P'. 

Adesso se ti considera il triangolo rettangolo ELB, si trovrrà 
i : EL : t se» LEB : BL, 

ostia 

i : EL :: sen (R'-P'): f>, 

essendo p il raggio BL della luna. 

Quest’ ultima proporzione dà 


ELc 


sen (11/ -P') ' 


Per avere i valori di R' e di P' bisogna, osservare: i.“ che il semidiametro 
apparente del sole veduto dalla luna è eguale al semidiametro apparente di que- 
st'astro veduto dalla terra cd aumentato nel rapporto delle distanze della terra e 
delia luna dal sole ; a.° che la parallasse del sole per la luna è eguale alla paral- 
lasse del sole per la terra aumentata nel rapporto delle distanze e diminuita nel 
rapporto dei raggi della terra e della luna. Così, indicando con D e d le distan- 
ze della terra -dal sole e dalla, luna, con R il raggio apparento del sole per la 
terra, con r il raggio della terra, e con P la parallasse del sole rapporto alla 
terra, si avrà > ■ 


R' = 


D . R 
I> — d 


P'=l* 


« n 

7 l>-d ’ 


c per conseguema 


R'-P'=,[ 



Dii. di Mat. Voi. ir. 


3ò 
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M A I* «uendo U parali..*: oruiootale del «ole per I* terra, <i he ( Vedi Pi- 

»ALL1»S«) 

«nP=r., 

donde 



Parimente, indicando con p la parallasse orizzontale della luna, si ba 


e per conseguenza 


sen p 


D sen p 

D — d sen p — sen P ' 


o semplicemente 

o _ p 
D -d~ p- P ’ 

sostituendo gli archi ai seni, il che non porta ad alcun errore sensibile, trat- 
tandosi di angoli piccolissimi; così si avrà in fine, per la lunghezza del cono 
dell' ombra, l' espressione 


“[ B - p 

Questa lunghezza variando insieme colla distanza della luna dal sole, ci conten- 
teremo di calcolare soltanto i due casi estremi, vale a dire quello in cui la luna 
si trova nella sua massima lontananza dal sole , e nella massima sua vicinanza 
alla terra, e l’altro in cui trovasi nella sua maggior prossimità al sole, e nella 
maggior distanza dalla terra. Prendendo il raggio della terra per unità e dando 
alle quantità R , P e p i valori corrispondenti a ciascuna di queste ipotesi, noi 
troveremo; 

Lunghezza Distanza della 

del cono luna dalla terra 


Sole apogeo. Parallasse massima .... 5 q, j 3 o 55, 902 

Sole perigeo. Parallasse minima . . . , £7,760 63,862 


Mei primo caso l'ombra giungerà al centro della terra ed anco 1 ' oltrepasserà; 
nel secoudo essa non giungerà nemmeno alla sua superficie. Cosi , quando ancora 
la lima si movesse nel piauo dell' ecclittica , essa nou produrrebbe sempre, pas- 
sando avanti al sole, un’oscurità totale su qualche punto della superficie della 
terra 

a 5 . Abbiamo veduto (n.* 7) che il semidiametro del cono dell’ombra terre- 
stre, uel punto in cui é attraversato dalla luna , è eguale alla somma delle pa- 
rallassi del sole c della luna, diminuita dal seinidiamelro apparente del sole: 
cosi i dali relativi essendo gli stessi per un osservatore posto nella luna, noi 
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poniamo concluderne che, per questo onere» lorc, il semidiametro dell' ombra lu- 
nare , nel ponto nel quale é essa incontrata dalla terra , è eguale alla somma 
della parallassi del sole e della terra rapporto alla luna, diminuita del semi- 
diametro apparente del sole veduto dalla lana. Ora , la parallasse della terra è la 
stessa cosa che il semidiametro apparente della luna vedalo dalla terra; cosi, in 
dicendo con O il semidiametro della ombra, con i quello della luna, e conser- 
vando le altre indicazioni accennate di sopra, avremo 


ossia 


0=ò-+-P'-R\ 


Q = 5-t-P. L 

r 

espressione che ti riduce a 


D DR 

D — d I) - d ’ 


I 


a motivo di 


O 



l) — d p — P ’ 

Ma dividendo il semidiametro apparente di un astro per la sua parallasse orli- 
xontale si ha il rapporto dei suo raggio al raggio della terra; per cnnseguruia 
avremo ( Vedi Parallasse) 


d n 



e sostituendo questo valore nell’ ultima espressione e riducendo, si trova in (ine 


Q=a(d R) “JjT • 

Trascurando la parallasse P del sole , il che non produce nemmeno ona differenza 
di nn mezzo secondo nei risultati, si può stabilire la seguente equaxione : Il se- 
midiametro del! ombra lunare i eguale all eccesso del semidiametro appa- 
rente della luna sul semidiametro apparente dei sale. 

Se si vuol conoscere quale è la larghcxxa dell’ ombra nelle eireostanxe le più 
favorevoli all'ecclissc, vale a dire quando il sole è apogeo e la luna perigea, bi- 
sogna che nell' espressione precedente si diano alle quantità S , R , p e P i va- 
lori che convengono a queste situazioni: così questi valori essendo, con una ap- 
prossimazione minore di un secondo, 

è = ioo5'' B =945" 

p = 368 9 " P= 8" 

noi troveremo 0=6o". Ma il semidiametro apparenle Alla terra, veduto dalla 
luna, è la stessa cosa che la parallasse della luna veduta dalla terra, 31189", cosi 
la grandezza dell'ombra lunare sta a quella del disco della terra come 60 a 368g, 
o presso a poco come 1 a6t; donde segue che quest'ombra non può coprire 
la 60* parte della larghezza dell'emisfero terrestre, e che non vi è mai, in tutte 
le altre circostanze meno favorevoli, che uoa piccolissima porzione di quello 
emisfero immersa in una oacurità compiuta. Quando J = R, non giunge all'osserva- 
tore che la sola punta del cono, e quando }<R, questa punta è più u menu 
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lontana dalla superficie della terra ; cosi non può esservi ecclisse eoo oscurità com- 
piuta se il semidiametro apparente della luna non supera quello del sole. 

> aG. L'ombra lunare é accompagnata da una penombra^ al pari dell' ombra ter- 
restre, ed c essenziale il determinarne le dimensioni, poiché adesso non si tratta 
più di una semplice diminuzione di luce per l'osservatore posto in questa pe- 
nombra, ma bensì della scomparsa di uua parte del disco solare: 1' ecclisse co- 
minciando per questo osservatore nell 1 istante in cui il luogo che esso occupa 
entra in contatto con uno dei limili della penombra , e terminando quando il 
contatto si effettua col limite opposto, questo luogo non diviene interamente 
oscuro clic quando il cono dell 1 ombra lunare è abbastanza grande per giungere 
fino ad esso, il che produce allora per esso un ecclisse totale. 

Conduciamo dunque una retta AC ( 7 W. CXX , Jìg. 3 ) tingente agli orli op- 
posi! del sole S e della luna L: questa retta determinerà uno dei limili della 
penombra ; e se TT rappresenta una porzione dell 1 orbita della terra , V angolo 
TLE sarà la distanza angolare della penombra dall' asse SE o il semidiametro 
di questa penombra. Se si tirano le altre linee della figura, si avranno le relazio- 
ni seguenti, tra gli angoli 


donde 


TLE*=TPL - 4 - PTL , 
TPL = PAL-t-ALP, 


TLE 33 PAL-+- ÀLP-t- PTL. 

Ora, PAL è la parallasse del sole rapporto alla luna , ALP il semidiametro ap- 
parente del sole per lo stesso astro, e PTL la parallasse della terra : così con- 
servando le indicazioni stabilite di sopra, si ha 

TLE = P , -r- K' + U 

» 

cd esprimendo P f ed U' pel valore della parallasse e del raggio del sole veduti 
dalla terra , questa cguiglianza diviene 


tle=*-+-p.A. 

r 


D DK 


ed operando come nel numero precedente 

TLE=( J-t-R) -f . — , 
p — V 

o semplicemente 

TEE = ;-+-R, 

trascurando l'influenza quasi insensibile ili P; Tale a dire che il semidiametro 
della penorobia, veduto dalla luna, i eguale alla somma dei semidiametri appa- 
renti del sole e della luna, veduti dalla terra. 

Se a è e ad II si diano i valori 5= ioo 5 ", R =p 45 ,, s che corrispondono alle 
circostanze le più favorevoli per l' ecclisse, si troverà 

Semidiametro della penombra ss ig 5 o''. 

Nelle stesse circostanze, il semidiametro apparente della terra, vedalo dalla lana, 
essendo di 3 G 8 g"s questi semidiametri slauuo dunque tra loro come 1900 a 3689, 
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vale a dire all' incirca come i a 1,9; donde segue che, in qaeito ceto, la pe- 
nombra abbraccia un poco più della meli del diaco della terra. 

37. Essendo note le dimensioni dell' ombra e della penombra , tutte le circo- 
stante di un ecclisse di sole possono determinarsi senza alcuna difficolti consi- 
derandolo come un ecclisse di terra rapporto ad un osserratore posto nella luna, 
poiché mediante questa ipotesi si ottengono formule simili a quelle che abbiamo 
date per gli ecdisti lunari. 

Siano infatti (Tav. LV ,f‘g. 1 ) S, T e L i luoghi del sole, della terra e 
della luna; SO sari l’asse del cono dell' ombra lunare, e l'angolo TLO la distan- 
za angolare apparente dei centri della terra e dell'ombra seduta dalla luna : que- 
st'angolo essendo eguale alla somma dei due angoli STL e TSL , se serri indi- 
calo con 7 , e se per maggior semplicili ai esprimeri STL con T , e TSL con 
S, si arri 

7 = S-S-T. 


Dal punto T conducendo TO perpendicolare all’asse dell'ombra, il triangolo 
TSO darà 

1 : sen S : : ST : TO , 

donde 

TO = ST sen S , 

ossero 

TO=DsenS, " « 

.r 

indicando con D la distanza della terra dal sole. 

11 triangolo TLO dari egualmente 

1 : sen TLO :: TL : TO, 


1 : sen 7 : : d : TO , 

indicando con d ta distanza della terra dalla luna. .Da quest' ultima proporziona 
si deduce 

TO= d sen 7 V 

ed eguagliando i due saiori di TO, si trosa 

D sen S = d sen 7, 

ossero 

D sen ( 7 — T ) = d sen 7 , 


a motivo di S 7 — T. 


D 


Sostituendo al rapporto delle distanze — il rapporto inserto delle parallassi 


sen P 
seu p 


che gli ì eguale, si asrfc 

senp sen (7 — T )~scn Psen7 


(m). 


Nel momento dell’ ecclisse, l’angolo T, che misura la dislanla apparente del 
sole e della luDa, è sempre piccolissimo, e si può calcolare questa disianza con- 
siderandola come l' ipotenusa di un triangolo rettangolo , di cui gli altri due 
lati sodo le differenze di longitudine e di latitudine de'due astri. Indichiamo 
dunque, come abbiamo fatto di sopra (n.* 16), con u il movimento orario della 
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luna io longitudine, con » il tuo movimento orario in latitudine, con m il mo- 
vimento orario del iole, con X la latitudine della luna nel momento della con- 
giunxione , e con t il tempo contato in ore a partire da quatto momento. Ora, 
nell’epoca della congiunzione, le longitudini estendo le stesse, dopo il tempo / 
la loro differenza sarà jit — mt, e la differenza delle latitudini sarà evidentemente 
X-t-vZ ; ti avrà perciò 

T* = ( / x-m)*l*-HX-+-vr)* (n). 

Se, per contentarci di una discreta approttiraazione , si sostituiscono nell'e- 
quaxiooe (m) ai seni i loro arebi, questa equazione diverrà 

P( 7— T)t=P7, £- 

e darà 



Sostituendo questo valore nell 1 equazione (a), essa diverrà 

(iì — m )»r*-H X-t- v/)> = v* £ *• 

Facendo entrare in quest' ultima equazione un angolo ausiliare a, determinato 
dalla relazione 

> r. 

tanga= , , 

{ a — m 

vale a dire F indicazione dell’orbita relativa, e risolvendola quindi rapporto a i , 
si ottiene 


> seti* a . sena / r „/p — P\» . . 

■ — — : ± — VMV) - x co ‘ 4 




Non si tratta ora più che di porre in questa espressione in luogo di 7, vale a 
dire invece della distanza dei centri, i valori che convengono alle fasi , e i va- 
lori corrispondenti di t faranno conoscere le epoche in cui avranno luogo queste 
fasi. 

Per ristante del mezzo dell’ ecclisse , siccome non si deve trovare che un solo 
valore di r, il radicale svanisce e si ha soltanto 


X sen*z 

/= 

V 

I<a distanza dei centri è allora 


' /= [7=p ] Xco " 

» 

Quando questa distanza è eguale alla somma del semidiametro della penombra 
e del raggio apparente della terra veduti dalla luna, o, il che è Io stesso, alla 
somma del semidiametro della penombra e della parallasse orizzontale della luna, 
vale a dire quando si ha 

7=(i-t-R) | ; tfi 
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ti trovano due valori per t di cui V uqo corrisponde al principio e 1* altro alla 
fine dell' ecclisse. 

28. Tutte le circostanze generali di un ecolisse di sole possono dunque esser 
determinale con la stessa facilità di quelle di un ecclisse lunare , supponendo 
V osservatore situato nella luna: ma il problema diviene estremamente complicato 
se si vogliono determinare le circostanze particolari di questo ecclisse per un 
luogo dato della terra; poiché allora l' influenza del potere refrangente dell'it- 
xnosfera terrestre, che si limita, per lo spettatore lunare, a modificare le dimen- 
sioni del cono dell'ombra, dimensioni di cui è facile fare il calcolo con esattez- 
za, apporla grandi cangiamenti nelle distanze apparenti del sole e della luna, di- 
stanze che sono inoltre affette dalle parallassi dell'altezza. Queste modi fi razioni 
esigendo calcoli la cui esposizione non può entrare nel piano del nostro Diziona- 
nario, noi dobbiamo rinviare i nostri lettori alle opere speciali sulla teoria de- 
gli «eclissi ; il Trattato di astronomìa di Delambre contiene quanto si ha di 
più completo in questo genere. 

Ci resta a far conoscere alcune particolarità degli ecclissi tanto lunari che 
•olari. 

29. Gli ecclissi solari si distingoono al pari dei lanari in parziali e totali. I 
primi hanno luogo quando la luna nasconde soltanto una parte del disco del sole ; 
i secondi quando il disco intero è nascosto. Si comprende facilmente ebe un ec- 
clisse di sole può esser parziale per un luogo terrestre e nel tempo stesso totale 
per uu altro, come ancora che esso può esser totale per più luoghi successiva- 
mente. 

Si chiamano ecclissi annoiar i, quelli nei quali il disco del sole sopra vanza da 
tutte le parti quello della luna e comparisce come un anello luminoso; questo 
fenomeno si osserva pei luoghi terrestri situati sotto il cono dell'ombra, quando 
questo cono è troppo piccolo per giungere fino alla superfìcie della terra. Fi- 
nalmente si chiamano ecclissi centrali , quelli in cui 1' osservatore si trova po- 
sto nel centro dell'ombra sulla retta che unisce i centri del sole e della luna. 
Gli ecclissi centrali sono totali o annulari , secondochè 1 ' ombra giunge o non 
giunge alla superfìcie terrestre. Quando i dischi della luna e del sole non fanuo 
che toccarsi nel loro passaggio, non vi è a parlar propriameute alcun ecclisse , 
ma bensì un appulso. 

3 0. Confrontando i tempi delle rivoluzioni periodiche della luna e del sole, 
si può trovare un mezzo semplicissimo di predire, se non rigorosamente almeno 
per approssimazione , le epoche in cui avranno luogo gli ecclissi , poiché a tale 
effetto basta evidentemente conoscere un periodo di tempo, dopo il quale il sole 
e la luna si trovino presso a poco nelle stesse posizioni rapporto ai oodi dell'or- 
bita luuare. 1 movimenti di questi astri ricominciando nello stesso modo, gli ec- 
clissi che avranno avuto luogo durante il corso di questo periodo si riprodur- 
ranno successivamente nello stesso ordine, nè vi potranno essere altre differenze 
che quelle risultanti dalle iueguagliauze alle quali souo soggetti i movimenti del 
sole e della luna. 

Si sa ( Vedi Rivoluziona ) che la rivoluzione sinodica della luna si effettua in 
29 giorni, i2 or 44* 5 o ; '', 9 , ossia in giorni 29,53o588, considerando semplice- 

mente le frazioui decimali del giorno; e che la rivoluzione sinodica dei nodi 
dell'orbita lunare si effettua in 346^,61963 : ora questi due numeri stando tra 
loro presso a poco nel rapporto di 19 a 223 , ne segue che dopo 2a3 rivoluzioni 
sinodiche della luna, il nodo è ritornato 19 volle- nella stessa posizione rapporto 
al sole. Ma 223 mesi lunari fanno C 585 ^, 3 ai 124, vale a dire 18 anni e io giorni; 
così, dopo questo intervallo di tempo, tutti gli ecclissi, sì di iole che di luna, 
debbono ricomparire nello stesso ordine. Basta dunque conoscer quelli ebe hanno 
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avolo luogo in un periodo di 1 8 anni e io giorni per potere ammollare tolti 
quelli che accederanno nei periodi seguenti. 

Ciò non ostante, siccome 19 rivoluzioni del nodo superano di o*,45i85 i aa3 
mesi lunari, alla fine di ciascun periodo, ta longitudine del nodo lunare si trova 
un poco maggiore che al principio , e per conseguenza l'ordine osservato deve 
alla fine alterarsi. 

Questo periodo cosi notabile sembra essere stato conosciuto dai piò antichi a- 
stronomi caldei * che senza dubbio V avevano scoperto osservando il ritorno co* 
stante degli stessi ecelissi. Essi gli avevano dato il nome di Saros . 

3i. Oggigiorno si possiedono mezzi assai più sicuri di predire gli ecelissi: si 
calcolano per mezzo delle epatte astronomiche (V edasi nel Dizionario questa 
parola) le epoche delle congiunzioni medie ossia dei novilunj; conosciute queste 
epoche , si trovano quelle delle opposizioni ossiauo quelle dei pleniluoj , sot- 
traendo dalle prime una semirivoluzione sinodica vale a dire 14^ i8 or 22'. Quan- 
do si sono in tal modo determinati gl'istanti delle congiunzioni e delle opposi- 
zioni, si calcola per questi istanti la distanza del sole dal nodo della luna e si 
vede se questa distanza cade dentro i limiti tra i quali può esservi ecelissi. Que- 
sti limili sono: , 

Ecelissi solari 


Se la distanza 
del sole 
dal nodo è 


! minore di i3° 33 f 
maggiore di 19 0 i4 f 


1' «eclisse è 


Ecelissi lunari 


sicuro 

impossibile 


Se la distanza 
del sole 
dal nodo è 


minore di 7 0 
maggiore di «3° ai f 


1’ ecclisse è 


sicuro 

impossibile 


Tra questi valori estremi, che chiamansi limiti ecc/ittici % l’ecclisse è possibile* 
ma incerto , e bisogna allora eseguire un calcalo più esatto delle sizigie. 

Osservando questi limili, si vede che gli ecelissi del sole debbono esser più 
frequenti di quelli della luna, ma essi non sono visibili che in un piccolo nu- 
mero d» luoghi terrestri, mentre gli ecelissi della luna sono visibili da tutti i 
punti dell'emisfero che ha la luna sull'orizzonte durante il tempo dell’ ecclisse. 

32. Gli «eclissi sono fenomeni di un grande interesse per 1’ astronomia e per 
la fisica. Essi ci hanno fatto conoscere che la luna è un corpo opaco, e clic la 
forma della terra è sferica. Nella geografia, se ne fa uso per determinare le lon- 
gitudini dei luoghi terrestri, e la cronologia se ne serve mollissimo per fissare 
con esattezza la data degli avvenimenti passati. Noi avremo più d'una volta nel 
corso di quest’ opera 1’ occasione di ritornare sulle numerose applicazioni di cui 
gl' ecelissi sono l'oggetto. 

Fedissi dei Satelliti. Vedi Satelliti di Giove. 

Ecclism delle Stelle. Vedi Occultazioee. 

Ecclissi del sole occasionati dai pianeti inferiori. Vedi Passaggio. 

ECCLITTICA {Astron. ). Circolo massimo della sfera celeste ( l r edi Armillare). 

E quel circolo che il sole sembra percorrere nel corso di uu anno e che la leira 
realmente descrive nello stesso spazio di tempo. Questo circolo è stato chiamalo 
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eccliltira, perchè tutti gli ecclissi solaci e lanari accadono quando la luna si tro- 
va nei punti in cui la sua orbita lo incontra o almeno in vicinanza di questi 
punti. Vedi Ecclisse. 

L’ecclittica divide lo zodiaco in due parti egbali, e sopra di essa sono notati i 
dodici segni celesti, 1’ Ariete , il Toro , èc. , diroanierachè dividendola in 3éo°, 
ognuno di questi segni ne comprende 3o. 

Si chiama asse dell' e eclittica una retta che passa pel suo centro ed è perpen- 
dicolare al suo piano. Le estremità di questa retta sulla volta celeste sono i poli 
dell * eccl ittica. # , 

L’ecclitlica è situata obliquamente rapporto all’equatore che essa taglia in 
due punti diametralmente opposti, i quali si chiamano i punti equinoziali : que- 
sti punti sono il principio dei segni dell’ Ariele e della Libbra , dimanierachè il 
sole si trova ogni anno due volte sull’equatore, e nel resto dell’anno ora c neU'emi- 
sfero boreale ed ora nell 1 emisfero australe. Si chiamano punti solstiiiali i due 
punti dell’ ecclit tira i più lontani dall'equatore. 

S’ indica col nome di obliquità dell ’ e eclittica I* angolo che essa fa coll’ equa- 
tore. Questa obliqtiilli si trova nel modo seguente : 

Verso l’epoca in coi il sole è più lontano dall’equatore, vale a dire qualche 
giorno prima del solstizio d’estate, si osservi colla massima accuratezza l’altezza 
del sole al di sopra dell’ orizzonte nell’istante del suo passaggio al meridiano; 
si faccia ogni giorno questa operazione fintantoché le altezze misurate non co- 
minciano a decrescere, il che indicherà che il momento del solstizio è passato: 
si prenda allora la massima tra le altezze osservate, e si tolga da essa l’altezza 
dell’equatore al di sopra dell’orizzonte; la differènza sarà Parco del meridiano 
compreso tra V equatore e il punto solstiiiale, arco che è precisamente la misura 
dell’ obliquità cercata. 

Questa obliquità, che presentemente è presso a poco di 23° 27' 5o ff , è varia- 
bile. Secondo le osservazioni di Pitea , fatte a Marsiglia più di 3oo anni avanti 
l’era cristiana, l’obliquità era allora di a3° 49* 3o". Àlbategnio, verso. l’anno 
88o, la trovò di 23° 35', il che equivale a 23° 35' /Jo", correggendo questo ri- 
sultato dagli effetti della parallasse e della refrazione. Gli Àrabi, nel n4°* hi 
determinarono in 23° 33' 3o rr . Ticone Brahé, nel 1 587 , di 2 $° 2 o' 3o". 

Plarastecd, nel 1689, di 23° 28' 56". La Condamine a Quito, nel 1^36', di a3° 
28' 24". Maskeline, nel 1769, di a3° 28* io". Finalmente, secondo Delarabre, 
questa obliquità, che oltre la sua diminuzione progressiva subisce ogni anno dello 
variazioni in più e in meno ( Vedi Notazione), aveva nel 1810, per valore me- 
dio, a3° 27' Lo stesso astronomo fissa a 48 /f per secolo la diminuzione pro- 
gressiva. 

Questa diminuzione nella obliquila dell’ eccliltica è cagionata dall'azione dei 
pianeti sulla terra, e principalmente dalle attrazioni di Vènete e di Giove. Se- 
condo Lagrange, essa non può oltrepassare un certo periodo, passato il quale de- 
ve cangiarsi in aumento. Laplace dà per limile a queste variazioni una quantità 

di 2° 42'. 

1 punti equinoziali non sono fissi : essi vanno retrogradando ogni anno di 
5o",i. Questo fenomeno è conosciuto sotto il nome di precessione degli equi- 
nozi. Vedi Precessione. 

ECCLITTICO (Astron.). Si dà questo nome in generale a lutto ciò che appar- 
tiene o è relativo agli ecclissi. 

Tutti i novilunj e tulli i pleniluni non sono ccclittici , cioè non accadono 
ecclissi in tulli i noviluni e pleniluni , come si è avuto luogo di fare osservare 
all’articolo Ecclisse. Si dicono termini ecclittici i limiti dentro i quali, quando 
Diz. di Mal. Voi. IV. 3i 
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la? luna è ir) congiunzione o in opposizione, può esservi ecclisse solare o lunare, 
quantunque la luna non sia precisamente nei nodi. Questi termini souo stati da 
noi accennali al n.° 3i dell’ articolo Ecclissb. 

I digiti ecc/ittiei sono te duodecime parli del sole o della luna, le quali servo- 
ncfcad esprimere la grandezza di un eocliase. 

ECLIMETRO ( Topografia ). Piccolo strumento di rame composto di un arco di 
circolo graduata , di un canocchiale con reticolo e di un li vello a bolla d'aria. 
Viene ndopralo dagl' ingegneri geografi francesi per misurare I’ inclinazione 
dei raggi visuali diretti agli oggetti che circondano la stazione, e di cui si vuol 
conoscere le differenze di livello. Si aggiunge ad esso ordinariamente la .bussola 
onde prendere nel tempo medesimo anco gli angoli che fanno i raggi visuali 
Col meridiano magnetico. Questo strumento, di cui si fa uso principalmente 
nelle operazioni topografiche della nuova carta della Francia, somministra T al- 
tezza del terreno al di sopra del livello del mare in tanti diversi punti, quanti 
se ne credono necessarj per conoscere le diverse inflessioni del suolo ed espri- 
merne il rilievo. Avute le distanze leniuali degli oggetti osservati, si ricorre 
alla formula 

dt = R col ^ + yR* , 

nella quale R è la distanza orizzontale espressa in metri di un oggetto dalla sta- 
zione , o la distanza zénittale osservala, q un coefficiente numerico che ha per 
logaritmo >,81869, e finalmente la differenza di livello cercata, che si somma 
algebricamente coll’ altezza assoluta della stazione, per avere quella dell'oggetto 
osservato. Fedi Altezza. 

ECO ( Acust .)• Fenomeno prodotto dalla riflessione del suono. Questa parola de- 
riva dal greco vj/o,*, suono. 

Quando un suono incontra un corpo solido, in certe condizioni, viene riflesso 
o respinto io modo da ripetersi all'orecchio. Per render ragione di questo effetto, 
bisogna rammentarsi (Vedi Suono), che il suono è il resultalo di un movimento 
di vibrazione eccitato nei corpi sonori, il qual movimento comunicandosi all'aria 
circostante produce delle ondulazioni le quali di mano in mano giungono fino 
all' aria che si trova nell 1 orecchio e vi producono la sensazione del suono. 

Le onde sonore, quando passano da un mezzo in un altro, provano una rifles- 
sione parziale, che diviene totale quando incontrano un oatacolo fisso. Questa ri- 
flessione parziale o totale si effettua sempre in una direzione tale che I* angolo 
di riflessione è eguale all' angolo d’ incidenza. Cosi, quando ua osservatore posto 
in modo da potere ascoltare un suono si trova aucora nella direzione della rifles- 
sione , sente successivamente due suoni simili , il secondo dei quali non è che 
la ripetizione del primo. 

Se le onde sonore vanno a cadere perpendicolarmente sulla superficie riflettente, 
il suono è rimandato nella stessa direzione, ed allora la persona che lo produce 
riceve nello stesso posto la sensazione del suono e quella dell' eco. 

Affinchè il suono sia riflesso nella stessa direzione , bisogna dunque che la 
superficie riflettente, se è piana, sia perpendicolare alla direzione % o , se è sfe- 
rica, che il punto di partenza del suono sia nel suo centro. 

Se la superficie riflettente è posta a 170 metri di distanza dalla persona che 
parla, il tempo che passa tra il primo suono- e il suono riflesso è di un secon- 
do, perchè il suono fa circa 34o metri per aecondo. Così l 1 eco ripeterà tutte le 
sillabe che saranno state pronunziate nel tempo di un secondo , in modo che 
quando la persona che parla avrà cessato di parlare, sembrerà che l'eco ripeta 
tulle le parole che saranno state pronunziate, c la prima ritornerà all' osserva- 
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lore dopo- un secondo, vale a «lire nell'istante in cui sarà stata proferita l'ul- 
tima. Alla distanza di 3$o metri, un ero può ripetere da 7 a tt sillabe. Se la su- 
perficie riflettente si trova in troppa vicinanza, l’eco non ripeterà che una sil- 
laba. Se ne citano di quell» che ripetono fino »5 sillabe. 

Gli echi si producono con diverse circostanze. Per esempio, una superficie 
piana riflettente rimauda il suono in tutta la sua intensità , nè gli fa provare 
altra diminuzione che quella prodotta dalla distanza. Una superficie convessa ri- 
flette il suono con minore intensità e celerità di una superficie piana , mentre 
al contrario una superficie roncava rimanda un suono assai più forte. Avvieue 
del suono presso a poco come della luce : gli specchi piani rendono l'oggetto 
quale è realmente, i convessi lo impiccoliscono, i concavi lo ingrandi cono. 

Siccome un suouo riflesso può riflettersi nuovamente incontrando un secondo 
ostacolo nella sua direzione, così vi sono degli echi doppj\ tripli y quadrupli , ec. 
Questi echi, che si chiamano in generale multipli , si producono ordinariamente 
nei luoghi ove si trovano muri paralelli e lontani. Ne esisteva una volta uno ce- 
lebre presso Verdun che ripeteva 12 o i3 volle la stessa parola: era esso prodotto 
da due torri lontane I’ una dall'altra di 5o metri. 

Nella teoria degli echi , si chiama centro-fonico il punto in cu» è prodotto il 
suono, e centro fonocantico quello in cu» è riflesso. 

Quando la riflessione del suono si effettua in una direzione differente da 
quella della sua incidenza, può avvenire che chi lo produce non riceva I* sensa- 
zione dell'eco, mentre un altro osservatore senta l'eco senza avertutilo il suono 
primitivo. Questo fenomeno si osserva frequentemente sotto le volte più o meno 
alte , est è una conseguenza delle proprietà dell'ellisse; infatti, se noi supponiamo 
che la sezione di una volta fatta da un piano sia un' ellisse, i suoni che parten- 
dosi da uno dei fuochi andranno ad urtare nella curva si rifletteranno tutti uel- 
I’ altro fuoco, diroanierachè due persone poste ciascuna in uno dei fuochi potranno 
intenderli alla distanza di »5 metri ed anco di 3o parlando sottovoce , (neutre 
spettatori intermedj non potranno sentire nemmeno una parola. Le arcate di piu 
centri presentano questo stesso fenomeno, che può ossertarsi iiruna gran sala qua- 
drata del Consevatorio delle Arti e Mestieri. 

Sulla proprietà appunto delle superficie riflettenti è fondata In costruzione del 
cornetto acustico , che è destinalo a render più forte y suono. Si dà a questo 
strumento una forma parabolica, perché il suono urtando la sua parete interna 
viene da tulle le parti riflesso in un solo punto o fuoco situato aU'estreroità che 
si pone nell' orecchio. Il portavoce è costruito su queste stesse proprietà. Vedi 
Portavoce. 

EFFEMERIDI ( Astron.). Tavole che danno lo stalo del cielo per ciascun giorno 
dell'anno. Gli astronomi delle diverse nazioni pubblicano delle effemeridi, le pii» 
relebri delle quali sono, in Fraocia , la Connaissance dis tempi , in Inghil- 
terra, il Nautical Almanac , e in Italia , le Effemeridi di Milano . Vedi Al- 
manacco. 

EFFETTO UTILE ( Mec .). L'effetto generale di un motore è quello di vincere 
delle resistenze che si riproducono costantemente, o periodicamente, in una di- 
rezione opposta a quella del moto che esso fa nascere; il suo effetto utile è il 
lavoro produttivo che esso compisce. 

Consideriamo, per fissare le idee, un uomo che tiri dell'acqua da un pozzo 
con l'aiuto dell'apparecchio ordinario, vale a dire di una secchia attaccala ad 
una dell' estremità di una corda che passa sopra una puleggia fusa La resistenza 
che 1 ’ uomo dgve vincere in tutta la durata dell' elevazione della secchia, dal li- 
vello dell'acqua fino alla sponda del pozzo, si compone: i.° del peso proprio 
della secchia; a.° del peso dell'acqua conteuula iu questa secchia ; 3.° dell* al— 
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trito della corda sopra la puleggia, comprendendovi quello della puleggia sul suo 
asse; non può dunque giungere allo scopo proposto, l'elevazione dell'acqua, che 
esercitando sopra l'est rem ila della corda che egli tiene fra le mani una sforzo ca- 
pace di superare queste tre resistenze. Supponiamo ora che il peso della secchia 
sia di a chilogrammi, quello dell' acqua di 1 1 chilogrammi, e che gli attriti siano 
rappresentati da 3 chilogrammi ; 4 o sforzo del motore dovrà dunque essere di 16 
chilogrammi in tutta Hi durata dell’ ascensione della secchia. Qui non teniamo 
conto dell’ eccesso della forza che deve sviluppare il motore, nel primo momento 
della traizione, per vincere l'inerzia delle materie, perchè fin da quando il 
moto viene impresso, basta al motore di fare equilibrio alla somma delle resi- 
stenze, il moto continuandosi allora in virtù di questa medesima inerzia ( Vedi 
Comukicszionc dbl moto). Ora se misuriamo V effetto generale del motore dal 
peso al quale «sso fa equilibrio a ciascuno istante, quest' effetto generale sarà 
rappresentato da >6 chilogrammi , ed è evidente che il suo effetto utile lo sarà da 
il chilogrammi, poiché il solo prodotto reale del suo lavoro è l'elevazione di 11 
chilogrammi di acqua; i cinque chilogrammi di più si trovano assorbiti in pura 
perdita da resistenze estranee all’ ucqua che si trattala di attingere. 

11 peso dell'acqua elevata è ciò che si chiama la resistenza attiva ; quello 
(iella secchia unito alla resistenza dell'attrito, compongono le resistenze pussive 
dell'apparecchio della macchina. In tutto il lavoro eseguito con l'aiuto di una 
macchina, è essenziale di distinguere queste due specie di resistenze, di cui l'ul- 
tima, quella «Ielle resistenze passive, non fa che consumare, senza effetto produt- 
tivo, una parte più o meno considerabile della forza che il motore imprime alla 
macchina. Un apparecchio meccanico è tanto più perfetto, quanto i suoi diversi 
pezzi o organi sono combinali in modo che essi non producano altra perdita di 
forza che quella, che è strettamente necessaria per la produzioni dell'effètto utile 
che abbiamo in vista. 

L'effetto di un motore può sempre esser paragonato ad un dato peso elevato 
o (rapportato ad una data distanza in un tempo determinato. ( Vedi Motore). 
Così l'effetto olle si può avere con un peso di io chilogrammi elevato a cento 
metri di altezza , in un'ora di tempo , è il doppio di quello che può aversi dal 
medesimo peso elevalo a zoo metri in un* ora, o dal medesimo peso elevato a 
ìoo metri io una m<^z’ ora , o finalmente da un peso doppio elevato a ioo me- 
tri io un'ora. In generale, P rappresentando il peso elevato o trasportato , e li 
la distanza percorsa nell'unità di tempo, it prodotto PH rappresenterà 1 ' effetto 
generale del motore nell' unità di tempo , ossia , ciò che si chiama il suo effetto 
dinamico. Ma questo peso P comprende la somma di tulle le resistenze da vin- 
cere; rosi, indicando con P' resistenze passive, e con p la resistenza attiva, 
avremo Fs=P , -f/»; e per conseguenza, pH rappresenterà l 'effetto utile. L'im- 
piego dei motore sarà tanto più vantaggioso quanto pH differirà meno da PH. 
Quésto prodotto PII è la quantità d' azione ( vedi questa parola) sviluppala dal 
motore. 

Se indichiamo con M la massa del peso P, avremo P = M^ , g indicando la 
forza di gravità. ( Vedi Peso) Se di più, V esprime la velocità che un corpo pe- 
sante acquisterebbe per l'effetto della gravità, cadendo liberamente dall' altezza 
H , avremo ancora 

V = ^ a# H, ovvero V a = 2£H 

così pV * 

PII — 

*5 
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e, per conseguenza, , . 

- • , 2 PH = MVV 

Ma MV 9, esprime la forza viva {vedi questa parola) che il malore comunica 
alla macchina, dunque 1* effetto dinamico è equivalente alla metà della forzavi* 
v$ sviluppata dal motore. 

Resulta da questa considerazione, che si deve evitare il più possibile che la 
trasmissione del moto nelle macchine si effettui per mezzo dell* urto di un or- 
gano meccanico sopra un altro, poiché vi e perdila di forza viva, tutte le volte 

• che vi è urto. ( redi Comunicazione di moto ) , e per conseguenza , diminuzione 
di effetto utile. {Vedi Fobza viva, Motose, Quantità d* azione). 

.EFFUSIONE {Astron.). È cosi chiamata la parte della costellazione dell* Aquario 
che rappresenta 1* acqua che esce dall* urna. 

EGGERS (Giacomo Barone di), generale, nato il 14 Dicembre 1704 a Dorp.it in 
Livonia, e morto a Danzica il la Gennajo 1773. Ha scritto in tedesco un Diziìy- 
nario del corpo degl * ingegneri , dell'' artiglieria e- della marineria , Dresda , 
1757, a voi. in-8. Per altri suoi scrìtti di minor conto vedasi la Biografa uni- 
versale. 

EGUAGLIANZA. Relazione di due cose egnali. L* eguaglianza s'indica in male- 
mali' he col segno s= , che significa eguale a. Còsi A= B significa che A è 
eguale a B. 

EGU 4 LK. Si .esprime con questa parola il rapporto di due o più oggetti che han- 
*no la stessa' grandezza , la stessa quantità o la stessa qualità. Ingenerale, le cose 
eguali sono quelle di cui P una può esser sostituita all* altra senza che ne re- 
sulti alcun cangiamento nelle relazioni che esistevano per quest' ultima; donde 
deriva il nolo assioma di geometria che due cose eguali ad una terza sono eguali 
tra loro. 

EIMMART (Giorgio Cristoforo), astronomo, nato a Ratisbona il 22 Agosto i 638 , 
si dedicò dapprima alla pittura, di cui suo padre gli aveva date le prime lezioni, 
e vi acquistò non poca celebrità. Dotato di una felice attività e di una grande 
attitudine per le scienze, Eimmart, che aveva in gioventù studiato con distin- 
zione le matematiche all* università di Iena, si diede quasi interamente all' astro- 
nomia sul finire de* suoi giorni. La città di Norimberga, che i Kegiomontani e i 
Walther aveano per lungo tempo resa illustre coi loro importanti lavori in que- 
sta scienza, fece verso Panno 1G88 costruire un osservatorio, e ne diede la dire- 
zione ad Eimmart. Egli pubblicò nel giornale di Lipsia un gran numero di utili 
osservazioni, ed ha lasciato manoscritti quasi cinquantasette volumi contenenti molte 
osservazioni astronomiche le quali non sono state stampate, osservazioni e lettere 
di parecchi astronomi celebri del suo tempo, ed un numero grande di osservazioni 
metereologiche. 

La maggior parte di que* volami sono in foglio, e più di cinquanta trattano 
dì astronomia. Fra quei che furono stampati, si cita la sua Iconographia nova 
contemplationum de sole , in desolatis antiquorum philosophorum ruderibus 
concepta , Norimberga, 1701, in-fol, dedicata a Luigi XIV. Tale opera, 'in cui 
si trova una erudizione sfornila di critica, ed una pessima fìsica sul sole, è poco 
stimata: è d'uopo confessare che le osservazioni di Eimmart sono state assai 
più utili del suo libro ai progressi dell* astronomia. Eimmart univa alle estese 
sue cognizioni un talento non ordinario per la meccanica: gli viene attribuita 
P invenzione e 1 * esecuzione di parecchi strumenti astronomici; costrusse fra gli 
altri una sfera armillare che rappresentava il molo della terra secondo il sistema 
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<]i Copernico Hi cui eri ardente « 1 1 tensore. Pubblicò la descrizione Hi tale stru- 
mento col titolo di Sphaerae armillaris , ec., Allorf, 1695, io-L Kimrosrl morta 
Norimberga il 5 Gennaio t7»5, lasciando i suoi strumenti e i suoi manoscritti al 
suo genero Giovanni Enrico Muller. Gli strumenti sono andati in seguito nella 
biblioteca della università di Allori; ed i manoscritti dopo esser passali per le 
mani di Murr e del professore Iluberti, furono in ullipio posseduti dal collegio 
dei Gesuiti di Polocz, in Lituania. 

EIMMART (Miai* Chiarì), figlia del precedente, è stata una delle donne più 
istruite del suo secolo. Divenne moglie di Giovanni Enrico Muller che successe 
ad Eimmart nella direzione dell' osservatorio di Norimberga. Le sur cognizioni 
in matematiche erano abbastanza estese per poter prender parte ai lavori di sqn 
padre e del tuo sposo : ti sa iofalli che essa gli assisteva nelle loro osservazioni 
e nei loro calcoli, ed ajiitò molto suo padre a disegnare figure di eccitasi, comete, 
macchie solari e lunari, e dugentotrentscinque fasi di luna. 

E 1 SINGA (Elsa), morto il 37 Agosto (8a8 a Fraueker in Frisia in età di ottanta- 
quattro anni. È autore di un planetario che è stato considerato come una mara- 
viglia e per la sua grandezza c per l' ingegnoso suo meccanismo. Se ne ha una 
minuta descrizione in olandese scritta da Vao Swinden e stampala a Franeker 
nel i;8o in-8, e ivi, | 8»4 , iu-8. Per maggiori notizie ti consulti il Sapplimento 
alla Biografia Universale . . 

F.KAMA (CoasEuo), nato il 3 i Marzo 1773 a Paesens, villaggio della Frisia, fu 
professore di matematiche e di astronomia nella università di Leida, dopo avere 
occupato con lustro cattedre di queste scienze a Zierickzee e nell' università dì 
Franeker. Si hanno di lui due discorsi assai stimati , I’ uno intitolato : De Fri- 
sia, ingeniorum mathematicorum imprimis fertili , e l’altro: De insignium 
qui in scientia astronomica facti sunt progressuum fundamentis , a summit 
in re mathematica et astronomica viris , partim decimo-sexto , maxime 
decimo-septimo secalo, /am praecipue Jnctis. Ekaiua mori a Leida il a| Feb- 
braio 1836. 

ELASTICITÀ' (. Aferc.). Proprietà che hanno i corpi di riprendere il loro stato pri- 
mitivo, quando si fa cessare la causa che alterava la loro forma e il loro volume. 
Tutti i corpi non sono dotati nello stesso grado di questa proprietà, la quale, 
soprattutto nei solidi , non può manifestarsi che relativamente e in certi limiti. 
La questione di sapere se tutti i corpi, nessuno eccettuato, sono più o meno 
elastici, non è ancora assolutamente sciolta; ma la determinazione precisa del 
grado di elasticità di cui i corpi souo suscettibili essendo particolarmente ne- 
cessaria in meccanica, dove questa proprietà, per esser calcolata come un ele- 
mento dell' effetto da ottenerti , deve essere apparente o almeno di una facile 
valutazione, la fisica sperimentale ha dovuto ammettere l’ esistenza di corpi non 
elastici, almeno in questo rapporto. 

Non sembra ebe gli antichi abbiano studiato le diverte proprietà naturali dei 
corpi , nè si vede in particolare che abbiano essi conosciuto e apprezzato 1’ ela- 
sticità di cui sono questi nella maggior parte dotati. Non è che in un'epoca 
poco lontana nella storia della scienza, e quando la meccanica partecipò a tutti i 
progressi delle scienze matematiche, che si cercarono le cause dell'elasticità. Le 
spiegazioni che vollero darne nel XVII secolo, dopo i grandi lavori di Galileo 
e di Huygens, le diverse scuole filosofiche non sono punto sorbi (sfacenti. È 
questo infatti uno di quei fenomeni la cui giusta ed esatta valutazione appartiene 
più particolarmente all’ esperienza. 

La ricerca delle cause e delle leggi dell’ elasticità è stata 1 * oggetto dei lavori 
di I)' Alembert; ecco come egli stesso si esprime su questo proposito: «Noi 
supporremo che tulli i corpi nei quali s> osserva questa facoltà siano composti 
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o possano concepirsi composti di piccole corde o fibre, che colla loro unione co- 
stituiscano questi corpi: e per considerare 1* elasticità nel caso il più semplice , 
prenderemo per esempio le conte degli strumenti di musica. 

w Le fibre non hanno o piuttosto non manifestano V elasticità che quando sono 
tese da qualche forza, come si vede nelle corde sciolte che possono facilmente 
esser cangiate di posizione, senza che possano riprendere quella che prima ave- 
vano, quantunque non siasi ancora determinato esattamente coll’ esperienza qual 
sia il grado di tensione necessario per fare scoprire 1' elasticità. 

n Quando uua fibra è troppo tesa, essa perde la sua elasticità. Sebbene non 
si conosca nemmeno il grado di tensione necessario a distruggere 1' elasticità , è 
certo almeno che 1' elasticità dipende dalla tensione, e che questa tensione ha 
dei limili nei quali 1' elasticità comincia e dove ha un termine. 

» Se questa osservazione non ci fa conoscere la causa propri! e adequata della 
elasticità, ci fa almeno vedere la differenza che vi è tra i corpi elastici e i 
non elastici; come accada che un corpo, perda l'elasticità, e come un corpo 
mancante di questa forza \enga ad acquistarla. Cosi una lastra di metallo di- 
viene elastica a forza di esser battuta, e se si fa scaldare essa perde questa 
proprietà. • \ 

* Tra i limiti di tensione che sono i termini della elasticità , si possono con- 
tare diversi gradi di forza necessaria per dare differenti gradi di tensione , e 
per tendere le corde alla tale o tale altra lunghezza. Ma quale è la» | ro por- 
zione di queste forze rapporto alle lunghezze delle corde? Questo è ciò che non 
saprebbe determinarsi che per mezzo di esperienze fatte sopra eorde di metal- 
lo; e siccome gli allungamenti di queste corde sono appena sensibili, cosi è 
chiaro che non possono misurarsi direttamente queste proporzioni, ma bisogna 
per questo oggetto servirsi di un mezzo particolare e indiretto. « 

Il dotto S'Gravesande dopo molte esperienze ha determinato nel seguente modo 
le leggi dell' elasticità. 

1. ° 1 pesi che abbisognano per aumentare una fibra per mezzo della tensione 

fino ad un certo grado, sono in ogni grado proporzionali come la tendone stessa. 
Così, per esempio, se si suppongono tre fibre della stessa lunghezza e della stessa 
grossezza , le cui tensioni siano come i, 2 , 3, i pesi che le tenderanno sta- 
ranno egualmente nel stessa proporzione. • 

2 . ° I più piccoli allungamenti delle stesse fibre staranno tra loro presso a poco 
come le forze che le allungano, proporzione che si può applicare ancora alla loro 
inflessione. 

3. ° Nelle corde dello stesso genere, della stessa grossezza, ed egualmente tese, 
roa di differenti lunghezze, gli allungamenti prodotti coll' aggiunta di pesi eguali 
stanno gli uni agli altri come le lunghezze delle corde; il che avviene perchè la 
corda si allunga in tutte le sue parti, e perciò l'allungamento di una corda totale 
è doppio dell' allungamento della sua metà o dell' allungamento di una corda 
suddupla. 

4>° Nello stesso modo possono tra loro paragonarsi le fibre della stessa specie, 
ma di differente grossezza, confrontando prima un numero più o meno grande di 
fibre sottili e di egual grossezza , e prendendo quindi il numero totale delle fibre 
in ragione della solidità delle corde, vale a dire come i quadrati dei diametri delle 
corde, o come i loro pesi, quando le loro lunghezze sono eguali. Tali corde 
resteranno dunque tese in egual modo da forze che si suppongano tra loro in 
ragione dei quadrali dei loro diametri. Lo slesso rapporto deve pure trovarsi tra 
le forze"! necessarie per curvare le corde, io modo che le ampiezze delle curva* 
ture sianojeguali nelle corde date. 

5.° Il moto di una fibra lesa segue le slesse leggi di quello di un cprpo che 
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fa le fue oscillazioni io una cicloide; e per quanto possano estere ineguali le ? i- 
brazioni , esse si fanno sempre nello stesso tempo. 

6.° Due corde essendo supposte eguali, ma disegualmeote tese, occorrono forze 
eguali per piegarle egualmente. 

Newton ha spiegato ('elasticità dei fluidi per mezzo detrazione di una fona 
centrifuga eh 1 ei suppone in tutte le loro parti. Dipartendosi da questa ipotesi, 
egli ammette che le molecole che si respingono o si fuggono scambievolmente 
1’ une colle altre con forze reciprocamente proporzionali alle distanze dei loro 
centri, debbono comporre un fluido elastico la cui densità sia proporzionale alla 
sua compressione. Reciproca mente Newton ammette che se un fluido è compo- 
sto di parli che si fuggano e si evitino scambievolmente le une colle altre, e 
che la sua densità sia proporzionale alla compressione, la forza centrifuga di 
queste molecole ‘starà in ragione inversa delle loro distanze. Bisogna però riguar- 
dare questa dimostrazione come puramente matematica, e non come dedotta dalla 
vera causa della elasticità dei fluidi. Qualunque sia la causa di questa elasticità, 
è certo che essa tende ad avvicinare le parti disunite o allontanate , e che per 
conseguenza essa può parificarsi, quanto agli effetti, all' azione di una forza 
centrifuga mediante la quale le molecole di un «fluido si respingono vicende- 
volmente, senza che sia necessario di supporre 1' esistenza reale di una simile 
forza centrifuga. La dimostrazione sussiste ancora qualunque sia 1« causa fisica 
della elasticità dei fluidi. 

Daniele Bernoulli , nel suo Trattato di idrodinamica , si è occupato della di- 
scussione dei diversi fenomeni che presenta l'elasticità, e vi Ha esposto le leggi 
della compressione e del moto % dei fluidi elastici. Da' queste leggi egli ha quindi 
dedotto le sue belle teorie della compressione dell’ aria e del suo moto per di- 
versi canali. Egli ha potuto pure rilevarne altre non meno notabili di queste, e 
partir olarmen te quella della forza della polvere per muovere le palle da cannone. 

D’ Alembert, nel suo trattato Dell' equilibrio e del moto dei fluidi , ha pure 
dato le leggi dell* equilibrio e del moto dei fluidi elastici. Egli osserva che il 
moto di un fluido elastico differisce principalmente da quello di un fluido ordi- 
nario*, per la legge dello velocità de' suoi differenti strati : cosi, quando un fluido 
non elastico si muove in un vaso cilindrico, tutti gli strati di questo fluido si 
muovono con egual velocità, il che non ha luogo quando il fluido è elastico, 
perché, se questo fluido si muove in un cilindro una delle di cui estremità sia 
chiusa, U velocità del fluido è tanto maggiore quanto è più distante dal fondo: 
alT incirca come accade in una lastra fissata per una delle sue estremità, le di 
cui parti percorrono un spazio tanto più glande quanto sono più lontane dal 
punto fisso. 

Si trova pure una dotta teoria della tensione delle fibre elastiche di differenti 
lunghezze e della loro compressione in forza di differenti pesi , in una memoria 
di Giacomo Bernoulli, che fa parte della raccolta dell'Accademia delle «Scienze 
di l’arigi per l’anno 1703 . Questo celebre geometra vi fa un'osservazione im- 
portantissima , ed è che la compressione delle fibre elastiche non può essere esat- 
tamente proporzionale al peso comprimente. Egli appoggia questa proposizione 
sulla considerazione che una fibra elastica non può essere compressa all' infinito. 
Nel suo ultimo stato di compressione, questa fibra ha ancora una estensione qua- 
lunque, ed allora qualunque sia il peso che si aggiunga al peso comprimente, 
la compressione non può esser maggiore: donde avviene necessariamente che la 
compressione non aumenta generalmente in ragione del peso. 

Abbiamo parlato altrove delle proprietà elastiche dell'aria ( Vedi Aria); i gas 
c i liquidi hanuo una elasticità perfetta, che non s' incontra in un grado eguale 
io nessun corpo solido. Un dotto professore moderno fa cou ragione notare che 
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|»er quanto sia imperfetta P elasticità ilei solidi, pure non è essa per questo una 
proprietà meno importante e curiosa ad osservarsi. Noi crediamo di dover qui 
rammentare un'esperienza ingegnosa sulla elasticità dell’ avorio, eseguita per mezzo 
di palle da biliardo, che è proposta da questo abilissimo fìsico. 

Si lascia cadere una palla ordinaria sopra un piano unitissimo sul quale è stato 
steso un leggerissimo strato d' olio ; nell' istante medesimo essa balza e sale fino 
all'altezza del punto di partenza o presso a poco in vicinanza di esso. È questa 
senza dubbio una prova sufficiente della sua elasticità, e per conseguenza del suo 
cangiameuto di forma; ma se si guarda il piano nel punto in cui essa ha bat- 
tuto, vi si vede una impronta tanto più larga quanto più violento è stato l'ur- 
to, il che dimostra in un modo certo che la palla non si è rialzata che dopo 
essersi schiacciata , come farebbe una vescica piena d' aria o una bolla di sapone, 
poiché queste bolle cosi leggere possono anch' esse urlare contro un corpo e 
balzarne indietro senza rompersi. 

Facendo la stessa esperienza con palle di legno , di pietra, di vetro, o di me- 
tallo, si vede che esse si comportano presso a poco come le palle d'avorio: tutte 
si schiacciano più o meno prima di rialzarsi , il che è una prova della loro com- 
pressibilità , e tutte, quando noo siano state compresse con troppa violenza, bal- 
zano e riprendono la loro forma primitiva, il che è una prova della loro elasti- 
cità. Cosi, nell' andamento dei corpi elastici si ha un doppio fenomeno, quello 
della compressione e del cangiamento di forma, e quello del ristabilimento com- 
pleto di (.ulte le parti. 

L'elasticità resultando sempre da uno spostamento di molecole, sia che questo, 
abbia luogo in forza di una pressione o di una inflessione , sia che venga pro- 
dotto mediante la torsione o la trazione, è facile il vedere che per ogni corpo 
debbono esservi dei limiti a questi spostamenti , e per conseguenza dei limiti 
all' elasticità. Ma se non si fa provare alle molecole di un corpo che lo sposta- 
mento che unicamente può permettere il loro «tato di aggregazione, esse ritor- 
nano sempre esatlissimamente alla loro posizione , e in questo senso potrebbe 
dirsi che lutti i corpi , anco i solidi, hanno una elasticità perfetta. 

Questa conclusione, sebbene ipotetica, non distrugge per nulla ciò che abbia- 
mo detto di sopra sulla esistenza dei corpi solidi non elastici ; essa sarebbe d' al- 
tronde in se stessa soggetta a gravi obiezioni. La questione consiste precisamente 
nel sapere quale è il grado di spostamento che le molecole di un corpo possono 
comportare, per dedurne da questa prima determinazione la cognizione del suo 
grado di elasticità; poiché se l'elasticità si manifesta col doppio feooraeno del 
cangiamento di forma e del ristabilimento perfetto di questa forma , é impossi- 
bile il valutare il compimento di questa seconda fase , se la prima non é stata 
rigorosamente osservata. 

ELASTICO. Giacomo Bcrnoulli ha dato il nome di curva clastica alla curva che 
forma una inolia fissata orizzontalmente per una delle sue estremità ad un pia- 
no verticale, ed aggravata dall'altra estremità da nn peso che la fa curvare. 
Vedi L ASTE A. 

ELEMENTI. Cosi si chiamano in fìsica i primi principj o le molecole semplici di 
cui sono composti i corpi. In geometria si dà questo nome alle parti infinità- 
niente piccole della estensione. Vedi Indivisibili. 

Gli Elementi, in astronomia, sono i numeri che esprimono tanto i movimenti, 
dei corpi celesti quanto le relazioni di distanza e di grandezza che questi corpi 
hanno Ira loro. Questi numeri soqo stali così chiamati perché servono alla costru- 
zione delle tavole astronomiche. Ecco i principali elementi del nostro sistema. 

solare. 

Hi*, di AUt. Voi . IV. 3a 
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Noni dei Pianeti 

Durate 

DELLE LORO RIVOLUZIONI 
SIDERALI 

Distanze 
MEDIE DAL SOLE 

Mercurio . • . . . 

87^969 

0, 387 

Venere 

334, 701 

», 7*3 

Terre 

365 , a 5 G 

1,000 

Marte 

G86, 980 

«, 5 a 4 

Veata 

1 335 , ao 5 

3,373 

Giunone . . . . . 

1590,998 

3,667 

Cerere 

1681,539 

3,767 

PalUde 

1681,709 

*,76» 

Giove 

433 a, 596 

5 , 2 o 3 

Saturno 

10758,970 

9,539 

Urano 

3o688,7i3 

>9, i 83 


Diametri planetari 
PRESO PER UNITA 
QUELLO DELLA TERRA 

"Volumi 

PRESO PER UNITA 
QUELLO DELLA TERRA 

Durate 

DELLR. ROTAZIONI 
DEI PIANETI 

Tavola 

DELLE MASSE 
DEI PIANETI 
PRESA FRH UNITÀ 
QUELLA DEL SOLE 

Sole . . . 1 

09,93 

i 3 a 846 o 

t 

a 5 £, 5 oo 

I 

Mercurio 

0,39 

0,1 

1,000 

I 

aoa 58 io 

Venere. . 

o ,97 

0,9 

0,973 

I 

401847 

Terra . . 

1,00 

1,0 

0,997 

I 

354936 

Marte . . 

0,56 

0,3 

1,037 

K 

368 o 337 

Giove . . 

n ,56 

1470, a 

0,414 

K 

1 o 5 o ,5 

Saturno . 

9,61 

887,3 

0, 438 

1 

35 ia 

Urano . . 

4,a6 

77,5 


I 


17918 

Luna . . . 

°, *7 

r 

49 

37, 3 aa 

I 

33090000 
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SATELLITI DI GIOVE 


Distasi* medi* 

PEBSO P8B OSITI IL SgHIDIAHETSO 
DSL PIANETA 

D 0 HA.TR 

DELLE 

RIVOLUZIONI 

Masse dei satelliti 

PRESA PER UNITÀ QUELLA 
DEL PIANETA 

i.° Satellite. . . 

G,o485 

1^,7691 

0,000017 

a." — .... 

9 , 6a35 

3, 55ia 

0 , ooooa3 

3.» - 

i5, 3Soa 

7,1546 

0, 000088 

4* - 

36,9983 

16,6888 

0, 000 043 


SATELLITI DI SATURNO 


Distanze medie ' 

PRESO PER UNITÀ IL SEMIDIAMETRO DEL PIANETA 

Durate 

’ 

DELLE RIVOLUZIONI 

i°. Satellite 

3,35 


a» _....... 

4, 3 o 


9 0 + 

; *• 

5,a8 

1,888 

4 -° - , . 

6,82 

3.7*9 

5.° - 

9 > 5 a 

4, S17 

6.° 

aa, 08 

15,945 

7° - 

64,36 

79,33o 


SATELLITI DI URANO 


Distanze medie 

PRESO PER UNITÀ IL SEMIDIAMRTBO DEL PIANETA 

Durate 

DELLE RIVOLUZIONI 

1 ° Satellite ........ 

■ 3 ,i 3 

5A,8g3 

a.® 

■ 7,02 

8,707 

3 .® — 

•9.85 

• 0.961 

4-° - 

33 , 7 5 

t3, 456 

5.® — 

45, 5i 

38, o 7 5 

6 .® — 

11 M 

9 *. 01 

107,694 
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ELETTRA (Aslron.). Si dà questo nome ad una delle lette ilelle delle Ptejadi, 
situata nella costellazione del Toro. 

ELEVAZIONE ( Idraut. ). Si dà questo nome all’ allena alia quale salgono le 
acque zampillanti. f'edi Getto 

ELEVAZIONE ( Aaron .). L' elevaxiotie eli un astro al di sopra dell’orizzonte è 
l'arco di circolo verticale compreso tra l'astro e l'orizzonte. 

Elevazione dell’ Equatoeb. Arco del meridiano compreso Ira 1* orizzonte del 
luogo e il punto in cui il meridiano è taglialo dall’ equatore. Il meridiano tro- 
vandosi diviso dall'equatore in due parti diseguali per tutti i luoghi della terra, 
ad eccezione di quelli che sono situati sulla linea dell’equatore terrestre , s'in- 
tende comunemente per elevatione deir equatore la minore di queste doe parti. 

Elevazione del Polo. Arco del meridiano compreso tra il polo elevato e l’oriz- 
zonte. La distanza del polo dall’equatore essendo misurata da uu quarto di cir- 
colo massimo delia sfera , /' elevazione del polo é sempre il complemento di 
quella dell' equatore : cosi quando una di queste grandezze é nota , si conosce 
pure I' altra. 

'L'elevazione del polo è eguale alla latitudine del luogo. Vedi Latitudine. 

L' Elevazione di un petto d’ artiglieria , nella teoria e nella pratica della 
balistica ( Vedi Balistica), è l'angolo che fa 1' asse del pezzo coll’orizzonte. 

In generale si chiama Assolo di elevaziokb 1’ angolo formalo da una linea di 
-direzione qualunque colla sezione orizzontale del piano condotto per questa linea 
perpendicolarmente all’ orizzonte. 

ELEVAZIONE ALLE POTENZE (Aritm. e Alg.). Una delle sei operazioni ele- 
mentari della scienza dei numeri. 

Elevare una quantità ad una potenza, vale moltiplicarla per se stessa tanta 
volte quante unità vi sono nell' esponente di qnesta potenza , o per parlare più 
esattamente, vale formare il prodotto nel quale questa quantità entra come fat- 
tore un numero di volte determinato dall’ esponente. Cosi , la seconda polenta 
di 4 è il prodotto 4X4i 1“ torta polenta di 5 è il prodotto 5X5X5 **• 1“ 
generale A essendo una quantità qualunque, il prodotto 

AXAX*X*XA......Xi 

nel quale A entra m volte come fattore è la potenza m’ ima di A. Questa ope- 
razione sì esprime scrivendo al di sopra della quantità il numero che indica 
quante volte essa dev’ esser presa per fattore , numero che si chiama esponente 
delta polenta. Per esempio la terta polenta di 5 o il prodotto 5X5X5, viene 
espresso da 5*, dimodoché 5X^X5 e 5* sono una sola e medesima cosa, e ai ha 

5* = 5X5X5=ia5. 

Se indichiamo con A una quantità qualunque, con B 1’ esponente della potenza 
alla quale si vuole elersre, e con C -il risultamento dell’ operazione o il prodotto 
-composto di B fattori eguali ad A , avremo la forma generale 



A si chiama la base, B 1‘ esponente e C la polenta. 

Cosi nel caso parlicolare 

5 3 = ia5, 

si dice che ia5 è la terta polenta della base 5. 

i. Fintantoché si tratta di numeri espressi da cifre, l'operazione dell’ eleva. 
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xione alle potenze non può eseguirsi ohe per meno di un seguito di moltiplica- 
zioni , o almeno questo è il meno piò speditivo per ottenere il risultamcnlo. 
Per esempio per trovare la quarta polenta di ta, ti dirà 


e se ne concluderà 


iaXi3 = t44 

>44 X •* = >728 / 

1738 X 13 = 30730 


13 * =3 30736 , 


Ma quando le quantità tono espresse da lettere , onero sono quelle che si 
chiamano quantità algebriche, la loro elevazione alle potenze dà luogo a par- 
ticolari trasformazioni e riceve leggi importanti che esporremo. 

a. La potenza m di una quantità qualunque A essendo espressa da A", abbia- 
mo veduto ( Algebra n.° 34) che questa poteoza nel raso di mao è eguale al- 
Y unità e che nel caso di m negativo, essa è equivalente ad una frazione il di 
cui numeratore è l’unità e il di cui denominatore è questa medesima potenza 
presa cangiando il segno deli’ esponente , vale a dire che si ba 


A°== 1 , 



Abbiamo veduto egualmente ( àlgebra, n.* 36) che la poteoza n di una quan- 
tità A”* si esprime moltiplicando i due esponenti, ovvero si ha 

( A" y = K mH 

e generalmente , qualunque sia il numero dei fattori 


£ A'".B".C>’.D7 J r t= A mr . B nr . Ci”' . D^ r 

Cosi applicando queste forme generali a quantità monnmie qualunque, si potrà 
rcudere considerabilmente più semplice l’ espressione delle loro potenze. E d è 
cosi, per esempio, che si troverà senza difficoltà' 




ili generale 


[ a* . è* . e 1» 

4 n J 


«"* . A'° . c* 1 .... 

— — — = -3 a 

160* 16 


[ <j m .b" .cP.dfy o ml ’ . A*’’ . et’*’ . d? v 

H.d.c r J FTòFTe™ 


che possiamo esprimere ancora cosi 

.a mV .b”' f .cr v .dr .d-v.e-” 

servendosi degli esponenti negativi. 

3. Abbiamo veduto egualmente (Algebra, n.° 37) che una poteoza qualunque 
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n — , 

m di una quantità irrazionale y A poteva esprimersi con 

m 

n ~~~ 

yA m ovvero con A". 

Se dunque il numero m Coite maggiore di n, il riiultamenlo potrebbe de- 
comporti in due fattori di cui uno toUmente conserterebbe la forma radicale. Per 
esempio , m estendo maggiore di n , dividiamo m per n e ti chiami y il quo- 
ziente di questa divisione e r il retto, avremo 

m r 

— sa y ■+- — 
n n 

c per conseguenza (Algkb»*, n.° ao) 


m r r 

. n ? « . ? . » t^"r? 

A bc A caA.A i=A \K r . 


Nel caso di raso vale a dire, nel Caio in cui la divisione di m per n si faccia 
esattamente, la potenza diviene semplicemente A7. 

Applicando questa regola alle potenze particolari . 


[v>]\ [v»]‘, [v 9 ]’** 


ti ottengono le seguenti traslbrmazioni 

4 


[V 8 =s 8 3 = 8* 3 c=8 v»“ = 8 V^T. 


5 a 

i r 


[v»l 


■ 5 


= 9 


. _ a-h — 

b =9 a 1=39*^9 = 81 . 3 = 3 ^ 3 . 


Otterremo nella medesima maniera le trasformazioni più generali 

[VA.B».cJ=a[ A.B».C J 3 = £a.B*.cJ * + 3 

W- I 

t= |~ A . B* . C ]x [a . B» . C jj 3 


:A*.B*C*. VA.B a .C . 


I */" 

lV- 


a* IP 

T [ 

l *«■] 

“l 

n*i«e» % 


d 4 c' V 

d»e 5 
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4. Le polente successive delle quintili dette immaginarie presentono delle 
particolarità degne di osservazione che esamineremo. Ma siccome tutte queste quan- 
tità possono esprimersi per mezzo della sola ^ — 1 ( Vedi Issisagirsbio), non 
ci occuperemo qui che di quest' ultima. 

Si comincia dall’avere evideotemente 

Tuttavia servendosi della regola data per la moltiplicazione delle quantità af- 
fette da segni radicali ( Algibba , n.° ag) si trovcrrbke 

x (V— )= >/(-*) 

ovvero 

(V- , ) “ V( ')*= sa±i * 

) .1 

e il segno superiore >4- darebbe un risultamento assurdo, poiché la feconda po- 
tenza di una radice seconda tion può essere che la quantità primitiva che è sotto 
il radicale. Quest’ ambiguità del doppio segno — sparisce quando s’ impiegano 
gli esponenti frazionari , poiché 

G/-0M- )■=(-)'=-'/ 

Si può rendere ragione della specie di errore che si cominelle ncll’applicazio- 
ne della prima regola osservando che — i essendo moltiplicato per se medesimo, 
introduce nell’ espressione 

V( - ‘) 

dopo la moltiplicazione, una significazione che non vi era avanti* quella di poter 
avere una radice positiva o negativa, e ciò dalla proprietà generale 

( — (-+- 1 ) =-+-», 

poiché dalla moUiplicazione di ( — 1 ) per ( — 1 ), il radicale divenendo ^-4 - 1 non 
riveste più alcun carattere che possa fargli attribuire esclusi vomente Vana o 
1* altra di queste generazioni ; possiamo dunque allora senza errrore assegnargli 

indifferentemente una di queste, nel mentre che sotto la forma ( \J 1 ) la ge- 
nerazione del risultamento è determinata e questo risultamento non può essere che 
— i. Ora, servendosi del calcolo degli esponenti frazionari si evita P operazione 
la quale pnò indurre in errore, perchè non si opera che sopra gli esponenti senza 
toccare la base. 
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Quest’ osservazione è euenzialc per formare tutte le potenze pari di 
a motiio cbe 



a/n rappresentando «n numero pari qualunque. Coti con la regola dei radicali, ai 
avrebbe ancora 

GFOWr? ->/-=*'• 

nel mentre che con gli esponenti frazionari ai trova 

( V — 0 “(—)* *(- 0““ r ** 1 

solo risnltamento soddisfacente. 

Concluderemo dunque che nelf elevazione alle potenze della quantità immagina- 


ria y — i, bisogna, per evitare gli errori , non operare che sopra gli esponenti 
e non toccare la base ( — i ) che dopo aver esaurito tolte le riduzioni. 

5. Seguendo questi principi! si troverà per le potenze successive della quan- 
tità y — r, presa positivamente e negativamente, i seguenti risultamenti: 


Per la quantità -+* 


( + V~ i )° =i 

(-+->/-■) 7-. 

(W~') = [ + ( _, )J 1==- ' 

{■**(")] '**(-’) , + 

(w-r-K-)] <->■-- 

cc. ec. 
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Per la quantità — \/~ 1 > ,°VTero (-)V~ 

{-yj- 1 )' 

( -V-')' =* “V -1 

( — >/-•)"= r =(+')(- , ) =5 -‘ . 
w~r=(-)* (-)M-)(-r=- 

( -V^-. )*=(-,) . (- 1 )" = (-.)(-*- v /_ I ) as _^_ I 


Paragonando i risullamenti 

( )° = 1 
( "** V -1 ) =-+-V _i 

( V ~ 1 ) 5 * - V - 1 
( + 

( -t- y_,)‘=+ V /- I 

( + y/~'Y ~~ l 


( - yj~‘) =-*• * 

(- — >/— 
(- V- , ) ,=3 -* 
(-V“)W~ 

(- y /-,y=+ I 
( - >/-■)*=-• 


Z)i*. di Mal. Voi. IV. 
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Si potrebbe concludere per induzione che le potenze di — i sono periodi- 
che e debbono riprodursi all'infinito nel medesimo ordine, cioè: 
i , + ^ — i , — li ^ i i 

P« 

(W— )• 


+ I 


per 


, — i , — i -+- yj— i , 

(-V-' )• 


Questa proprietà esiste infatti , poiché sia m un numero qualunque maggiore 
di 3; dividendolo per 4i se indichiamo con n il quoziente e con p il resto, 
avremo egualmente « 

. m p 

— *an - 4 - _ , 

p potendo essere indilferentemente uno dei nomeri o, i , a, 3. Da questa egua- 
glianza , si deduce 

bi=4"+?> 

il che ci dii le forma generale di tutti i numeri maggiori di 3. 

°"(V r i ^ potendo rappresentare tutte le potenze di — i i di cui 

esponenti sono maggiori di 3, avremo egualmente per tutte queste potenze l’ e- 
spressiune 

/ / \ 4«-W’ 

(v~‘ ) • 

Ma si ha 




4 n 






donde si conclude 


( V-* ) =(-■ ) 1 = (V-' ) 

P essendo il resto della divisione di m per 4- 
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Cml qualunque sia il numero m, il redo p non potendo essere che”*, t% a, 
3, si ritroreranno all’ infinito i quattro primi risultanienti trovali sopra. 

6. Rammentandosi che quando p è il resto della divisione di m per 4» » ha 

(V->)-=(V~r 

basta conoscere le quattro potente con gli esponenti o, i, 2, 3 per ottenere im- 
mediatameute una polenta qualunque m di yj — i . 

Per esempio se si trattasse di trovare V undecima polenta di ^ — i, siccome 
il resto della divisione di n prr 4 è 3, si porrebbe 

<v~ r=(V-r 

« siccome 

( V-’ r= - >/-■ 

si concluderebbe 

si troverebbe nella medesima maniera 
e cosi di seguito. 

7. Risulta ancora da ciò che precede una conseguenta mollo osservabile e che 
dobbiamo indicare. Prendendo la radice quarta dai due membri dell’ eguagliente 

(+V~' Y 

(->/“■ ) =+ * 

abbiamo * , 

4 * 

■+■ yj — 1 — -Hi 

4 __ 

~ \J — 1 — y] f T 
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ma abbiamo ancora 



ne teglie dunque che la radice quarta dell' unità può euere indifferentemente 
una delle quattro quaulilà 



e generalmente che la radice quarta di un numero qualunque ha quattro Ta- 
tari differenti , poiché la generazione di un numero qualunque Itf per mezzo 
dell’ unità estendi) i X M , ti ha in generale 


« _ « « t _ 

y/il C=yJ I XM =, X yj l 

c per conseguenza 

« 4 

y/td = ( -tr. ) 

“(-■) V" 

= (W - ' )V" 

Si vedrà allrove ( Vedi Estrazione delle radici) che una radice qualunque 
ammette lauti valori differenti quante unità vi sono nel suo esponente. Non ab- 
biamo intrapreso una tale questione, che per fare osservare in questo punto che 
l’eguagliauza di due potenze i di cui esponenti sono eguali non conduce neces- 
sariameote a quella delle basi, o che dall 1 eguaglianza 

( A ) m = ( B ) m 

non possiamo generalmente concludere A = B. % 

8. L’elevazione dei monomi a una poleuza qualunque potendo sempre effet- 
tuarsi con le precedenti regole, passiamo ora a quella dei polinoroii. 

Consideriamo prima di tutto il binomio (a-t-ó), l’espressione generale della 
sua potenza m essendo dato dalla formula del Newton. ( Vedi Binomio di 
Newton). 

(a+i)” sza m +rna m -'i-i~ ™ -t- 

' i . a 

wi(/n — i)(m — a) _ 

-i — 0 a m_3 £ 3 -h ce 

i . a . 3 . 
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Sostituendo invece di m il valore numerico di quest' esponente otterremo im- 
mediatamente la potenza corrispondente, o il prodotto dei binomi 

(a-t-4) (a- 4 -i) (a-t-4 ) . ... ec. 

Sia per esempio, il binomio m- t-nx 1 da elevare alla quarta potenza , faremo 
m = 4 > >1 che coro incera da dare per i coefficienti 

m=4, 

m tm — il 4-3 


m{m — i)!m— a) 4-3. a 

m tm — i) tm — a)( m — 3 1 4-3 . a . « 

i.a.3.4 == 1 .a. 3 . 4 ’ 3 * ’ 

tn(m — t)(rn — a)(m— 3)(m— 4) 4 .3. a. i.o 

=3 SS O. 

l.a.i.4.5 I.a.i.4.5 

Tulli gli altri coefficienti divenendo zero, a motivo del fattore m-^eso il 
quale entra in ciascuno di loro, si comincia dal vedere che lo sviluppo cercato 
ti arresta al quinto termine j facendo perciò asm e éss/ix*, avremo 

(/n-f-/ix a ) 4 =s ('*x*)-h6m 7 (/ijr % )*-+’/lsn(nx 2 ) 3 -+-(nx*) 4 9 

ovvero 

(m-fnx 1 ) 4 = m i -h4m*nx*-hGsr t 3 n*jr i -h4mn 3 x*-i-n t x a . 

Abbiamo dato alla parola Binomio altre applicazioni della formula del Newton. 
9. Lo sviluppo della potenza m di un trinomio può facilmente dedursi da 
quello del binomio. Iufatti sia o+5+c un trinomio qualunque, supponiamo 

a+be=zp 

avremo 

(a-+-b-ì-c) m c=3 {p -+*) m , 
ma dalla formula del Newton 

(p~hc) m c-+- 

m(m-t)(m— a) 


m (rn — t)(m — a)(m — 3) 

‘ 1 '.a. 3 . 4 1 


Rimettendo in questo sviluppo a+b invece di p, esso diviene 
(a-+b+c) m =i{a-k-b) m -t- m (ih-4)"*-«c 
m tm— 1 ) 

-i - T ~'(a-t-b) m ~ i c 1 ‘ 


m(m — i)(m— 2 ) 
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Or», in virtù dell’espreasione geoer»le , ti h« 

(a-a-Al"" =» a"+ -+- — ! ec 

1 ' i . a 

(a-hA)’"' l = a m ~' -t- (m — i) n m ~^b ■+■ 
i . a 

(••+-A)”'"' 1 c=sa , ’ , ~ 1 -t- (ni — a)a m ~*A-t- 

(m— 2 )(m— 3) ... 

-+- ! a" , -*A -+-ec 

I .3 

ec * cc 

Snalilnendo questi valori nell’ espressione (/«), e ordinando rapporto alle po- 
terne di a, ai avrà per lo aviluppo della potenza m del trinomio a-t-A-t-c , l'e- 
spressione generale 

m(m — il _ 

(a-i-b~hc) m — a m ma m ~’ b -t — o m_l o 1 -t-ec. . . 

+ n«" H c+m(ni'i) a m ~ 1 bc -+- ee ^ . . . (it). 

m(m -r) 

H 5 a m ~*c* H»- ec. . . 

ì . a , 


Ter dare un «empio dell’ applicazione di questa formula, facciamo m = 3, al- 
lora avremo 

m'm — i) 

i . a ’ 

m(m — i ) = G , 
m(m — i)(m— al 

r . a . 3 

e per consegnema 

(<i-4-A-+-c) ! ac a 3 H-3n 1 b-i-ìab % ~{-b > 

-t-3 a^e -+-6aAc-t-3A J c 
-t-3ac*~t-3Ac* 


-t-c*. 

io. Si potrebbe, seguitando il medesimo metodo, trovare lo aviluppo della 
polenta di un quadrinomio, e generalmente quello di un polinomio qualunque; 
ma questo metodo porterebbe a lunghi calcoli e avrebbe inoltre l’inconveniente 
di non condurre ad espressioni, i di cui termini possano dedursi gli uni dagli al- 
tri , il che digià ti vede nel trinomio. 

Cerchiamo però di considerare la questione in tutta la sua generalità, ed espo- 
niamo la legge generale dello aviluppo della polenta qualunque m di ua poli- 
nomio qualunque. 

Tiokiìjs». La potenza m di un polinomio n-t-A-t-e-t-rf-t-e-t- ec. ... è eguale alla 
somma dei prodotti rappresentati da tulle le combinationi m ad m delle lettere 
o, A, c, J, ec. eoo permutazioni. 
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Questo teorema è una conseguenza di ciò che è stato dimostrato per !a forma- 
zione delle potenze di un binomio. Vedi Binomio. 

Ora , queste combinazioni sono evidentemente 


a m , a m ~'b , a m ~ % P y ec 

L m , b m ~'c % «c. 

a n, ~ % bc , a m ~*b*c y a m ~*b*c % , ec. 
a m '*bcd , Q m ~*b*cd , ec. 

ovvero più generalmente 


a m • 

4». 

c*. d°. e°. f . . 

. . ec. 

a m ~\. 

6'. 

,c*. do. 

. . ec. 

a m ~ % . 

b’ . 

. e' . d°. e° . /• . . 

. . ec. 

<4 m - # . 

4». 

c> . d> . e* . /° . . 

. . ec. 

ec. 


ec. 


«*. 

b m . 

e*, cf. e° . f° . . 

. ec. 

a*. 

b m -• , 

C. cf. e*./».. 

. . ec. 

a*. 

4"-», 

. c>. <fi. *•./•.. 

. . ec. 

a*. 

4*"‘ . 

c 1 . d*. e' . f° .. 

. . ec. 


Indicando dunque con />, o, p y q y r , ec. una serie di numeri tali che si 
abbia 

/n = fl+o+^+y+r-H-t-w. 
la forma generale di quote combinazioni .ari 


a" . b‘ .cP . di . e r •/' ec. 


e liccome il numero delle permutazioni di un «mil gruppo è 

mim — Q(m — ì)lm — 3|(<n — 4Hw— 5) 

«(«—!) . . . 1*0(0— i) .... i ^p(p— i) . . . i Xy(y— i) • • X tc ’ 

ai avrà per il termine generale della poteuza /n di un polinomio qualunque 
1' etpreuione , , 

m(m—<)(m—a)(m-3) a * 4° .cf . di ec. 

n(n— i). .. i *o(o—i) ... i Xp\p— i ). . . i*ec. 

Per mezzo di que.to termine generale , dando »ucee»»ÌTamente alle quantità 
n, o , p, </, ec. i valori di cui e ne .odo capaci, »i formeranno tutti i termini die 
compongono questa potenza. 

li. Per indicare almeno con un eiempin ]' applicazione di questa formula, .op- 
poniamo che si traili di elevare il trinomio a-+-4-r-c alla quarta potenza. In questo 
caso le quantità indeterminato n , o , p , t/ , e c. si riducono a tre e il termiuo 
generale diviene 

w(m— i)(m— a)(m— 3) » o „ 4 , cP 

•)■ • • s*o(o— i) . . . i*p(p— i). . . » ’ 

nel quale 
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Si determina n, o, p per ciascun 

caso particolare nella seguente 

3 ss 3 4- o 4“ 0 

3=1 + 04*2 

3 = 34-14-0 

3 — o + 3 + o 

3 = 34-04-1 

3 = O 2 -+ f 

3=14-14-1 

3 = 0-4- l -4-2 

3=14-24-0 

3 = o -4-0-4- 3 

dando in seguito questi valori alle lettere n, o, p , si avrà 

3.2.1 

3.2.1 

-r O* • 4° . C 0 = O* , 

a* . . c* = 3ac* , 

3.3.1 

I . 2 . I 

3.2.1 _ 

3.2.1 

— — — a a .A' . c*ss 3<i a A, 

_ a°.*».c 0 = A», 

2 . 1 . I 

3 . 3 . I 

3.2.1 _ 

3.2.1 

a % .6° . c* . = 3 a % c 

, a . A* . e 1 = 3A*c , 

2 . X . I 

2 . 1 . I 

3.2.1 

3.2.1 

a 1 . b x . c* = 6 ’ìbc , 

a° . b l . c* = 3Ac*, 

i . i . i 

I . 2 . 1 

3.2.1 . „ 

3.2.1 

~1 l.% ..o 

- o* I,° r 5 — r 5 

■ * ■ ^ M e U ■ L — ■ JUW f 

I . 2 . I 

. a . o . <r — tr* , 

3 . 2 . t 


donde li concludeià 

(a-+-4-t-c ) 8 >= n’ 3a’4 -+■ Sai* -t- 4* 

4-3ti a c4- Gaie -4- 3 b?c 
■ 4 - 3oc® - 4 - 3ic* 

•4 -C* 

risultamento identico con quello del n.° q. 

la. Si otterrà 1’ «pressione generale della polenta m di una serie indeRnita 

A 0 -t-A l x-t-A l x l -t-Aax s 4-A 4 x*H- ec aU'infinilo, 

aervend osi delle formule generali dello sviluppo dale all’articolo Differenziale , 
ed in particolare di quella che porta il nome del Maclaurin. Quando il primo 
termine della serie è l’unità, la sua polenta ha un’espressione semplicissima che 
faremo conoscere. Sia 

( t -+-ax 4 -ix a 4 -cx J 4 - ec. )”*e= i 4 -Ax 4 -BxM-Cx j - 4 - ec. 
i coefficienti A, B, C, ec. , saranno 
A =s ma , 

T1 m — i 

usa o A -+- ma , . 

a ' > 

_ m — a _ a m — i 

C — - — aB 4 - — - — i 4 A -t- me , 

-, rn— -3 _ am — a 3 m — i , 

D = aC 4- — ; — - 6 fi 4 — - cA + ma , 

4 4 4 

. , m — 4 ,, 2 m — 3 3 m—3 _ 4 m — 1 j » 

E ss — ■ . n D 4 * iC 4 - •• _ ■ eB -4- — - — - d A -t* me, 

5 5 5 5 

ec. ec. 
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Applichiamo quelle (ormule alla ferie 

l-t-x+x*-+-x 3 -t-x*.+.x‘-t-x''t- ec. 

e proponiamoci di elevarla alla quarta polenta. Abbiamo mc=4, a=ii, (, 
e=si, ec. I coefficieuli A, B, C, ec. diventeranno 

A = 4, 

b= 3^— - . 4-t-4 = io. 


4 -® 

3 


8—i 

T 


4 — 5 8— a ra — i 

D = t— . 20 -H — — . 10-4 — -4-1-4 = 35 , 

4 A 4 


ed avremo 


( i +r+*M-t‘+x l +i‘+*‘+ ec. all’ infinito)' s= 
i-+-4x-t-iox*-+-aox*-+-35x‘-4- ec all’ infinito. 

Onervando che la ferie proposta non è altra cola che lo iviloppo della polen- 
ta — i del binomio (i — x), poiché per metto del binomio dei Newton ai'trova 

• (i — x)~* sa i-t-x-»-x*-t-x*-t-x*-t-x‘-t-x*-t- ec. 

Si vede che la quarta polenta di questa lerie è ancora la quarta polenta di 
(s — x) -1 . Ma 

f (— )- ]*-<—>-* 

e per metto della formula del Newton, 

(i-i)-'=i+ 4*+ — x* -t- 5 ^ x* -i- . 4 • ^ 2- jj'-t- 

' ' i.a i.a.3 i.a.3.4 


1 i-+-4*-t-iox*-t-aox*-t-35x‘-t-ec. 


il che è identico con quello che abbiamo trovato di sopra e mostra 1’ accordo 
perfetto di tutte le Igggi della scienta. 

ELGEBAR (Astron.). Nome della bella stella litnata nel piede di Orione, e più 
comunemente conosciuta lotto il nome di Rigel. 

ELIACO (Astron.). Si dh il nome di eliaco al levare di on aatro, allorché uscendo 
dai raggi o dalla luce del sole, il cui rivo splendore impediva che li scorgesse, 
diviene esso visibile la mattina prima del levare del sole. 

Si chiama pure tramonto eliaco il tramonto di un altro che entra nei raggi 
del iole e cessa cosi di esser visibile. 

ELICE. Vedi Smisti. 

ELICOIDE. Vedi Smisti parabolica. 

Di*, di Mal. Voi. IV. 34 
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ELIMINAZIONE (Aìg.). Operazione il di cui oggetto è di fare sparire tutte le 
incognite, meno una, che fi trovano io un’equazione. Perche quest’operazione 
aia possibile, biaogna avere tante equaiiooi indipendenti quante tono 1'ineogoile. 
Vedi Eqoaiiohi. 

a. Siano in primo luogo le due equazioni 

Ax -4- by ss C , 

A'x + B' r =C’. 

Il primo procetto che naturalmente ai preaenta è quello di riaolvere ciascuna 
di queste equazioni rapporto ad x, come ae y fosse una quantità cognita ; la 
prima dà 

_C-B y 
X A 

e la aeconda 

C'—b'y 

—■ 

Ora, questi due valori di x dovendo essere identici, te ne conclude 

C-B r _ C'-B' r 
A = A' 

equazione la quale non contiene piti che y , e che si chiama 1’ equa none finale. 

Risolvendo l’equazione tinaie si ottiene il valore di y, e quindi basta di so- 
stituire questo valore nell’ una o nell’altra delle due equazioni proposta per ot- 
tenere un’equazione, la quale non contenga pii» altra incognita che x, e la quale 
posta conseguentemente servire alla determioazioue completa di questa inco- 
gnita. 

a. Se i coefficienti di una dell’ incognite fossero i medesimi nelle due equa- 
zioni , è evidente che batterebbe di sottrarre una di queste equazioni dall’ altra 
per ottenere immediatamente l’ equazione finale. Per esempio essendo date le due 
equaiiooi 

. Az+B/bC, 

Ax-t-D r = E, 

sottraendo la secooda dalla prima , si avrebbe 

Ax+B/ — Ax -Dr = C — E, 

ovvero 

(B-D^aC— E, 

equazione liberata dall’ incognita x. Ora , possiamo sempre rendere egnali i coef- 
ficienti della medesima incognita, poiché, prendendo per esempio le due prime 
equazioni 

Ax-+-B^t= C , 
k'x-yVfytcsC , 

se si moltiplicano tutti i termini della prima per A', e tutti quelli della se con - 
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«I» per A, A e A' emendo i coefficienti deli’ incognita che Togliamo fare sparire, 
quest’ equaaioni diventeranno 


k'kx-t- A'By = VC , 

A A'x-t- AB'jr a* AC' , 

vale a dire che i coefficienti di x saranno i medesimi, poiché essi ai compongo- 
no del prodotto dei medesimi fattori. Operando la sottrazione, otterremo 


(A'B— AB’ )j-b= VC — AC' , 
equaaione finale in y , la quale di 


A'C-AC’ 
r ~ A'B— AB' ‘ 


Per trovare il valore dell'altra incognita * , sostituendo questo valore di r 
nella prima dell' equaaioni proposte, avremo 


Aor-t-B 


A’C— AC' 
A'B- AB' 


il che ci darà 


C— B. 


A'C-AC’ 
A'B— AB' 


e riducendo 


C'B— CB* 
A'B— AB» ‘ 


So ti fome voluto trovare prima 1’ equaaione finale in x, ai sarebbe molti- 
plicato la prima dell’ equaaioni proposte per B' e la seconda per B, e ti sarebbe 
ottenuto 

AB'x-+-BB' r = CB', 

A'Bx-t-B'By == C'B , 

e , sottraendo 

( AB'-A'B)* — CB'— C'B , 
il che dà immediatamente per x 

_ CB'— C'B 
*’ == AB’-A'B 5 . 

ovvero , ciò che è la medesima cosa , cangiando i legni dei due termini della 
fraaione, il che non nc cangia il valore, 

C'B— CB' 


‘ A'B- Ab' 


medesimo valore di topra. 
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3. Si tratterebbe in un mnjo analogo per un maggior numero di equazioni e 
d' incognite. Per esempio , siano le tre equazioni 

Aar-s-B j'-t-C z=D (i), 

A'x-t-B' jrH-C ' t = D' (a) , 

A"x-t-B'' r -t-C"a = D" (3). 

Eliminando x fra I’ equazioni (i) e (a) col processo di sopra , vale a dire 
moltiplicando l'equazione {■) per h! , e l'equazione (a) per A, e prendendo la 
differenza dei prodotti, si formerii l'equazione 

(A'B-AB')r-MA'C— AC')»c=A'D— AD' ( 4 ) 

liberata da x. Eliminando quindi nel medesimo modo x fra l’equazioni (a) e (3), 
si formerà una seconda equazione senza x 

(A"B'— A'B"jy+(A , 'C'-A , C")*=z A"D'—A'D" (5). 

Eliminando finalmente y fra I’ equazioni (4) e (5) , ai troverà per P equazione 
finale io a 

[iA'C— AC',(A"B'~A'B'')— (A"C'— À'C"XA'B— AB')]* 
e=<A , D-AD')(A''B'— A'B")-(A"D'-A'D"XA‘'B— AB') 
e, per conseguenza, pel valore di a 

(A'D— An , )(A"B'-A'B")-(A"D'-A'D"X*' B — ^ AB') 

( A'C - AC'X A"B^— A'B")— ( A"C' — A'C''X A'B - AB') ' 

Sostituendo questo valore di a nell' equazioni (s) e (a), otterremo dell’ equazioni 
in x e y, le quali daranno per mezzo dell’eliminazione di x un'equazione fi- 
nale in y , donde ricaveremo il valore di y\ e, finalmente, sostituendo nell'equa- 
zione (t) , o (a) , o (3) , arbitrariamente , i valori trovati di y e di a, ai avrà 
un’equazione tinaie in x che farà conoscere il valore di quest’ ultima incognita. 

Operando nella medesima maniera , è evidente che qualunque sia il numero 
dell’ equazioni e dell’ incognite , si giungerà a formare l'equazione finale per 
ciascuna incognita. 

4- Esaminando la forma simmetrica dell' equazioni finali , si vede ebe basta 
conoscere la forma generale del valore di una dell' incognite per trovare quelli 
dell' altre incognite, rat la risoluzione dell' equazioni non A in questo punto il 
nostro oggetto, e questa questione sarà trattata a suo luogo. Consideriamo ora 
1' equazioni dei gradi superiori. 

A, B, C , D, ec. A', B', C 1 , D', ec. rappresentando delle funzioni qualun- 
que della variabile x , siano le due equazioni a due incognite di un grado qua- 


lunque 

A -+-B jr-s-C y*-t-D j'M-E y*- 1 - ec t=o , 

A'+B'/+CV*-t-DV»4-E>‘H-ec. =0 


e proponiamoci di ottenere l'equazione finale interamente liberata d » y. 

5. Se una dell' equazioni , la prima per esempio, non si eleva che al primo 
grado, il problema non presenta alcuna difficolta , poiché da 

A-t-B/ = 0 
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li ricava j-c=— —, e sostituendo questo valore nella seconda , in luogo di jr , 

•i ottiene un' equazione solamente in x. 

6. Quando una dell' equazioni ai eleva al secondo grado , I’ altra essendo di 
un grado qualunque, la questione comincia ad essere complicala. Diamo all’equa- 
zione del secondo grado la forma particolare 

y x — a+by 

•v 

il che nou ne diminuisce la generalità , ed allora sarà sempre possibile di dare 
a qualunque altra potestà di y I* forma di un binomio tale come P-i-Qy. In- 
fatti da 

y*x=.a+by 

sì ricava, moltiplicando i due membri pery, 

y‘s=:ay+-4y* 

e, rimettendo invece di y* il suo valore a-hby , si ha 
y* t= a b-h(bb-t-a)y. 

Moltiplicando quest' ultima eguaglianza per y, ti trova 
y* = a iy~t-{ bb-y-a )y* 

e, rimettendo invece d y* il suo valore a-t-Ay, si ba ancora 

» y 4 = (aA*-+-o 1 )-+-{4*-+-3<j4}y. 

Continuando nella medesima maniera , vediamo che è sempre possibile di dare 
alla potenza generale y m , la forma di uu binomio P-t-Qy , i di cui coefficienti 
saraono funzioni raziouali e intere di a e di b. 

•j. Esaminando la formazione successiva delle potenze y * , y 4 , y* ; ec ; e il 
loro modo uniforme di generazione, troveremo la seguente legge : 

La seconda potenza y* essendo eguale ad a-4-by, qualunque altra potenza 
ra della medesima variabile , potrà essere messa sotto la forma di un bino- 
mio P-*-Qy , le quantità P e Q essendo 


i x . a 

J. m ~ 5 ) fr-6X— ...... 

s . a . 3 

\ 

ab’"->+ { ' n - Z){m -Uq>b"‘-'+ 

I 1.2 

'(m — 4K m — 6K n *— 6) 


Z .3.3 


■ a s 4”*- T -h ec 


3. Avendo formato con questa legge tutte l' espressioni biuomiali delle po- 
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teste di y, se >i sostituiscano stila seconda equazione proposta 
A+B/-4-C/M-D/’-t-E/*.+. ec t= o , 

potremo darle ancora la forma di un biuomio 

M-t-N/ouo; * 

e eliminando / fra questa tetra equaiione, e la prima y*naa-yijr , ti otterrà 
un’ eq ustione finale 

M'ssaN* — AMN 

interamente priva di y. 

Quest' ingegnoso processo di eliminaxione lo dobbiamo al Kramp. Quantunque 
una delle due equaaioni non debba superare il secondo grado, basta per i biso- 
gni della Scienia. Postiamo applicarlo al caso di tre equaxioni e di tre inco- 
gnite. 

9. Siccome ordinariamente s' impiega uei trattati d’ algebra consacrati alla pub- 
blica istruitane, il metodo del massimo comun ili more per formare l’equazione 
finale , non crediamo necessario di esporlo qui , d’ altra parte esso domanda delle 
particolarità nelle quali ci sarebbe impossibile di entrare. 

L’ eliminazione è stata l’ oggetto dei lavori dei più insigni matematici, fi 
Cramer nelle sua Analisi delle linee curve , il Bezout, nella sua Théorie ge- 
rir tale des éqnalions , il Vandermonde e il La Place, nelle Mémoires de l' A- 
eademie dell’anno 177», hanno trattato con pili o meno generalità questa 
parte importante delta teoria deH'equazioni, che inoltre i debitrice ad Eulero di 
un processo semplice ed elegante. 

ELIOCENTRICO (Astron.). Epiteto che gli astronomi danno al luogo di nn pia- 
neta veduto dal sole, cioè al luogo ove apparirebbe il pianeta se il nostro ocfchio 
fosse nel centro del sole; in altri termini, il luogo eliocentrico è il punto del- 
l'rccliltica al quale riporterebbe un pianeta un osservatore posto nel centro del 
sole. Questa parola è opposta all’altra geocentrico che si dice della posizione di 
un astro veduto dal centro della terra. 

ELIOMETRO (Astron.). Strumento che serve a misurare il diametro del sole e 
quello dei pianeti. 

ELIOSTATO (Astron). Canocchiale posto in movimento da un meccanismo simile 
a quello degli orologi , mediante il quale si segue il moto del sole e si osserva 
quest’ astro come se fosse in quiete. 

ELLISSE (Geom.). Una delle sezioni coniche. Essa i generata da nn piano che 
taglia obliquamente un cono retto, in modo da non potere incontrare la base 
del cono che prolungata fuori di questo solido. Tale è la curva EQDFLE ( Tav. 
CXXIII,./fg. 1), formata dall’intersezione del cono BCA e dal piano condotto 
secondo la retta FD che incontra in F, fuori del cono, il piano della base AB. 

Per determinare le proprietà di questa curva ; la considereremo nel piano ge- 
neratore; e cercheremo la sna equazione prendendo per asse delle ascisse la retta 
AB, (Tav. XCV , fig. 4 ) sezione del piano che taglia il cono per mezzo di 
un altro piano MCN condotto per l’asse del cono, e conseguentemente perpen- 
dicolare alla sua base. Si chiama quest’ultimo , piano principale. Inseguito sup- 
porremo che il piano secante sia perpendicolare al plano principale. 

Da un punto O qualunque dell'asse AB concepiamo un piano paralello a quello 
della base del cono, la sua sezione col cono sarà un circolo EHFG (vedi Cono 
u. n < i ). La sezione di questo nuovo piano col piano principale sarà il diametro 
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EF c la tua «elione col piano «ecante la retta GH , perpendieolaré aJ EF. 
Conduciamo per i punti A e B, nel piano principale, le rette AK e BI para- 
lelle al diametro FE. 

Prendendo il punto A per vertice dell'aire delle ascisse, iudichiamo AO con x 
e 1' ordinala OH con y ; facciamo di pili 

AB = an, AK = <f, BI=c, 

premeuo ciò, «e coniideriamo OH nel circolo FHEGF arreno dalla proprietà 
del circolo (vedi Circolo d.° 39) 

OH* = FOXOE , 

orrero 

r»* FOXOE, 


ma i triangoli simili BAI e OAE danno 

AB : AO :: BI : OE, 

ossia 


za : x :: e : OE, 
egualmente i triangoli simili ABK e OBF danno 

I AB : OB :: AK : FO, 


orrero 


za : (so—*) :: d : FO. 


Bicarando da queste proporzioni i valori di OE e di FO , cioè : 


OE: 


FO= 


d(za — *) 


e sostituendogli in quello di OH o di y , arremo per 1’ equaiione dell' ellisse ri- 
ferita all'asse AB, 1* espressione 


cd ’’ 

— (aoj— »»). 


Seguono da quest' equaiione diverse particolarità che meritano di essere Diserrate 
e che cominceremo ad esaminare. 

1 . Prendendo la radice quadrata dai due membri di quest* eguagliami , ab- 
biamo 


cd(zax—x % ) 

a a Y 

il che indica subito che a ciascun valore di x corrispondono due valori di / 
eguali e di segno contrario ; donde segue che I’ asse AB divide l’ ellisse in due 
parti eguali. 

La grandezza di y dipendendo da quelle del (attore variabile aase— , eu- 
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miniamo ciò che succede a qncito fattore quando facciamo crescere x , comin- 
ciando da asso. Questo fattore essendo la medesima cosa di 

(aa-x)x, 

vediamo che si annulla facendo arasi a e che al di sopra di questo valore di x etsn 
diviene negativo, il. che rende il radicale immaginario, e indica per conseguente 
che la curva termina al punto x=»ao, y t=o, come pure che essa comincia al 
al punto x sxo , /c=o. Cosi partendo da xao, i valori di j cominciano a 
crescere e dopo aver raggiunto un dato limite essi cominciano a diminuire per 
ritornare a o quando xc=aa. La grandetta massima di y corrisponde dunque 
al caso, in cui il valore di x è tale che il fattore (aa— x)x è esso medesimo il 
più grande possibile, il che succede evidentemente quando tal, poiché esso 
diviene allora a*; oel mentre che dando ad x no valore qualunque maggiore o 
minore di o, a ^ m per esempio, esso diviene 

(aa — (a ;£ m)j(a ;+ m)s=a*— m* , 

qnsotità minore di a 1 . Cosi l'ordinata che pasaa pel metto dell'asse è maggiore 
di tutte. Il suo valore è 

y — ed(*a»— «») =»rì~ ^cd. 


a. Si vede facilmente , da quello che precede, che la retta condotta perpendi- 
colarmente all'asse AB pel suo metto, divide ancora l'elliate in due parli eguali. 
Questa proprie!!» gli ha fatto dare il Dome di piccolo atte, oel mentre rhe ab- 
biamo dato il nome di grand? atte all’ asse AB. Ora, te indichiamo con ab la 
grandetta di qnesto piccolo asse , avremo 



ovvero 



Sostituendo questo vslore nell’ equatiooe dell'ellisse, la libereremo dalle quan- 
tità ausiliari c e d, e essa diverrà 




i* 

a» 


(aax— x*) 


( 0 . 


4 * 


4 essendo minore di a ; — è una fraiione: cosi y* b minore del prodotto (a a — x)x; 


vale a dire che dell’ellisse il quadrato dell'ordinata è tempre minore del ret- 
tangolo formato fra le due parti corritpondenti del grand' atte. Ed è questa 
proprietà che ha fatto dare il nome di ellitte a questa curva, da HXit’jx; , di- 
fetto, perchè nel circolo il quadrato dell' ordinata è esattamente eguale al rettan- 
golo formato fra le due parti dei diametro. 

3. Se invece di prendere una dell’ estremità del grand' asse per origine delle 
ascisse, si prende il punto d' incontro dei due assi, punto che si chiama ancora 
il centro della curva , la relaaione tra queste nuove ascisse , indicale con J , e 
le precedenti sarà evidentemente x'cssx — a, donde xsax'-Hi, sostituendo que- 
sto valore nell' eq unione (i) essa diverrà 


A» 


Digitized by Google 



ELL 273 


ovvero cangiando x* in x 


r*= £(<**-**) • 

. . . . (a) . 

Tale è T equazione dell’ ellisse riferita ai suoi due assi. 

4 . Paragonando 1' equazioni ( 1 ) e (a) con 

1’ equazioni del circolo 

j*csarx-i* . 

.... (3) 

7 '* = /-*—** . . 

(4) 


di cui la prima è riferita all' estremità del diametro e la aeconda al centro ( Vedi 
Arfucazioaz dell' algebba alla geoubtbia o° 77 ), ti vede che esiste una grande 
analogia fra l'ellisse e il circolo, ossia che il circolo non « che un’ ellisse di cui 
i due assi sono eguali, poiché, quando 4t=o, le due equationi ( 1 ) e (a) si ri- 
ducono all’ equazioni (3) e (<j). 

Questa circostanza che fa dei circolo un caso particolare dell’ ellisse dere farci 
ricercate, se le proprietà conosciute del circolo esistono per l'ellisse, o almeno 
come esse si modificano passando dall’ una all’ altra figura. 

Ora, in un circolo tutte le corde che passano pel centro sono divise io questo 
punto in due parti eguali e di più sono tutte eguali fra loro : cominciamo dal 
vedere ciò che ha luogo nell'ellisse per le rette che passano pel centro, e termi- 
nano da una parte e dall’altra al perimetro. Sia dunque MN una tale retta, ( Tav . 
XC V , fig. 5) e prendendo O per origine delle coordinate, la sua equazione sarà 
( Vedi Arructzioaa dall' Algebba alla Geometbia II u.* 55) 


X — mx, 

m essendo la tangente trigonometrica dell' angolo NOB. I punti M ed N appar- 
tenendo all'ellisse, avremo ancora per le coordinale di questi puuli la relazioue 


4» 

e, per conseguenza, 

»<*** = **)s 

a * 


donde 


ab 


y n % taF*fb M 


questo valore sostituito in / affli, di* 


nbm 


r = ± 




i valori positivi di x e di y saranno le coordinate O/i e /iN del punto PI, e i 
valori negativi , quelli del punto M , cioè Oia ( «« | e siccome questi vaioli 
sono eguali, indipendentemente dal segno, si ha 


Om=aOn e 

Dit. di Mal. Voi. IV. 


35 
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Cosi i triangoli rettangoli MmO e NnO »ono egnali e li ha MO = ON. Dun- 
que qualunque retta condotta pel centro ù trova diri» da queito punto lo due 
parti eguali : il che è «attamente la proprietà del circolo. 

Il triangolo ON/s, ci dà 

ON=On -t- Nn*, 

ama 

ÒN *= x^-t-y» , 

aoitituendo invece di y x il suo valore preio dall’equazione dell’ elline , quest’ ul- 
tima eguaglianza diviene 

. a A» ' 

ON = x*-t --(a»-*»). 


il che può mettersi sotto la forma 


oa*sz j- tM-y. 


Resulta da quest’ eguaglianza che il valore di ON e conseguentemente quello di 
MN è variabile e dipende dalla grandezza di x. Avremo dunque il valore della 
più piccola linea che passa pel centro facendo ze=», e il valore della maggiore 
facendo x = a, poiché tali sono i due limiti dell'ascissa. Ora, quando zcao, 
ai trova 

ON ms A* , 

e quando xs=<z 

ONa u* , 

vale a dire che il piccolo asse è la più corta di tutte le rette che passano pel 
centro dell’ ellisse, e che il grand'asse è la più lunga. 

Si chiama diametro qualunque retta che, passando pel centro di un’ ellisse , 
termina da una parte e dall' altra al suo perimetro. 

5. Se dall' estremità del piccolo asse Cl) ( Tav. XC VJ,Jìg. 3), con un raggio 
eguale alla metà del grand’asse si descrivono due archi di circolo, che taglino 
il grand’ asse in due punti F' ed F questi punti , cosi determinati , presenteran- 
no una delle proprietà più osservabili dell’ ellisse; questa è che la somma delle 
loro distanze a un punto qualunque della curva è una quantità costante, eguale 
al grand'asse. Infatti, sia m uo punto qualunque la cui ascissa x — On e l’or- 
dinata j* = mn , le sue distanze a F e F' saranno le rette mF e mV i di cui 
valori , come ipotenuse dei triangoli rettangoli F'mi» e ns/iF , sono 


mF aa F» -t- mrt .... 

— a — a a 

mt' ss F'/s -+- mn .... 

F 'n =s F'O-t-On sa l 'O+x, 


(«). 
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F« = OF— OncaOF— *, 

di più pc costruzione , F r O = OF, e nel triangolo rettangolo F'CO li ha 
Fo ra PC* - Co*, 

ossia 

■ ( 

FÒ* = a 1 - 4» . 

* 

Cosi, sostituendo, 1' eguagliarne (a) diventano a motivo di mn 

a'—P-hx') +- **), 

sviluppando i quadrati e riduccndo, avremo 


- — » a* — 2 a x x-\Jn % — A*-t-(a* — 4*)jr* 
r m ss; - ■■ - " — 


^ (a* — x . y a a — £*)* 


— r - -* u*+ao*x)/a a — /**-+-( a*— ^)x a 
F r m ■ ■ ■ ■ ■ ■ . ■ . . - 

/i* 


(a*-+-x . yj a 1 — 4 1 ) 1 

5» * 


il che dà, prendendo la radice quadrata 


Fm = <i- 


1^0* — 6* 


dunque 


r , . xVo’-à 1 

F/n = aH 1 ; 

a 

F/n-t-F'm=jau , 


che 4 la proprietà enunciata. 

I punti F' e F si chiamano i fuochi dell’ ellisse, e la distama OF' o OF dal 
centro a questi punti si chiama I’ eccentricità. Tutte le rette condotte dai fuo- 
chi alla curva prendono il nome di raggi vettori. 

6. Quando si considera l'ellisse indipendeutemente dalla sua generazione nel 
cono, si definisce per mezzo della proprietà che abbiamo dimostrato; si dice al- 
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lora che elsa è una curva , la Ji cui somma delle disianze di ciascuno dei suoi 
punii a due punti (issi , è eguale ad mia linea dala; e partendo da questa definì* 
tiene si trova la sua equazione e si riconosce che la linea «laia, è il più grande 
dei diametri della curva Senta arrestarci a queste deduiioni , che ciò che precede 
rende inutili , proponiamoci di descrivere un' ellisse della quale siano dati i due 
assi. 

Avendo condotto sul metto del grand’asse AH (7Vii>. XC\ I ,Jìg. 4) una perpen- 
dicolare OC eguale alla metà del piccolo , si comincerà dal determinare i fuochi 
F ed f descrivendo dal punto C come centro, con un raggio eguale ad AO o GB, 
un arco di circolo f F. I fuochi essendo travati, da uno di loro F con un raggio 
arbitrario F m , si descriverà un arco di circolo, e dall’altro fuoco f , con un 
raggio eguale AB — Fai , si descriverà uo altro arco di circolo, il punto d'incon- 
tro m di questi due archi sarà uno dei punti dell’ ellisse Si determineranno nel 
medesimo modo tanti punti quanti si vorrà, sufficientemente ravvicinali gli uni 
agli altri perchè ai possa unirli con una liuea continua AntCB, la quale sarà la 
metà dell'ellisse domandala. Operando nel medesimo modo dall’altra parte di AB, 
si descriverà l'altra metà della curva. 

7. È più comodo di descrivere 1’ ellisse per metto di no moto continuo come 
segue! 

I fuochi F ,/ (Tav. CXX1II, Jig. a), essendo trovati, si (issano per metto di doe 
spille l’estremità di un filo, la cui lunghetta aia eguale al grand'asse AB, si fa 
quindi strisciare un lapis che tenga il filo sempre teso. La curva sarà tracciata 
quando il lapis avrà fatto doe semi rivolutiooi 1' una al di sopra di AB e I' al- 
tra al di sotto. 

È da questa coslrutiooe che il compasso ellittico ripete la sua origine ( Vedi 
Ellittico ). 

8. La doppia ordinata che passa per uno dei fuochi si rhiams il paramrtro 
dell’ ellisse; per trovarne il valore bisogna, nell' equatione 

r* =£(«*-*’) 

fare x*tsao* — 4 a , cosi ottiene 

» 4* 4» 

j*“r, °»" a r*=— • 

a* a 

Cosi indicando il parametro con 2 p\ avremo 

4» 

P = 7 . 

donde 

a : 4 11 4 : p 

il che prova che il parametro i una terza proporzionale ai due atti. 

Dividendo per a i due membri dell' ultima eguagliatila, si ottiene 

. p i» 

Possiamo perciò sostituire — invece di — neireqnanoni dell’ ellisse , (i) e (a) f 
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a 

£(«»-**). 

Quest’ ultime si chiamano esazioni al parametro. 

rj. Il problema di condurre una tangente all' ellisse non è che un caso partico- 
lare del problema generale di condurre le tangenti alle curre , e come tale , po- 
tremmo rimandarlo alla parola tangente, ma siccome ne risultano alcune impor- 
tanti particolari li, ne indicheremo la soluzione in questo punto. 

Sia m (Tav. XCVI ,ftg. 5) il punto ove si tratta di condurre la tangente, dai fuo- 
chi / e F, si conducano le rette fin , F m, e prolunghiamo /»» di una quantità 
md=z Fm Uniamo i punti F e ri con una retta Fi i , e dal punto g meno di 
questa retta conduciamo gm , questa sarà la tangente domandata. Infatti, questa 
setta non può a sere che il solo punto m , comune con la curva , poiché per 
qualunque altro punto >i, condiscendo fn , nd e «F, si ha fn-*-nd~>fd , ovvero, 
a motivo di Fnesrxf ^fn-t-Fn^fd ; ora, per costruzione fd è eguale al grande 
asse, dunque la somma delle distanze fn e Fn dal putito n ai fuochi é maggiore 
del grand’asse, e conseguentemente il punto n è al di fuori della curva. 

Resulta immediatamente da questa costruzione che gli angoli formati dalla 
tangente e i due raggi vettori condotti al punto di contatto tono eguali ; poi- 
ché il triangolo dm K essendo isoscele ( Ve di questa fi loca ) e mg passando per 
il mezzo della base, si ha l'angolo dmg eguale all'angolo Fmg ; ma dmgscznmf 
come opposti al vertice, dunque Fmg = nmf. 

Cosi , la luce riflettendosi facendo un angolo di riflessione eguale all’ angolo 
d'incidenza ( Vedi Catotteica ), se da uno dei fuochi dell'ellisse partono ilei 
raggi di luce, i quali cadano sopra la superficie intema di uno specchio formato 
dalla rivoluzione di quest'ellisse intorno del suo grand' asse , questi raggi saranno 
tulli reflessi verso l'altro fuoco. Ed é questa la proprietà che ha fatto dare il 
nome di fuochi ai punti F e f 

10. Si chiamano diametri coniugati , due diametri di cui l'uno é paralello alla 
tangente condotta all’ estremità dell' altro. Con facilità si riconosce che tulle le 
corde condotte nell’ellisse paralellamente a un diametro sono tagliate in due 
parli eguali dal suo coniugalo. I due assi formano un sistema di diametri co- 
niugali. 

Prendendo due diametri coniugali per assi delle ascisse e delle ordinale , le 
coordinate diventano oblique, ma l' equazioni non cangiano di forma. ( Vedi 
TaasroBMaztOHa neu.a cooaniSATa). Si trova ancora t * che il paralellogrammo, 
circoscritto all’ellisse e formato dalle tangenti condotte all' estremità di una 
coppia di diametri coniugati, é eguale al rettangolo costruito fra il grande e il 
piccolo asse ; a.° che la somma dei quadrati di due diametri coniugati è eguale 
alla somma dei quadrati dei due assi. 

11. Se si descrive un circolo sul grand’asse di un’ellisse ( Tav CXX1II, fg- 3 ), 
il rapporto dell' ordinate 1M dell’ ellisse e Im del circolo , corrispondenti alla 
medesima ascissa Cl sarà eguale a quello degli assi dell’ ellisse. Infatti , contando 
le ascisse del centro, 1’ equazione dell’ ellisse é 
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e quella del circolo descritto sopra 20 , come diametro, è 

indicando dunque con .3 il valore dell’ordinata dell'ellisse corrispondente al- 
l'ascissa a, e con y il valore dell' ordiuala del circolo corrispondente alla mede- 
sima ascissa, avremo 




A» 




*s=u»-j 


t per conseguenza 


b* 


? 


ovvero — 

y 


Si conclude facilmente da questa proprietà che la superfìcie dell’ ellisse sta a 
quella del circolo descritto sul suo grand' asse, come il piccolo asse sta al gran- 
d' asse. Cosi a 1 ir rappresentando la superarle del circolo di coi a è il raggio 
( Cerii Ciacoi.o, n.° 4 2 ) < 1* superficie dell’ ellisse che ha aa per grand'asse, e 
a A per piccolo asse , sarà 

— X a% n = abn , 
a 

il nnmero - essendo 3, i4i5ga6 ec. (redi Quadiatuia). 

là. La superficie del circolo descritto sul semi piccolo asse dell' ellisse come 
diametro essendo A 1 ir, paragonando le tre quantità A a ir, ab ir, a* ir, si vede fa- 
cilmente che si ha la proporzione 

4* ir : ab ir : : ab ir : a* ir , 

vale a dire che la superficie dell’ ellisse è media proporzioDale fra le superficie 
dei circoli desrritli sopra i suoi due assi. 

i3. Invece di riferire l’ellisse a coordinate rettangolari o a coordinale para- 
ralelle , possiamo ancora considerare la sua equazione rapporto all* angolo che 
fanno col grand' asse le rette medesime da uno dei fuochi. Questa considerazione 
è soprattutto utile nell' astronomia, perchè i pianeti descrirono intorno del sole 
dell' ellissi delle quali esso occupa uno dei fuochi. Si scelga perciò V' per il fuoco 
o per il polo doude debbono partire i raggi vettori (Tao. XCVI, fig. 3), e indi- 
chiamo con f l’angolo mF'B formato da un raggio qualunque F ’m e l'asse AB; 
facciamo sempre O n — x, mn=y , e rappresentiamo l'eccentricità OF' con e 
t il raggio vetture F'm con * ; il triangolo F'nrn dà 


1 : sen j : : t : y, 

1 : cos tf : : z : e-p-x ; 


donde 


yx=t . sen 7 , 
x = « . cos f — e , 
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sostituendo quoti valori nell' equazione dell' elliue 


4» 


ena diviene 


. ien*tp s= — t (a*— (» . coi f — e)*) 


27U 


t= — ; (a* — t* . coi* ti -t- 2 ct . coi e — e*) , 
a* 1 * 

onia i 

a*** sen* q -4-4*** coi* <p — a4’ex coi y -+-é*«* « a*i* 

ma len* y e= i — coi* ip , loilituendo quello valore di ien*y, e ouervando quindi 
che u* — 4* =» e* , ti avrà 

o*** = (4*-+-ez . coi f )* 

e , prendendo la radice quadrata , 

+ «i= 4*-t-e» . coi f, 

il che dà definitivamente 


4» 

»=3 . 

-I- n — e coi y 


Tale è 1’ equazione polare dell’ elliue. 

Quest’ equazione dà per ciascun valore di f due valori di a ineguali e di se- 
gno contrario 

4» 

a , 

a — e coi q 

—4* 

a Era - . 

a-4-ccosy 

Va , astrazione fatta dal segno , si vede che il secondo valore li deduce dal 
primo, cangiando coso tu — eoa? ; cosi questa prima baita per dare tulli i 
punti della curva facendo passare 1’ angolo « per tutti i gradi di grandezza da 
yao* fino a y — - 3Go°. Facendo y=o, avremo coi; = i, e per conseguenza 



4 1 (a-t-e) ^ 

- — - =a-t-e, 
n* — e* 


4 » 

a = 

a-t-e 


4*(a-e) 

a’ — e* 1=5 


-(a— e) , 


valori che corrispondono ai due punti ove la curva taglia il grand’ asse , poiché 
si ha evidentemente o+-e = F'B e — (o— e) = AF'. 

■ 4- Ciò che precede è sufficiente per trovare tutte le proprietà deU’clliuei delle 
quali potremo aver bisogno nel corso di questo dizionario. 
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La calura di quest' opera , ri forza a rinviare per le particolarità ai trattali 
speciali. Vedi. Le Tratte des courbes du second degre\ *'el Biol. La Gcométric 
analytique , del Garnier , et 1 ' Application de C afgibre à la gèométrie , del 
BnurJoti , Les Lecons de Géométrie analytique , del Lefebure de Fourcy , le 
Complérnent de Geometrie analytique , del C. E. Page. Vedi ancora le parole 
Tangente, Normale, Trasfob mai ione, Quadratura e Kettificaziorb. 

ELLISSOIDE {Geom.). Solido formalo dalla rivoluzione di una semi-ellisse intorno 
del suo a^se. Vedi Sferoide. 

ELLITTICO. Ciò che appartiene, o ciò che si rapporta al l'ellisse; come segmento 
ellittico , arco ellittico , ec. 

Compasso ellittico. Esso si compone di una riga DG ( Tao. CI, fig. 7 ), 
portante tre corsoi, ad uno dei quali D è adattata una punta 0 un lapis, i due 
altri entrano nelle scanalature di due pezzi in legno o in rame, disposti ad an- 
golo retto , come si vede nella figura. Facendo girare la riga DG , i due corsoi 
L e G scorrono nelle scanalature e la punta D deferite un* ellisse. Basta dun- 
que di dare ad L e G una disianza eguale a quella dei fuochi dell'ellisse che 
si vuole costruire. Questa specie di compasso è si poco comoda nella pratica che 
si preferisce descrivere l'ellisse per mezzo di punii. Vedi Ellisse, n. u 6. 

ELMAMOUN (Abd-Ai.hh ) , volgarmente detto Aluamon , vigesirao settimo califfo 
di Bagdad e setiimo della dinastia degli abbassidi, era il figlio secondogenito del 
celebre Harun-él-Kachyd. Questo illustre protettore delle scienze, nato» Bagdad 
nel mese di Baby I dell’anno 170 dell'egira (Settembre 78G di G. C. 1 , salì sul 
trono il a 5 del mese di Moharreni 198 (a 5 Settembre 81 3 dell' era nostra ). Elma- 
moun avera avuto per suo principale maestro Giotanni Mesva, medico cristiano, 
che di buon'ora gl' ispirò il gusto delle lettere e delle feienze. Giunto al supremo 
potere, questo principe non smentì le speranze della sua prima giovinezza. Fu 
sotto il suo regno che la nazione araba cercò nello studio e nella cultura delle 
scienze una gloria più pura e più degna deH'aminirtzioue degli uomini, «li quello 
che fosse la gloria delle armi. La generosa protezione che il califfo accordò loro, 
e soprattutto il suo esempio, diede un nuovo impulso a quel movimento di civiltà 
che già erasi manifestato tra gli Arabi sotto i suoi predecessori El Mansour so- 
prannominato Abou-Djafar , Haroun-él-Rachyd e Mohammed-él-Ainyn. Chiamò 
presso di sé ed incoraggi colle sue liberalità » dotti dell'oriente, si procurò ad 
ogni costo i libri originali che possedeva la Grecia, e quando una gran vittoria 
lo ebbe posto in grado di dettare le condizioni della pace a Michele III, ri- 
chiese come un tributo da questo imperatore l’ invio delle opere più rare che 
esistessero nella Grecia. In tal modo la nazione araba entrò in possesso di tutte 
le ricchezze scientitiehe e letterarie dell'antichità. Nè minor prova della estrema 
passione di Elmamoun per le scienze è la guerra che dichiarò all’imperatore 
Teofilo. Il dotto Leone, poscia arcivescovo di Tessalonica , traeva appena di che 
vivere dalle lezioni che dava agli schiavi di Costantinopoli. Elmamoun volle at- 
tirarle! a Bagdad; Teofilo vi si oppose, e il califfo irritato per tale repulsa prese 
le armi. Fece con suo fiatello Motasem Ire campagne consecutive contro i Greci, 
tolse loro un numero considerevole di piazze, e ne raddusse un bottino ricchissi- 
mo ed una moltitudine di cattivi. 

Questo califfo può veramente considerarsi come il padre della scienza presso 
gli Arabi. Esauriva i suoi tesori per raccorre e far tradurre in arabo le opere 
più celebri dell' antichità , e per attirare a Bagdad gli astronomi , i medici , k 
dotti ragguardevoli di tutti i paesi. Ammetteva tali dotti alla sua familiarità; fre- 
quentava le loro lezioni; assisteva alle loro esperienze; ascoltava i loro discorsi; 
gli colmava di benefizj. L’astronomia fu una delle scienze che più delle altre 
godè della protezione di Elmamoun. Egli ne aveva fatto l'oggetto specole «lei 
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Tl “"'I ’ ' COn, '“““” aJ . *o» «dorè senza trascurare le molli- 

pl.n cure che richiedeva .1 governo del ,uo vasto impero. Dietro i ,uoi ord.iii e 
,0 .0 I. .ua J.rex.one, u blu l a tradì, zioue dell’ Almagetto di Tolomeo e degli 
Ut menti di fcucl.de. Due osservazioni dell., obliquili dell’ ecclillica , che ...no 
. ale premuro., unente conservale . causa dell, loro precisione, furono falle „ Uo 
gl. au.p.c, dei califfo, e .econdo molli auleti colla ,le„» , UJ cooperatione. Nella 
prima, la ma...in. decimazione dell’ ecclillica è determinala a ai 0 33' • ,«11» , e 

cognito ne!* “ ,0 *“ U " 0 • l . rUrae0, ° Ji «<>• gran dimen,io..e 

Il 1 rr^ er |? r<,,lle Je pf'ncipe, quevla declinazione fu trovala di 33" 33' 5j" 

Il califfo addilo pure ai dotti dai quali era circondato un gran numero di la- 
ror. non meno udii e d. una e.ec..xione non meno difficile, tra , quali non 
u hiaiuo trascurare d. far menz.oiie né delle tavole ..Irono, uiehe che portalo il 
no,.,. e che sono monumento perenne della .ua glori, e del ,uo genio u é 
el ..nativo ohe lece .“ misurare la crconforenza della terra piti e^TTamè.ite 
che fallo non avevano gl, antichi. Valenti matematici , incaricai, da lui di tale 

operar, ione.’ " P 0 ' 1 ""*» 0 “‘"a pianura di Sindgiar, in Mesopol.mia ; li, d,- 

udendo.. ... due bande, .eguirono , gli uni ver.o il mezzodì , gli altri verso il 
«lleulr.one, una Ime. l.raU lungo il meridiano, lino, che, misurando l’altezza 
del polo, ..fossero allontanati di un grado dal luogo della loro partenza; dopo di 

rlV , ; Um . r0n ° . f C 1 0muoi “ r " > •<>»> risultali , o Irova.ono, co., poca diffe- 
renta, .1 valore del grado eguale a 56 miglia e due terzi , di 4oou cubili per 
miglio: sicché, supponendo ehc si valessero del cubilo reale di af pollici, ne ri- 
sulterebbe .1 grado d, 56666 tese. Vedi Mootucla, Uiuoi, ' de, , 

Tom. I, pag. 358, ed. z. dell’anno VII ( , 799 ). T 

Il regno di Elma.uoun, per l’ impoKo ebe diede agli Arabi e ai Persiani, ebbe 
in Oriente la *lejsa influenza dio liaouo eierciUU in Europa i »ecoii «ii Aujìu- 
sio, dr Le. ne X e di Luigi XIV; e mcnlre l’universo giaceva nelle teuebre 
dell ignoranza e dela superstizione, la corte di que.to calitfo diventava il foco- 
lare conservatore dei lumi che più Tardi si sparsero nell’Occidente. Oli astrono- 
mi che maggiormente si distinsero sotto quesio r.gno brillante, e che eoo ma», 
g.or successo realizzarono il pensiero del califfo, fo roI1 o Hailzch-él-Merouxy uno 
degl, autor, delle tavole astronomiche , Ahmed-beu-Kolhejer soprannominalo El- 
fce.gany e per corruzione fc]-I-Ta*en e Al-fergan, Abd-Allah-ben-Saleh , Mo- 
ha mi nevi-bel). Mou ssa e Macha- Ulah-fcl-Ychoudy; e la riconoscenza di questi gran- 
ii uomini ha assicuralo dopo mille anni un nume immortale a questo illustre 
calillo , che mori a Tarso, in Cilicia, I’ anno dell’ Egira ai8, il .8° o l 9 « giorno 

X- J vvc™?o,Ì'»^ , * b (,J ° ,0 A «°“ 0 d<:ll ’ a " 0 ° 833 dell’era cristiana). 

ELONGAZIONE (Astron). Distanza angolare di un pianeta dal sole, E l’angolo 
formalo dai due raggi visuali condotti dalla terra al pianeta e al sole. 

Pei pianeti inferiori, la foro màssima distanza dal sole è nel tempo stesso la 
loro massima elongazione ; essa è più o meno grande, sccouduché le ellissi descritte 
da quest, pianeti souo più o meno granili, c maggiormente si allontanano dalla 
figura circolare. La massima elongazione di Venere è di 47” 4#', e quella di 
Mercurio di a8° io'; vale a dire che il primo di questi pianeti non si allontana 
mai dal sole di più di 4 j* 48' , ed il secondo di più di »8° ao\ 

(Juaulo agli altri pianeti, l'elongazione può giungere fino a 180 0 , il cho è evi- 
dente perchè nell' opposizione la terra è Ira ii sole e questi pianeti. 

Anco alla distanza tra il sole e la luna si dà il nome di elongazione della finse, 
ma gli attroncai moderni si servono più comunemente della parola disianza. 

ELVIUS ( Pie irò), professore di astronomia nell’ università di Optai nel passalo 
acculo. Olite l'astronomia, coltivava aucura con successo la fisica, e la minerà- 
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logia. De 1 suoi diversi sentii non orleremo che la sua dissertazione intitolala 5 
Di sputa! io de navigatione in Indiarti per septemtrionem tentata. Upsal, 170$, 
in-8. 

KLVIUS (Pietro), figlio del precedente, nacque ad Upsal nel 1710. Studiò 
con successo le matematiche e si dedico specialmente all' idraulica, della quale 
fece importanti applicazioni in parecchi lavori di pubblica utilità. Non meno 
profondo nella scienza astronomica, in un viaggio da lui intrapreso per conoscere 
quella parte della Svezia che bagnano i laghi Wetter e Wenner e il fiume Gozia, 
determinò l'altezza del polo lungo le cotte e a Gotbenburg ; e giunto all' isola 
di Huen cercò di scoprire le tresligte degli edifizj altra zolla eretti da Ticone 
Hrahé , e ripetè le osservazioni di quel famoso astronomo tra le ruine di Ura- 
nienburg. Eletto nel 174.7 ®cgretario dell’ Accademia delle scienze di Stoclholro , 
tenne quel posto nel modo il più distinto , e fa quegli che propose a quella 
dotta società di fare erigere un osservatorio. Mori il 27 Settembre 1749 in età 
appena di 3 g anni. L' accademia fec* coniare una medaglia in suo onore e si as- 
sunse di fare stampare a sue spese la di lui opera sugli effetti dell' impeto del - 
/* acqua . . 

EMBOLISMIGO ( Calend .). Mese embolisroico o intercalare è il mese aggiunto dai / 
cronologi per formare il ciclo lunare di 19 anni. Vedi Calendario, n.* 8. 

EMERSIONE ( Astron.). Si fa nso in astronomia di questa parola per esprimere 
la riapparizione di una stella o di un astro qualunque ecclisiato. Questa parola 
è opposi» all’ altra immersione. Si fa uso ancora del termine emersione quando 
una stella o un pianeta , che il sole nascondeva per la troppa sua vicinanza, co- 
mincia a ricomparire uscendo per così dire dai raggi di quest' astro. Questa 
riapparizione diccsi più comunemente il levare eliaco dell'astro. 

Negli ecclissi lunari , sì dicono minuti o scropoli di emersione i minuti com- 
presi nell’arco che il centro della luna descrive dal momento in cui essa comin- 
cia ad uscire dall' ombra della terra fino al termine dell' «eclisse. 

EMERSON ( Guglielmo ), dotto matematico e meccanico inglese ,?nacqoe ad Hur- 
worth, villaggio distante circa tre miglia da Darlinglou, nel mese di Giugno 1701, 
e morì il 20 Maggio 1782 nel suo luogo nativo in età di circa ottantadue anni. 

Suo padre, Dudley Emerson , era maestro di sctiola e possedeva estese cogni- 
zioni in malematiche: tale circostanza somministrò ul di lui figlio tutta la faci- 
lità di coltivare la sua Inclinazione per questa scienza, tanto col soccorso di una 
scelta biblioteca matematica che suo padre possedeva, quanto colle lezioni che 
questi fu in grado di dargli. Anco il parroco del suo villaggio, che abitava nella 
stessa casa di suo padre, gli prestò ogni assistenza nello studio dei classici greci 
e romani nei quali divenue versatissimo. 

Dopo la morie d» suo padre , Emerson intese a continuare la scuola ; ma, sia 
che la vivacità del suo temperamento lo rendesse poco adatto a tale occupazione, 
sia che il patrimonio quantunque piccolo lasciatogli dal genitore lo ponesse fuori 
della assoluta necessità di accrescere la sua rendita , abbandonò ben presto la 
carriera dell' insegnamento , c tutto il suo tempo impiegò a scrivere opere di 
matematiche 1 , che fino a questi ultimi tempi hanno goduto di molto credito in 
Inghilterra. Inserì pure moltissimi articoli in differenti giornali matematici del 
suo tempo, ma quasi sempre sotto il velo di nomi fantastici, come Merones y 
JP/iiln/lucntimecana/gegeomastrolongo, ec. 

In tutte le opere di Emerson si scorge una cognizione profonda delle materie, 
molla chiarezza e concisione, ma poca invenzione, ed una specie di durezza di 
siile conforme alle maniere rozze delle quali usava in società. Contuttociò si 
hanno di lui parecchi metodi pregevoli e per singolare eleganza e per molta 
forza d’ invenzione , sebbene in tutti manchi quella generalità che distingue le 
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scoperte degl’ ingegni di primo ordine. Il tuo Metodo degli Incrementi è U 
più originale delie sue opere; e la sua Dottrina delle Flussioni è forse la più 
elegante. La sua Meccanica è 1 ’ opera che più di ogni altra ha contribuito a 
render noto il suo nome , probabilmente perchè vi si trova la descrizione di 
molte macchine utili; ma tale opera è male scritta e male ordinata, nè è meno 
incompleta io quanto ali' enunciato dei più importanti principj della scienza 
meccanica. 

Ecco V elenco delle sue opere: 1 Dee trine of Fluxions , Londra, i ,f in-# ; 
Il Projection of thè Sphere , Orthographic , Stereographic , and Gnomonic, ivi, 
*7$9, in-8; III Elementi of Trigonometry , with thè Sines and Tangents , and 
Tables of Logarithms , ivi, 176), in-8; IV Principles of Mechanics , ivi, 1784, 
int 4 ; V A Treatise on Algebra , ivi, 1765, in-8; VI A Treatise on Naviga - 
/iofl, ivi, I7&5, in-ia; VII The Method of Incrementi* ivi, »n -4 ; Vili Arith - 
mede of Jnfnities , and thè Conio Sections * with otite r Curve Lines, ivi, 
1767, in-8; IX Mechanics , ivi'M Centripetal and Centrifugai Forces* ivi, 1769, 
in-8; X Elementi of Optici and Perspective * ivi, 1768, in-8; XI Syr/em o/* 
Astronomy * ivi, 1769, in-8; XII Mathematical Principles of Geogrcphy , 
Navigation , ancf Dialling * ivi, 1770, in-8; XIII Cyclomathesis\ being an easy 
Jntroduction fo different branches of Mathematics , ivi, *770, io voi. in-8 ; 
XIV Commentar y on thè Newton' s Principia , <w 7 /< <z Defence of Newton * »v». 
1770, in-8; XV Treatise on Arithmetic * ivi, 1780, in-8; XVI Doctrine of 
Proportions arith meticci and geometrica /, ivi, 1763, iu-8; XVII Doctrine <f 
Combinationi , Permutaiions * Chronology * Calcutaiions , Libration and Men- 
surarion , ivi*, 1770, in-8 ; XVIII Mathematical Miscellanies , ivi, *776, in-8. 

EMISFERO ( Geom. ). Metà di una sfera terminata da un piano ebe passa pel suo 
centro. Questa parola è composta delle voci greche r.purrj; mezzo* Offu px sfera. 

EMISFERO ( Astron. ). Metà del globo o. sfera celeste. L'equatore divide la sfera 
in due parti eguali , P una delle quali è chiamata emisfero settentrionale e 
Filtra emisfero meridionale : F emisfero settentrionale è quella metà in cui si 
irova il polo artico, e l'emisfero meridionale è la metà che contiene il polo an- 
tartico. .’***. ! |* * • 

La sfera celeste è pure divisa dal meridiano in due parti eguali che diconsi 
emisfero orientale o ascendente ed emisfero occidentale o descendente. Que- 
sti due emisferi sono vosi chiamali perchè nell 1 uno gli astri dal loro levare sal- 
gono finché non sono giunti al meridiano , e nelP altro vanno continuamente 
scendendo dal loro passaggio pel meridiano fino al tramonto. 

L' emisfero superiore e I emisfero inferiore sono le due parti nelle quali è 
divisa la sfera dall' orizzonte : il primo contieue la parte del cielo a noi visibile, 
il secondo la parte che rimanendo sotto di noi è invisibile ai nostri occhi. 

Nei pianeti dice»i emisjero visibile la faccia che essi presentano al nostro oc* 
chio, come al contrario si dice emisfero invisibile queliti che è rivolta dalla parte 
opposta. Queste due parti, che sono determinate da un circolo il cui piano è 
perpendicolare al nostro raggio visuale , non sono esattamente eguali perché il 
circolo che le separa non passa pel centro del pianeta; questo circolo è distante 
dal circolo massimo ad esso parallelo ib un angolo eguale a quello sotto il quale 
si vede dalla terra il raggio del pianeta. La porte visibile è minore della invisibile. 

Nei pianeti si distingue ancora V emisfero illuminato dall’ emisfero oscuro : 
il primo comprende la superficie del pianeta che è illuminata dai raggi del sole, 
il secondo la parte che non è colpita da questi raggi. Queste due parli, che sono 
determinate da un circolo il cui piano è perpendicolare alla retta che unisce i 
centri del sole e del pianeta, non sono esattamente eguali perehè il circolo ch$ 
le separa non passa pel centro del pianeta. Questo circolo é distante dal circolo 
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in. mimo ail elio parateti» di un angolo eguale a quello rollo il quale ai vedrebbe 
dal «ole il raggio del pianeta. Esaeudo il sole più grande di lutti i pianeli, è 
chiaro che la parte illuminata è maggiore della parte oscura. 

EMPEDOCLE, celebre filosofo e geometra dell’ antichità. Suo padre chiamavasi 
iiulonc e il suo avo Empedocle. Quest’ ultimo aveva riportato nei giuochi olim- 
pici il premio della corsa dei carri nella LXXI olimpiade (circa 436 anni av. 
G. C.), e fu probabilmente in commemorazione di questa circostanza nolabile 
che il suo nome fu dato anco al di lui nipote, che per altri titoli gli acquistò uoa 
celebrità più durevole. Empedocle nacque ad Agrigento in Sicilia, ove la sua fa- 
miglia occupava un posto distinto. S’ignora follo quali maestri cominciasse a 
fare i auoj studi , ma non può dubitarsi che appartenesse alla brillante s-uola di 
Pitagora, di cui è stalo uno de' piu illustri propugnatori. De' suoi scrini non 
sono giunti a noi che pochi frammenti. Il celebre accademico Freret ha preteso 
di trovare in alcune espressióni di questo filosofo la prima idea del sistema 
newtoniano dell’attrazione. Empedocle, come la maggior parte degli antichi, at- 
tribuiva l’ armonia del moudo ad una simpatia e ad un' antipatia , di cui non 
spiegava bette la natura. Vi è certamente una gran distaoia tra queste vaghe 
idee c le immortali aco|terte di Newton. 

Aristotele, io uno dei suoi scritti (De anima , lib. II), ri dice che Empe- 
docle faceva consistere la luce in uua emanatiune continua del corpo luminoso. 
Si obiettava a questa opinione che se la Iure del sole consistesse in una erois- 

4 sione di corpuscoli partenti da quest’ astro, esso non vedrebbesi mai nel suo vero 
luogo , |>oichè avrebbe cangiato di silo nell’ intervallo di tempo impiegato dal 
corpuscolo (ter giungere fino a noi. Empedocle , senza ricorrere alla istantaneità 
della emissione della luce, o alla sua prodigiosa velocità, rispondeva a questa 
obiezione in un modo estremamente ingegnoso. Egli infatti diceva che q neita 
argomentazione sarebbe vera se il sole fosse in movimento, ma che la terra gi- 
rando intorno ai suo asse andava incontro al raggio luminoso, e cosi vedeva l'astro nel 
di lui prolungamento. L'opera di Empedocle che nella antichità ebbe una mag- 
gior celebrità è un poema intitolalo Clastica , vale a dire Della Natura e dei 
Prìncipi delle cote. Ammetteva quattro elementi, il fuoco, l’acqua, l’aria eia 
terra, sottoposti a doe cause primitive e principali, che egli chiamava l'amore 
e l'odio, o la simpatia e l'antipatia, di cui l’una unisce gli elementi e l’altra gli 
divide. Dava al fuoco il nome di Giove , alla terra il nome di Giunone , al- 
|* aria quello di Plutone, e all'acqua quello di Netti. Empedocle è uno dei 
primi filosofi che abbiano allegorizialo la mitologia o almeno spiegato per meizo 
di allegorie la grossolana teogonia dei tempi remoti. In questa opera parimente 
Empedocle esponeva i principi della metempsicosi. Diceva che l' anima era di 
origine divina e di una natura immateriale, che essa era alala recluta in un 
corpo in pena di un fallo precedente , e che era condannata a passare successi- 
vamente in più corpi fintantoché fosse interamente purificata. Si vede che non 
sarebbe stato difficile il condurre questa filosofia ad accordarti coi dogmi i più 
sublimi e i più morali del cristianesimo. * 

Empedocle, che esercitò uua gì amie influenza nella repubblica in cui era na- 
to, e che aveva ricusato la tirannia , ^fale a dire il supremo potere, viveva an- 
cora quando la città di Agrigento fu presa e saccheggiata dai Cartaginesi l’anno 
4 o 3 avanti G. C. AH’ epoca di questo disastro si ritirò nel Peloponneso, ove fini 
i suoi giorni nella solitudine e nell’ oscurità. Timeo, storico siciliano, dietro il 
quale Diogene Laerzio riferisce queste circostanze relative ad Empedocle , si adi- 
rava fortemente cootro la voce popolare secondo la quale questo filosofo tareb- 
besi precipitato in uno dei crateri dell’Elua. I frammenti degli scritti di Em- 
pedocle sono stati riuniti da Sturi nella raccolta intitolala ; \EmpedocUt Agri - 
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gemini , de vita et philosophia e/ tu expotuit , carmi itttm reliquia! collegi I , 
M. Frid. Guill. Start, Lipsia , l8o5, a eoi. in-8. Bisogna aggiungervi : Empen- 
doci is et Parmenidit fragmenta ex codice bibliothecae taurinensi r restituì a 
et illustrata ab Amedeo Peyron , Lipsia, 1810, in-8. Tali frammenti sono stati 
tiailotli iu italiano e con dotte note illustrati da Sci uà, che ha pure scritto una 
vita di Empedocle, ed ha pubblicato lutto il suo lavoro a Palermo in a voi. 
in-8. 

ENCONTRE { Damile), nato a Niines nel 1763, ne* suoi primi anni si applicò da 
se >ul<> e sema il soccorso di alcun maestro allo studio delle matematiche, e giun- 
se fino al calcolo infinitesimale. Quantunque destinato alla carriera ecclesiastica, 
e analogamente a tale sua destinazione dicesse eccellenti studj nelle lingue enti- 
rhe, nella filosofia e nella teologia, profittò di tutte le ore di riposo per perfe- 
zionarsi nelle matematiche. Ebbe per alcun tempo la direzione di una parrocchia, 
ma all'epoca della rivoluzione rifugiossi a Montpellier , ove, privo di fortuna e 
senza risorse, visse per alcun tempo del prodotto delle lezioni che dava agli ope- 
rai *ul taglio delle pietre. In seguito ebbe la cattedra di belle lettere , quindi 
quella di matematiche trasceodenti nel dipartimento deli' liéraull, e finalmente 
quella di teologia a Monlalbano. Le fatiche però a cui in queste sue funzioni 
dovette darsi alterarono la sua salute naturalmente delicata , c lo condussero al 
sepolcro il 16 Settembre 1818. 

Membro delle accademie di Montpellier, di Nimes e di Monlalbano, la 
' maggior parte de' suoi scritti sono stampati nelle raccolte di queste società , e 
i principali sono : I Mi moire sur la thè ori e des probabilités. Se ne trova un 
estratto nel Ballettino delta Società di Montpellier dell'anno Vili; Il Mimoi- 
re sur un cas particulier de l' integration des quantitis angulaires, ivi , anno 
IX : l'autore si proponeva d' inserirla con àicune aggiunte in uu’ opera sul calcolo 
differenziale e integrale; III Mimoire sur P inscription de l'enniugone et sur la 
division compiile du cercle , ivi, anno X , e stampata separatamente a Montpellier, 
s8oi, in-8, con una tavola; IV Lettre sur differente problèmes relatifs à la theo- 
rie des combinaisons ; V Mimoire sur le thdorime fondameatal du caleul des 
sinus; VI Nouvellcs recherches sur la composition des forces\ mostra quivi 
l'autore, coulro l'opinione di Baili;' e di Moutucla , che gli antichi e partico- 
larmente Aristotile conobbero il parallelogrammo delie forae. VII Elemens de 
giomitrie piane ; Vili Thiorie de l'intirèt composi et son application au cal- 
citi de la dffirtnee des niveaux , d' apris les observalions du baromitre ; IX 
Examen de la nouvelle thiorie du mouvement de la terre , proposto dal Doli. 
Wood, negli Annales mathematiques di Gergonne; X Mimoire sur les prin- 
cipes fondamentaux de la thiorie des e'quations. XI Dissertation sur le crai 
syslime du monde , Montpellier, 1807, in-8. Era i manoscritti lasciali da En- 
ron tre si cita un comento quasi terminato sulla Meccanica Celeste di Laplace. 
Per maggiori oolizie sulla vila e sugli scritti di questo dotto si ricorra al Sup- 
plemento della Biografia universale. 

ENDECAGONO ( Geom. ). Figura composta di undici lati e di un egual numeio di 
angoli. Quella parola è composta delle voci greche cvJjxa undici e yn-tta angolo. 
L' angolo al centro dell’ endecagono regolare è la undicesima parie di 3Go*, e non 
può determinarsi colla riga e col compasso. Per descrivere geometricamente l'en- 
decagono bisogna risolvere un’ equazione dell' u° grado. 

ENGELHARD (Niccolò), nacque a Berna nel 1G98 e si applicò con successo alle 
matematiche • glia filosofia. Dopo aver fatto un viaggio in Olanda, fu nominato 
professore di matematiche all’ università di Duisbnrg nel 1723. Cinque anni dopo 
divenne professore della stessa scienza a Groninga, ove morì il 10 Agosto 17Gb 
Si hanno di lui parecchie meritorie inserite in varie raccolte accademiche. 
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ENGRAMELLE ( Mar ia Domenico Giuseppe), religioso dell 1 ordine di S. Agostino, 
nato nei *727, attese allo studio delie matematiche e particolarmente alla loro 
applicatone alla musica. Occupossi specialmente degli strumenti a corda e «Iella 
loro costruzione, e pubblicò i resultati delle sue osservazioni e de' suoi lavori 
in. un'opera intitolala : La Tonotechnie , ou /' Art de noter les cylindres et 
tout ce (fui est susceptible de nota g e dans ìes instrutnens de co net ri s mécani- 
qtief , 1775 , in 8. Più estese notizie su questo religioso troverà il lettore nella 
Biografia Universale. 

ENIF ( Astron. ). Stella di tersa grandetta situala nella bocca di Pegaso. È indi- 
cata nei cataloghi colla lettera c , ed ha ancora il nome di Enf Alphe ras . 

ENiOCO (Astron. ). Trovasi così talvolta chiamata la costellazione boreale più 
comunemente conosciuta sotto il nome di Cocchiere. 

ENNEADECATEU IDE ( Calend .). Periodo di diciannove anni che riconduce i no- 
vilunj ai medesimi giorni del mese. Vedi Calendario , n 0 7. 

ENNEAGONO (Geom.) ( Da Avvia nove , e >/«vta angolo). Figura di nove lati e di 
nove angoli. Per descrivere in un circolo un enneagono regolare, basta dividere 
in tre parti eguali l'angolo al centro del triangolo equilatero; eosì questo pro- 
blema si riduce a quello della trisezione dell'angolo. > 

ENS (Gaspare). Di questo poligrafo, nato verso il 1570 a Lorcb nel Wurtem- 
berg, non citeremo che l’opera intitolata: Thauma/urgus mathematicus , idest 
admirabilittm rffectuum e mathernaticarum disciplinarum fontibus projluen - 
iium sjrlloge , Colonia , 1628 , in-8. Essa è la traduzione di una parte delle 
Ricreazioni matematiche di Ozanam, ma vi sono aggiunti infine alcuni problemi, 
e l'opera termina colta descrizione del pantografo. 

EPATTA (Astron.). Nomerò di giorni e di frazioni di giorno di cui le rivoluzioni 
lunari differiscono dalle solari. AH' articolo Calendario abbiamo minutamente 
spiegato 1' uso delle epatte per trovare i novilunj ecclesiastici , così non ci oc- 
cuperemo adesso che di quelle che diconsi astronomiche perchè una volta gli 
astronomi se ne servivano per facilitare il calcolo degli ecclissi. 

Le epatte astronomiche sono numeri che esprimono l'età della luna al prin- 
cipio dell' anno , vale a dire il tempo che è scorso dall' ultima congiunzione 
inedia dell’ anno precedente fino al principio dell'anno del quale si tratta, se è 
bisestile, o al giorno innanzi si è un anno comune. Oltre queste epatte , che di- 
cobsì epatte degli anni , si considerano ancora le epatte dei meri, che per ciascun 
mese in particolare sono 1' età che avrebbe la luna al suo principio «e 1' ultima 
congiunzione dell' anno precedente avesse avuto luogo il 3 i Dicembre a mezzo- 
giorno. Così, aggiungendo l'cpalta dell’anno a quella di un mese qualunque, ai 
ha l' età vera della luna al principio di questo mese ; per conseguenza , sot- 
traendo in seguito questa età dalla durala di una intera rivoluzione della luna, 
il resto esprime la congiunzione media che deve aver luogo nel corso del mese. 
Per esempio, I* «patta di un anno essendo eguale a 1$ ao or 44 * •« »* vo- 

lesse conoscere l'epoca del novilunio del mese di Aprile, la cui epatta è t# 9°* 
4 *f 5 a", si sottrarrebbe la somma di questi numeri 16^ 6* r 3 a' io fr dalla du- 
rata di una rivoluzione lunare, cioè da 29# i2 or 44* 3 ", « il resto i 3 ^ 6 or n # 
53 '* indicherebbe che il noviluuio cercato avrebbe luogo il i 3 Aprile a 6 or 

n' 53". 

Si trovano estese tavole di epatte astronomiche nelle opere di Riccioli , di 
La- Hi re, di Cassini, e nel trattato di astronomia di Lalande,ma lo stato attuale 
di perfezioue delle tavole solari ha fatto abbandonare l'uso di queste epatte. 

EPICICLO (Astron ) ( Da tnt sopra , e da xvx).o? circolo). L'epiciclo nell' astro- 
nomia antica era un' orbita circolare subordinata, il cui centro s' immaginava che 
si movesse sulla circonferenza di un circolo più grande che si chiamava dej'c- 
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reale. Se ne faceva u*o per ridurre a moti regolari lo irregolarità apparenti dei 
movimenti dei pianeti. La scoperta del vero aistema dell' universo ha reso inu- 
tile la considerazione degli epicicli, la cui invenzione è non calante una delle più 
ingegnose. Fedi K ivoloziooe. 

EPICICLOIDE (Geom.) (ila stri , sopra , e circolo). Curva descritta per 

mezzo di un punto di una circonferenza di circolo che gira sopra un’ altra cir- 
conferenza. Allorché i due cirroli sono in un medesimo piano, l'epicicloide £ 
piana ; quando essi sono in piani differenti I' epicicloide è sferica. 

Cominciamo ila occuparci dell'epiricloidi piane e supponiamo che l’epicicloide 
sia esterna, vale a dire che il circolo mobile sia tangente esternamente al circolo 
fisso. Sia A ( Tao. CXXIII , Jìg. 4 ) il centro del circolo fisso di cui AB £ il raggio. 
Il raggio del circolo mobile £ Bu. C è il punto di contatto dei due circoli nella 
prima posizione. Quando il circolo mobile giunge in BPD , il punto loro C di 
questo circolo si è trasportato in P, dimodoché l’arco BP=aBC, e quésta condi- 
zione basta per determinare tutti i punti dell'epicicloide descritta per mezzo del 
pnntn C. , ' • 

Nei tempo che il circolo mobile gira sul circolo fisso, il suo centro descrive 
nua circonferenza il di cui centro è in A e il di cui raggio £ eguale AB-f-Ba. 
La prima posizione di questo centro £ in al. Se si aumenta o si diminuisce il 
raggio Co' del circolo mobile di una quantità CO o CO' , i punti OeO 1 , mo- 
bili col raggio C a' , descriveranno delle corre di cui la prima ha ricevuto il 
nome di epicicloide allungata , e la seconda di epicicloide accorcila. Sia trP una 
delle posizioni del raggio del circolo mobile, portando sopra questa retta la Itìn- 
ghezza Vp = CO , e P p' t=CO’, il punto p apparterrà all’ epicicloide allungata, 
e il punto pf all’ epicicloide accorcila. 

Proponiamoci di determinare al ponto P la langeote all' epicicloide. li punto P 
tende a descrivere un circolo di cui il punto di contatto B del circolo fisso • 
del circolo mobile: corrispondente al punto P , £ il centro; per conseguenza BP 
£ normale all' epicicloide, e quindi la retta PD £ la tangente domandata. Le nor- 
mali all’ epicicloidi allungale e accorcile ai punti p e p’ concorrono ancora ai 
ponto B , cosa che dà il mezzo di determinare la loro tangente. 

Se il circolo mobile fosse tangente internamente al circolo fisso , I’ epicicloide 
descritta sarebbe interna, e sa ne determinerebbero i ponti per mezzo della coa- 
dizione che gii archi percorsi nel medesimo tempo sono eguali nell’ uno e ncl- 
I’ altro circolo, Nel caso in cui il circolo mobile ha per diametro il faggio del 
circolo fisso , 1' epicicloide diviene una linea retta , che £ il raggio del circolo 
fisso che passa per il ponto ove è toccato dal circolo mobile considerato nella 
sua prima posizione. Sia infatti B (Tao. CXXIII ,Jig- 5) il punto ore il circolo 
mobile AEBF tocca il circolo fisso GIBH nella sua prima posizione. In un' altra 
posizione qualunque ACD , esso tocca il circolo fisso in D, e prendendo I’ arco 
DC=BD, il punto C sarà il punto della curva descritta. Ora, questo ponto C 
£ necessariameole sul raggio AB. Supponiamo infatti che esso possa essere in C' 
fuori del raggio AB. L’ angolo BAD ha per misura l'arco BD o la metà dell’arco 
CD; ora , quest'arco CD £ descritto con un raggio metà di quello col quale £ 
descritto 1' arco BD , dunque questi due archi sono eguali. Ma abbiamo aupposlo 
ebe l'arco DC' foste eguale all’arco BD , dunque i due archi DC e DC' sono 
eguali , il che sarebbe assurdo se il punto C' non si confondesse col punto C. 
Siccome seguirà il medesimo per qualunque altra posizione del circolo mobile, 
ne segue che la linea descritta è la retta AB. 

Immaginiamo che due coni retti aventi il medesimo vertice e essendo tangenti ( 
siano tagliali da una sfera avente per centro il vertice comune. Essi avranno 
per base sa questa sfera due circoli, i di coi piani faranno fra loro il medesimo 
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angelo che gli assi ilei coni ; e «e li concepisce che uno ili questi coni giri sol- 
1’ altro, sema cessare di essergli tangente, un punto qualunque della base del cono 
mobile descriverà nello spatio una curva che porta il nome di epicicloide sferica. 
Essa è infatti tracciata sopra uoa sfera avente per raggio la distante costante del 
punto generatore dal vertice comune dei due coni. 

Il rapporto conosciuto della circonferenta al suo raggio determinerà le lun- 
ghette assolute delle circonferenze del circolo fisso, e del circolo di cui uno dei 
punti descrive l'epicicloide. Dividendo dunque la lunghetta della circonferenta 
mobile in un dato numero di parti eguali , ciascuna parte corrisponderà a una 
parte eguale sul circolo fisso. Considerando il circolo mobile nella prima positione, 
si abbasserà da ciascuno dei suoi punti due perpendicolari, l'iuta sopra la sua tan- 
gente comune col circolo fìsso, l'altra sopra il suo diametro perpendicolare a 
questa tangente. Quando il punto di contatto cangerà, la tangente comune e il 
diametro che gli è perpendicolare cangeranno ancora di positione , e diventeranno 
assi mobili li di cui positione ssrà conosciuta a ciascun istante. Le proje- 
tioni delle due perpendicolari , abbassale da un punto del circolo mobile sopra 
questi assi, si taglieranno in un punto (he apparterrà alla projetione dell' epici- 
cloide. Invece di considerare «tascun punto del circolo mobile come l’ interse- 
zione di due coordinate rettangolari , si potrebba considerarlo come l' intersezione 
di uua di queste coordinate e di un raggio del circolo mobile , allora sarebbe la 
projetione di queste due rette che determinerebbe un punto dell’epicicloide. 

Siano AaB (Tav. CXXIV , Jìg. ■ ) il circolo fisso, au' I’ arco di circolo eguale 
in lunghetta alla temi-circonfereuta oRS del circolo mobile , m M/s I’ angolo del 
piano dei due circoli misuralo in un piano M m perpendicolare alla loro interse- 
tione a M . Avendo diviso la circonferenta del circolo mobile iu parti eguali, sia 
1/ uno dei punti di divisione dal quale si abbassi la perpendicolare L'u sul dia- 
metro aS che corrisponde al punto di contatto a dei due circoli ; sìa a r L un 
arco di circolo fisso eguale in lunghetta all' arco ah'. Quando i due punti L ed 
L' si confonderanno, le coordioale del punto a, rapporto al raggio xL' saranno 
eguali alle coordinate L'u ed ua del punto L' , rapporto al raggio ax. Ed è 
mediante l'aiuto di queste cousiderationi che costruiremo il punto L" della 
projetione dell’ epicicloide sferica. 11 centro x del circolo mobile e il punto 
L' di questo circolo si proieltaoo sopra U retta Mn del piano mM« in dei 
punti y e tali che si abbia M ( 3' = ax e Ml'ccaa. Sul piano del circolo fisso 
essi si proiettano in X e in jS ; e volendo la projetione del punto L' si prenderà 
sopra ÀA una projetione \\ eguale ad uL". Se ora si prende L>'' = uà e 
il punto L" sarà il punto cercato. Possiamo costruire questo punto 
in più modi, poiché le rette A A ed AL' sono i raggi di un medesimo circolo, 
e il Irisngolo rettangolo a li A è eguale al triangolo rettangolo Li"L". 

Nel medesimo tempo che il ponto a del circolo mobile descrive un'epicicloide 
sferica, tutti i punti del suo piano desciivono altre curve, che sono dell’ epici- 
cloidi allungale o accorcile, secondo che esse souo al di fuori o al di dentro del 
circolo oRS. 

Cerchiamo ora come potremo condurre una tangente in un punto determinalo 
dell’epicicloide sferica; al punto I per esempio. BI" è la posizione del circolo 
mobile, quando il punto I" di questo circolo generatore deH’epicicloide si proietta 
in I- It punto di contatto dei due circoli è in B ; e se per questo punto e per i 
centri dei due circoli, si concepisce un piano vertice ABV ; l'angolo rfBV sarà 
eguale a quello dei piani dei due circoli. La verticale AO' e la retta 00* per- 
pendicolare sul mezzo del diametro Bd del circolo mobile s’incontrano in un 
punto t K, centro della sfera del raggio O'B sopra la quale é tracciala l'epici- 
cloide sferica ; donde segue che la tangente a questa curva, in un puoto qualunque , 
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è nel piano tangente alla «fera OB che corrisponde al medesimo punto. Ma questo 
punto I", generatore ilei l'epicicloide , passando da questa posizione a una posizione 
infinitainenle vicina, non abbandona la sfera il di cui centro è in B, e il raggio 
Bl ,f ; per conseguenza il piano tangente a questa sfera contiene ancora la tan- 
gente all’epicicloide nel punto V. Questa tangente è perciò l’intersezione di due 
piani tangenti a due sfere i di cui centri e i raggi sono conosciuti. Il piano tan- 
gente all’ ultima sfera ò perpendicolare al raggio Bl": o al raggio BD (il circolo 
BDd essendo il circolo mobile soprapposto intorno del suo diametro come cer- 
niera). Questo piano tangente ba dunque per tracce la retta Od e la retta UdV 
perpendicolare a B d, per conseguenza la tangente all'epicicloide sferica incontra la 
retta HrfV, che è la perpendicolare al piano del circolo mobile condotto dall’estre- 
mità d del suo diametro B d, che passa per il suo punto di contatto B col circolo 
fisso. 

Poiché questa tangente è nel piano tangente alla sfera il di coi centro è O' , 
e il di cui raggio è O'B e che essa incontra la retta HV , essa passa per 1 ’ in- 
tersezione di questa retta e del piano tangente. Tutti i piani tangenti alla sfera, 
seguendo il piccolo circolo BDd, fanno il medesimo angolo coi piano di questo cir- 
colo ; ma H piano tangente in B fa col piano del circolo l’ angolo DBJ , BJ 
essendo perpendicolare ad O'B; di più, la retta d E perpendicolare alla tangente 
DE al circolo mobile nel punto D è eguale a DF o l'd ; se perciò si conduca 
l'G parateli» a BJ, il punta G apparterrà alla tangente dell’epicicloide sferica 
al punto 1 ". Proiettando il punto G in G', la retta G'i sarà la tangeute do- 
mandata. 

I,’ invenzione dell’ epicicloidi è attribuita al celebre astronomo danese Roe- 
roer, al quale si deve la scoperta del moto della luna. Questo curve, che furono 
1 ’ oggetto di un trattato particolare pubblicato dall’ Hire nel 1694 > occuparono i 
più grandi geometri; Newton, Giovanili Bernoutli, Halley, Maupertuis, Nicole 
e Clairaul hanno successivamente esaminato le loro proprietà, Pedi le Memo- 
rie deir Accademia delle Sciente di Parigi degli anni 1 70G , 1727 e 173», eie 
transazioni filosofiche, n.° a 18. 

EPOCA. Termine nsitato in cronologia per fissare un punto di partenza nella suc- 
cessione dei tempi, donde vengono in seguilo contati gli anni. Le diverse nazioni 
fanno uso di diverse epoche. I Cristiani contano gli anni dalla nascita o dalla in- 
carnazione di Gesù Cristo; i Maomettani, dall'epoca della Egira ossia dalla fuga 
di Maometto; gli Ebrei, dalle epoche ipotetiche della creazione del mnndo e del 
diluvio universale; gli antichi Greci gli contavano dalla prima olimpiade; i Ro- 
mani, dalla fondazione di Roma; i Persiani e gli Assirj, dall’epoca di Nabonassar. 

Trovare la concordanza tra gli anni di due epoche differenti , vale a dire quale 
anno di un’ epoca corrisponde all’ anno dato di un’ altra epoca, forma uno dei pro- 
blemi i più importanti della cronologia : esso si risolve facilmente col riferire 
tutte le epoche conosciute ad un periodo di anni, il cui principio é loro an- 
teriore, e che si chiama Periodo G/ufiano. Si veda nel Dizionario questa parola. 
Questo periodo, formato per mezzo della moltiplicazione dei Irò cicli, solare, lu- 
nare , c d’ indizione , vale a dire dei tre numeri 28 , 19 e i 5 , abbraccia uno 
apazio di 7980 anni , nel quale non possono esservi due anni che abbiano gli 
stessi numeri pei tre cicli, ma al termine del quale i tre cicli ritornano insieme 
nello stesso ordine. Il primo anno del periodo giuliano essendo quello che ha 
1’ unita pel numero d’ ognuno dei tre cicli , è chiaro che questo periodo ha co- 
mincialo prima dell’epoca ebraica della creazione del mondo, e diviene cosi 
adattissimo a servire di termine di confronto per tutte le epoche posteriori. 
Avendo dunque determinato gli anni del periodo giuliano a cui corrispondono 
Vii. di Mal. Poi. IP. 37 
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le diverse epoche, non è più necessario che un calcolo semplicissimo per slabi 
lire la concordanza degli anni contali a partire da ognuna di queste epoche. 

Le epoche principali riferite al periodo giuliano danno i resultati seguenti,: 

Anni del periodo giuliano 


Creazione del mondo . 706 

Diluvio a 362 

Prima Olimpiade 3938 

Fondazione di Roma 3 g 6 r 

Era di Nabonassar 39G7 

Era cristiana - - • 47 *® 

Egira ; . 5335 


Per maggiori particolarità si veda P articolo Eha. 

EPOCA [Astron. ). Si chiama epoca dei movimenti medj di un astro il luogo 
medio di quest* astro fissato per un istante determinato , all 1 oggetto di poter 
quindi , partendosi da quest 1 istante , trovare il luogo medio delL' astro per un 
altro istante qualunque. 

Nelle antiche tavole astronomiche , le epoche si riferivano al 3 i Dicembre a 
mezzogiorno, tempo medio , per gli anni comuni, e a] 3 i Geonajo a mezzo- 
giorno per gli anni bisestili; ma l’Ufizio delle Longitudini di Parigi, in tutte le 
tavole che ha pubhicato, ha preso per principio il primo Gennajo di ciascun 
anno a mezza notte, tempo medio, e al meridiano medio di Parigi. Vedi Tavoli;. 

EQU ANTE ( Astron . ). Circolo intorno al quale nell 1 astronomia antica *' immagi' 
nave che si effettuassero i movimenti medj o regolari dei pianeti. Non se ne fa 
più uso dacché Keplero ha dimostrato che i pianeti si muovono in orbite ellit- 
tiche di cui il sole occupa uno dei fuochi. 

EQUATORE {Astron.). Circolo massimo della sfera, intorno al quale si effettua 
il moto diurno di tutti gli astri, e di cui i poli sono i poli del mondo. Vedi Ab- 
bi 1 lla b k, n.° 11 . 

Questo circolo è rappresentato nella Tav. XXXIII. Esso si chiama equatore o 
equinoziale , perchè, quando il sole è in questo circolo, i giorni e le notti sono 
eguali : quando è segnalo sulle carte geografiche, si chiama linea equinoziale 
o semplicemente la linea. 

Ogni punto dell 1 equatore è distante di novanta gradi dai poli del mondo, donde 
avviene che V equatore divide la sfera in due emisferi, uno dei quali contiene 
il polo settentrionale, e 1* altro il polo meridionale. 

L'equatore terrestre divide nel mezzo la zona torrida: il sole descrive que- 
sto circolo il 20 di Narro e il aa di Settembre, cioè il primo giorno di prima- 
vera c il primo giorno d’ autunno. I popoli che abitano sotto la linea hanno in 
lutto Tanno i giorni eguali alle notti, perchè l'orizzonte di questi popoli passa 
per l'asse della terra, ed è perpendicolare a tutti i circoli paralleli all'equatore 
che in ciascun giorno sono descritti dal sole, dal che ne segue che una metà di 
<j 'icsli p, «nielli è sopra l'orizzonte degli abitanti dell' equatore e l'altra metà 
sotto: così essi hanno precisamente tante ore di giorno quante di notte, quando 
però non si vogliano aumentare i giorni e diminuire le notti del crepuscolo citili 
mattina c della sera. 
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L 'altezza dell' equatore è l’arco del meridiano compreso tra 1’ equatore e 
l' orizzonte: per Parigi questa altezza è di 4>° io'. 

L'elevazione dell'equatore unita a quella del polo è sempre eguale ad un 
quarto di circolo, o, il che è lo stesso, l’elevazione dell’ equatore è eguale alla 
distanza del polo dallo zenit; questa elevazione è dunque il complemento dell' al- 
tezza del polo o della latitudine. 

Ogni giorno l’intera sfera celeste gira intorno all'equatore, e tutti gli astri 
mostrano di muoversi da oriente in occidente paralellaiuente all’equatore; così 
le porzioni dell’equatore corrispondono ad una simile porzione di giorno: chia- 
masi tempo deir equatore il tempo che in tal modo si ragguaglia sull’ equatore, 
e che si valuta a i5° per ora: così il tempo vero o l’ora vera, nel senso esatto 
e preciso dell’ astronomia, altro non è che l’arco dell' equatore compreso tra il 
meridiano e il circolo di declinazione che passa pel sole, convertito in tempo a 
ragione di i5° per ora. Spesso però, invece di quest’ arco dell’equatore, si fa uso 
dell’ angolo misurato da quest’arco e che dicesi angolo orario. 

L’equatore è tagliato dall’eccliUica in due punti che diconsi punti equinoziali , 
e l’angolo che formano tra loro questi due circoli è di circa a3° 28' : esso di- 
cesi obliquità dell y ecclittica. Pedi Ecclittica. 

I pianeti, che al pari della terra girano sul loro asse, hanno anch' essi il loro 
equatore, i loro poli, la loro ecclittica, ec. Anco il sole ha il suo equatore che 
si determina osservando attentamente il moto delle sue macchie. 

EQUATORIALE ( Astron .). Strumento destinato a seguire il moto diurno degli 
astri per mezzo di un asse paralello all* asse del mondo. In generale si dà questo 
nome a tutti gli strumenti di astronomia che hanno il loro asse principale di 
rotazione nella direzione dei poli o dell’asse terrestre. Quando una macchina di 
questa specie non è destinata che a portare un semplice telescopio, si dice comu- 
nemente macchina parallattica. 

Le moltiplici e complicate forme che sono state date agli equatoriali ci obbligano 
a rimandare il lettore per la loro descrizione alle diverse opere che estesamente 
ne trattano, tra le quali citeremo: Pearson, Practical Astronomy , Londra, 
a voi. in-4; Lalande, Traitd d' astronomie Parigi, 1792, 3 voi. io-4 ; Smith, 
Trai te’ d' optique traduit de r anglais et augmenté par Duval-le-Roy , Brest , 
1767, io-4 > non meno che le molte opere citate nell 1 articolo Equatorial del 
dizionario enciclopedico intitolato: Penny Cyclopaedia. 

EQUAZIONE Alg. ). Si dà generalmente questo nome alla relazione di egua- 
glianza , che esiste fra due generazioni differenti di una medesima quantità. Per 
esempio, x essendo un numero indeterminato, se sappiamo che quattro volte x. 
più 4, o 4 -^-hI» de*© formare il medesimo numero di due volte la seconda po- 
tenza di x meno a, o 2x x — 3, T espressione 

. 

4*4-4 e= 2X»— 2 , 

che indica qnesta circostanza , è un* equazione. 

Le quantità separate per mezzo del segno di eguaglianza ~ — si chiamano « 
membri dell' equazione , e particolarmente, primo membro quello che è alla 
sinistra di questo segno, secondo membro quello che è alla destra. Le differenti 
parli con le quali i membri sono composti prendono il nome di termini ; cosi 
nell’ equazione di sopra (\x t 4 sono i termini del primo membro , e 2x x e 2 
sono i termini del secondo membro. 

Risolvere un’ equazione , equivale a trovare il valore della quantità indetermi- 
nata o incognita che si trova legata alle quantità cognite, valore la di cui so- 
stituzione in ciascun membro, invece dell’ incognita , deve rendere questi ineui- 
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bri identici. Quello valore prende il nome di radice dell' equazione. 3 , per 
esempio , é la radice dell' equazione 

4*+4 cs 3x* — a , 

perché sostituendo 3 intere di * , ai ha 

4. 3+4 = 3. 3*- a, 

mela 

16 = 16. 

li’ equazioni formano una delle parti pili importanti della scienza dei numeri, 
poiché la soluzione di tutti i problemi delle matematiche può essere riportata 
alla risoluzione di un’ equazione. Esporremo alle parole M*TZ*ATicn« e Filoso- 
fia , l'origine della loro teoria, i principii superiori che fissano il posto di tue 
nelle scienze, come pure i caratteri che le distinguono dalle semplici eguaglian- 
ze ; qui , ci contenteremo di esaminarle sotto il rapporto delle loro diverse pro- 
prietà, e sotto quello dei processi ohe possono condurre a determinare i Talari 
delle loro radici. 

s. Rammentandoli gli assiomi atabiliti Algzbba n.° 5, si vede immediata- 
mente che in qualunque equazione siamo in diritto di far passare un termine 
qualunque da un membro nell’altro, cangiando il segno da cui i affetto. Per esem- 
pio, se si ha l’equazione 

8x*— 3x = jx+ri , 

possiamo trasportare — 3* nel secondo membro, cangiando il segno — in +, e 
l’ equazione diviene 

8x*= 7X+1 i+3x . 

Infatti , quando si aggiunge o si sottrae una medesima quantità da due quan- 
tità eguali, i risultamenti rimangono eguali; ora il trasporto di 3x dal primo 
membro al secondo, cangiando il segno, è identicamente la medesima rosa del- 
l’addizione simultanea di -r-3x a ciascuno dei membri; mentre, con quest’ad- 
dizione I’ equazione diviene 

8x*— 3x+3x = 7X+1 i+3x , 

ossia 

8a’ = 7X+ii+3x 

a motivo di — 3x+3x=o. 

3. Possiamo perciò trasportare nel medesimo modo tutti i termini da nn mem- 
bro nell'altro, e , dopo questa trasposizione, la riunione di tutti i termini sarà 
eguale a zero. Cosi, l’equazione precedente potrà mettersi sotto la forma 

8x a — 3x- 7X— 1 1 =o, 

o più semplioemente 

8x* — iox — tt=o, 

addizionando — qx e — 3x. 

3. Segue ancora da ciò, che è sempre permesso di cangiare tutti i segni dei 
termini, che compongono un'equazione qualunque con segni opposti. Possiamo 
dunque scrivere indifferentemente 

8x* — iox— n =u , 


s 
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ovvero cangiando i legni * 

— 8^-4-iox-*-! i r= o. 

4- Partendo sempre dai medesimi principi! , è evidente che possiamo molti- 
plicare o dividere i due membri di un’ equazione per il medesimo numero seuz# 
distruggere l'eguaglianza di questi membri. Dunque, avendo l'equazione 

ax 5 — x 4 3x 

3 a x 5 ’ 

si possono mandar via le frazioni, mentre cominciando dal ridurre tulli i ter- 
mini al medesimo denominatore si ba 

a.5.x.ax 3.5.x(5— x) f.3.a.5 a . 3 . x ■ 3x 
a 3.5.x a.3.S.x a.3.5.x a.3.5.x 

poi moltiplicando i due membri per il denominatore comune a . 3 . 5 . x, que- 
st' equazione diviene v . , 

a . 5 . x . ax — 3.5. x(5— x) s 4 • 5 ■ a • 5 — a . 3 . x , 3x , 

t 

ovvero, eseguendo le moltiplicazioni indicate 

aox* — ?5x -+- i 5x a tao — i8x’. 

Si può ancora dare a quest' ultima la forma 

aox a — 75x-+- i5x* — iao-t- iftx*e=o , 

che si riduce a 

53x*— j5x — i 2 o = o, 

operando I' addizione 

aox*-t-i5x*-Mt)x*= 53x*. 

Supporremo d’ ora in poi che qualunque equazione sia riportata alla sua 
forma la più semplice, vale a dire, che si sia fatto passare tutti i termini nel 
primo membro, e che si sia eseguita 1‘ addizione dei coefficienti delle medesi- 
me potenze dell' incognita. 

5. L’ equazioni si classano per mezzo del grado della più alta potenza dell' in- 
cognita: cosi no' equazione dicesi del primo grado , del secondo grado , del „ 
terso grado , ec., secondo che 1' incognita ci si trova alla prima potenza , alla 
seconda , alla terza , ec. La forma generale di queste equazioni è (fedi Taa- 
sFoassazioKE ) : 

Equazioni del primo grado t 

A 0 x-t-A , = o. 

Equazioni del secondo grado 

A 0 x a -+-A,x-t-Ai = o. 

Equazioni del terzo grado 

A 0 ar 1 -+-A I x , -4-A a x-HA s = o. 

E in generale, equazioni del grado in 

A 0 x"'-+-A 1 x’’ , ~ , -+- . . ■ -t-A m _,x-+-A,„ = o. 


Digitized by Google 


294 EQU 

L’ equazione è completa quando tutte le potenze dell' incognita x, dalla più 
elevata x m , vanno gradatamente diminuendo di una mia unità dal primo ter- 
mine fino al termine aiaoluto A m , nel quale 1' a- ridotto all’ «ponente o non 
comparisce; ma essa non cangia designazione quando ancora manchino più termini. 
* Per maggior semplicità possiamo fare sparire il primo coefficiente A 0> divi- 
dendo tutta 1’ equazione per A 0 . 

6. Se l'equaxioui contengono più quantità indeterminate o incognite, si chia- 
mano ancora del primo grado , del secondo , ec. f secondo la più alta potenza che 
ci si trova, cosi 

Ax-t-B^-+-C = o , 

è un’ ei/uatione del primo grado a due incognite. 

Ax*-t-Exj'-t-Cg 1 -*-Dx-t-E/-t-F = o , 

é un’ et/uatione del secondo grado» due incognite, e cosi di seguito. Ritornere- 
mo sopra questa classazione 

•}. Determinare il valore dell’ incognite che entrano in un’ equazione, è il pro- 
blema più importante dell’algebra. Se impossibile è di entrare in tutte le 
particolarità che reclama una tale questione, tentiamo almeno di esporle il più 
semplicemente che sia possibile. 

Equazioni del vaialo grado. 


La risoluzione dell’ equazioni del primo grado a stia sola incognita non pre- 
senta alcuoa difficoltà , mentre la forma generale di queste equazioni essendo 


A.x-t-A, = o (<*). 


facendo passare il secondo termine dal primo membro nel secondo membro, e 
di ridendo quindi i due membri pei coefficienti di x , si ha 



(b). 


Non si tratta dunque che di riportare un’equazione qualunque alla forma ge- 
nerale (a) per ottenere immediatamente la radice ( b ). Un solo esempio è suffi- 
ciente per indicare il metodo da seguire in tutti i casi. Sia 1’ equazione 


4x— 8— 5 x = 9 — 8x — u-t- — x , 


trasportando tulli i termini nel primo membro , si ha 

2 

• 4x — 8 — 5x — 9+8x-t-n— — x = o , 

ovvero, riunendo tutti i fattori di x. 


operando le riduzioni 


^4 - 5-V-8 - -i^x-g-t-i i-8 = o. 


3 2 

4 _5+8 — t = 7 - ¥ 
— 9-s-i i -8 = — G , 
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V equazione diviene 

y X— 6=0 


e, molliplicando tulli i termini per 3 per mandar via la frazione, fi ha definiti- 
vaioenle 


igx — 18 = o , 

paragonando questa con la forma generale (a), si ha 
A # =iq, A, = — 18 , 


donde si ricava 



Così sostituendo il numero — nell’ equazione proposta, invece di ar. i due mem- 
v *9 

bri di quest' equazione debbono divenire identici. Si trova infatti 

t\ 

/ 

’ *9 *9 * *9 3 *9 

e, riducendo. 


*9 


, 18 o r 

18 

■ 8 2 

■ 8 

4 • — —8 — 5 

. — = 9 — 8. 

II .4- — , 

, — - 

J 9 

*9 

*9 3 

•9 

4 

ino 

— tra — 

I^O 



8. Se in uu’ equazione del primo grado a una fola incognita il valore dell’ in- 
cognita si trova immediatamente determinato da quelle quantità cognite, che en- 
trano nella sua composizione, non segue il medesimo dell’equazioni a più inco- 
gnite : una sola equazione è insudiciente per determinare il valore delle radici. 

Nell’equazione a due incognite, per esempio 


A x-t-Bj 4-C ss o , 


è evidente che non possiamo ottenere alcuna determinazione per x ed y , se non 
decomponendo il numero C in due altri a e capaci di dare le due equazioni 
separate 

Àx-f-a ss o , B y+-b = o. 

Ora , ta quantità C può decomporsi in due parti in un* infinità di maniere 
differenti; cosi, quando non si ha che una sola equazione fra due incognite x e 
y , queste incognite rimangono completamente indeterminate. 

Ma se si hanno due diflcreuli equazioni fra le due medesime incognite, per 
esempio, come 

Ax-+-Bj— +-C *= o , 

À'x-t-B'r+C'sso, 

osservando che il valore di x dev’ esser tale che si abbia 


par la prima equazione, e 


— C_B r 
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per la seconda, ne segue che dobbiamo avere ancora 

-C— B r _ C'— B' y 

A = B' 1 

equazione per mezzo della quale il calore di y essendo determinato, ne risulta 
che queste due equazioni determinano interamente le incognite. Si vedrebbe fa- 
cilmente, che sono necessarie tre equazioni quando si hanno tre incognite, e io 
generale , tante equazioni quante incognite. 

9. Sapendo che tono necessarie due differenti equazioni fra due incognite per 
determinare queste incognite, proponiamoci di risolvere le due equazioni generali 

Aa+Bj+C t= o , 

A'x-f-B'y-+-C' = o , 

ovvero di trovare i valori di a: e di y che riducono, nel medesimo tempo, a 
aero i loro primi membri. 

La soluzione di questo problema riposa sopra l’ eliminazione di una dell’ inco- 
gnite, operazione che particolarmente è esposta alla parola Kuataaziona. Basta 
dunque di moltiplicare la prima equazione per A', e la seconda per A , esse di- 
ventano 

A'Ax-t- A'B/4-A'C t= o , 

A A'-r-t- A B'j-t-AC' — o, 
e, prendendo la loro differenza, si ha 

(V B- AB'lr-t-A'C— AC' = o , 

equazione finale la quale non contiene che la sola incognita y, e dà 

_ À ' C ~ kC ' 

Xt±S A'B— AB» ' 

Per trovare il valore di x, si eliminerà y tra le proposte moltiplicando la pri- 
ma per B', e la seconda per B, esse ali venteranno 

AB'x-+-B'R r -+-B'C = o, 

A'Bx-f-B'By-t-BC' = o , 

e la loro differenza 

(A'B — AB') x-t-RC'-B'C = 0 , 
sarà l'equazione finale in x, la quale dà 

BC' — B'C 

A'B — AB' ‘ 

Si suppone ordinariamente che i termini assoluti C e C' siano negativi, allora 
P equazioni generali sono 

Ax-t-By — C = o 

A'x-yB'y— C's=o 
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e i valori dell' iocognite diventano 

HC' - re \ 

X= 3 A'B-A& I 

A'C — AC r ( 

. ^“a'B — AB' J 
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il che diipenn dal conaiderare il segno — sitnato davanti i precedenti valori . 

■ o. Applichiamo queste formule ad alcuni casi particolari per farne meglio 
comprendere 1’ uso. 

Esempio primo. Conoscendo la somma e la differenza di due nomeri , trovare 
questi numeri. 

Siano ri la somma, e n la differenza data; indicando con * ed y i numeri 
cercati, avremo, considerando x come il maggiore, 

x+ysnm, x—j ex. n , 

ovvero 

ri = o , x — j — n = o. 


Paragonando queste con 1 ’ equazioni (d), troveremo 

Assi, Bei , Cam , A' si, B' ss — i , C'ean. 
Sostituendo questi valori nell’ espressioni (e), esse daranno 


XS3 


ri -Hi ri — n 



Donde si conclude che il più grande dei numeri ceranti è eguale alla metà 
della somma più la metà della differenza, e che il più piccolo i eguale alla 
metà della somma meno la metà della differenza. 

Se la somma data fosse 18 e la differenza 6, si avrebbe perciò 


i B -+-6 1 8 — 6 

xxs mia, r ma m 6. 

2 J -J 

Esempio 2°. Dividere un numero dato p in due parti tali che dividendole rc- 
spettivamente per i due numeri dati ri ed a, la somma dei quozienti sia eguale 
al numero egualmente dato q. 

Indicando i numeri cercati per x ed j-, avremo le due equazioni 

r-hf=p, 



Per mandar via le frazioni dalla seconda equazione , si moltiplicherà per il 
prodotto dei denominatori ri ed n jn.“ 4), ed essa diverrà 


nx-rmy t=t mnq. 

Dii. di Mat. Voi. IV. 


38 
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Così , riportando queste equazioni alle forme generali (rf) , si avrà 


*-+-r— P—°> 

nx-hmjr—mnq = o , 
paragonando con 1’ equazioni ( d ) , si ha 

At=i, B= i , C=p, 

A' = n , B' = m, C'=nwf, 
e sostituendo nell' equazioni (e) , 

mnq — mp 

*— j 

n — tri 


np — mnq 

7 = 

n — m 

Così, se si trattasse di dividere 17 in due parli tali che il terso della prima 
aggiunto al quarto della seconda fosse eguale a 5 , ai avrebbe 


m = 3 , n = 4, p=s 17, q = 5 , 


e , per conseguenza. 


60— 5 1 

*= — — = 9, 


68-60 o 

— = 8 . 

Esempio 3 ®. Risolvere le due equazioni 

3 x — aj-h 5 = o , 

67-— 9X— 1 5 25 o. 

Abbiamo in questo caso 

A s= 3 , Ba-a, C = - 5 , 
A'c=: — g, B f =56 , C' e= 1 5 , 

e per conseguenza 

— 3 o-+* 3 o o 
18—18 o * 


45 — 45 o 

* 18—18 O 

risultaraenti singolari i quali non sono adattati a farci comprendere i veri valori 
di x e di y. 

Esaminiamo da che cosa può provenire questo caso che merita osservazione. 

L' espressioni 

BC'— B'C 

J:=B À'B— AB' ’ 

A'C — AC' 

rt= A'B— AB' * 
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non possono generalmente dare simili risultamenti, se non che nel caso in cui si 
abbia 

A'B— AB' = o \ 

BC'— B’C sa o > (m). 

A'C— AC' = o ) 

Ora, una qualunque di queste eguaglianze è una conseguenza necessaria delle 
due altre; poiché prendendo, per esempio, il valore di B' dalla prima, valore 
che è 


B' = 


A'B 

A 


e sostituendolo nella seconda , si trova 


BC' — 


A'B 

1 T 


.Cao. 


Donde , moltiplicando per A, e dividendo per B , 
A C'- A'C 5 = 0 , 


che è la medesima cosa dell' ultima eguaglianza , cangiando i segni. 

Premesso ciò , prendendo i valori di A' e di B' dati dalle due ultime egua- 
glianze, cioè: 




e sostituendogli nell’ equazione generale 


A'x+Z'x- C' = o, 

si ha 


AC' BC' 
c " r ‘ + ‘ ~C 


■y — C'=o, 


la quale moltiplicandola per C, e dividendola per C', diventa 

Ax-t-B/ — C a o. 


Cosi nell’ ipotesi delle tre eguaglianze (m), la seconda equazione non è che una 
conseguenza della prima, e invece di avere due equazioni indipendenti , non se 
ne ha realmente che una, vale a dire che allora i valori di x e di y sono inde- 
terminati. Dunque, quando dopo le riduzioni fatte, ti troveranno i resultamenti 



se ne concluderà che i valori dell’ incognite sono indeterminati e che delle due 
equazioni, dalle quali siamo partiti, una non è che la trasformazione dell’altra. 
Infatti se esaminiamo le proposte 


3x — z^-t-5 =c o , 
9 *— ,5 = °> 
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vedremo facilmente che ai ottiene la acconcia , moltiplicando la prima per il 
fattore — 3. 

Esempio 4”. Siano I' equazioni propoate 

ax-t-3/— 5 = o , 

4jo-+- 6/ — i5so. 

Abbiamo, paragonandole con 1' equazioni (d) ed (e) 

Asa, Baci, Ccl, 

A's4, B'=6, C's >5 , 

donde 

45 — 3o i5 

12 — aa o ’ 


T 


20 — 3 o 
la — ra 


— «o 


valori infinitamente grandi. Vedi Divmoaa, n* aa. 

Perchè rimili valori aiano dati dall' eapreaaione generale (<f) , bisogna che ai 
abbia 

A'B — AB' ss o. 

Ora , queat’ eguaglianza Ah 



sostituendo questo valore di A' nell' equazione 
A'x-t-By-C'aao, 

avremo 

kW 

_ . sr-t-B'j- — C' == o , 

e moltiplicando per B, t 

AB r x-+-BfB T /— BC' = 0 (r). 

Ora, moltiplicando per B', l’equazione A.r-t-Bj'— C s o , ai avrebbe 
AB'x-+-BB>— B'C so (a). 

Cosi, perchè le due rtpreaaioni ( 1 ) e (a) non aiano cootraditlorie , i primi ter- 
mini essendo identici, bisognerebbe che ai avesse 

BC'sB'C ovvero BC'- B'C s o. 

Ma allora a motivo di A'B— AB' s o , si concluderebbe, come di aopra 
( esempio 3.*) A'C— AC'sao, e resulterebbero da queste eguaglianze i valori 


o 



o 

r =*— , 


risultamenti che non sono quelli che abbiamo ottenuti. Non ai può dunque avere 
BC'sB'C , e la condizione isolata 

A'B-AB'so, 
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indica che le dne equazioni dalle quali aiamo partiti tono cootradittorie. 

Infatti, moltiplicando la prima equazione per a, caia dì 

4 x-t- 6 / = i-o, 

nel mentre che la feconda dì 

= i5 , 

eguaglianze che non patrono essere soddisfatte nel medeiimo tempo da alcun ca- 
lore finito di x e di y. 

I riaultameoti generali x = — ,ysz — , indicano dunque una contradizione 

nell' equazioni proposte, o un' impossibiliti di assegnare all'incognite valori fi- 
niti. Tuttavia questa contradizione non è che relativa, mentre nel problema che 
esaminiamo, troviamo i valori infiniti x = co , ytst — so i quali risolvono com- 
pletamente la questione, ed è importante di distinguere l’impossibiliti relativa 
dall’ impossibiliti assoluta, vale a dire da quella le di cui condizioni non posso- 
no essere adempite, nè realmente nè idealmente. Per esempio, se un problema 
somministrasse nel medesimo tempo le tre equazioni 

ax-t-5 y — 7 = o, 

4x-r-ay— e>t=! o 
x-t-y —6 = o, 


dalle due prime si ricaverebbe y = 


5 

¥ 


e dalle dne seconde , y — 


i5 

a 


risulta- 


raento assurdo che prova evidentemente che il problema non può avere alcuna 
specie di soluzione. 

ss. Abbiamo veduto, Euamszioaa n* 3, che quando si hanno tre equazioni e 


tre incognite 

Ax +B/ -t-Cs— D =o ...... (i), 

A'x-t-By+-C'*— D' = o (a), 

A"x-+-B" r -t-C"*-D" = o (3), 


eliminando x prima tra l’ equazioni (s) e (a) e quindi tra 1’ equazioni (a) e (3), 
si giungeva a due equazioni a due incognite,/’ e a, con l’aiuto delle quali, per 
mezzo dell* eliminazione di y , si trovava 1 ’ equazione finale in z 


[ (A'C — AC7) (A"B'— A'B") _ ( A"C'— A'C") (A’B — AB') J* 

= (A'D— AD')(4"B'_A'B")-(A"D'— A'D'')(A'B— AB'). 

e, per conseguenza, pel valore di * 

{ A'D— AD')(A"B'-A'B") — (A"D'— A'D")(A'B- AB') 
(A'C— AC.') tA"M' — A'B") - (Vii- AB') ’ 

espressione che diviene, sviluppando i proJotti, 

AB' D"— AD'B"-i-DA'B"— BA'D"- t-BD'A" — DB' A" 
AB'C"-AC'B"-+-CA'B"— BA'C"h-BC'A"— CB'A" ' 


Digitized by Google 



502 EQU 

Si (roterebbe nella metlaafrna maniera, formulilo I’ equazioni finali in y e in x, 
AD'C"-AC'D''.4-CA'D" -DA'C"-+-DC'A"— CD'A" 
r AU'C" — AC' B" -t- C A' B"— bA'C "-t-BL' A" — CB'A" ’ 

DB'C"— DC'B"-+-CD'B'' — BD'C"-(-BC'D" — CB'D" 

X ~ AB'C'' — AC'B"-+-CA'B" — BA'C"-+-BC'A" — CH'A'' ' 

Se esaminiamo questi valori si vede facilmente che il loro denominatore co- 
mune 

AB'C"— AC'B"-f*CA r B'' — BA'C"n~BC'A"— CB'A'' 

è composto di tutti prodotti formati dalle combiuazioni tre a tre delle nove 
quantità 


A, 

B, 

C. 

A', 


c\ 

A", 

B", 

C", 


combinazioni che si possono dedurre nel seguente modo. Avendo scritto tutte le 
permutazioni del prodotto generale ABC, cioè 

ABC, BAC, CBA, 

ACB, BCA , CAB; 

Si dà il segno -4- a tutti i gruppi nei quali le variazioni dell' ordine alfabeti- 
co sono nulle o iu numero pari , e il segno — a tutti i gruppi le di coi varia- 
zioni sono io numero impari , il che dà 

ABC— ACB-4-BCA— BAC-4-CAB— CBA , 

quindi si pongono gli accenti prima e seconda , sopra le due ultime lettere d» 
ciascun gruppo e si ottiene 

AB'C'' — AC'B"-t-BC'A"— BA'C ,r -t-CA'B"— CB'A'', 

che è il denominatore in questione. 

Quanto ai numeratori, si forma quello di x cangiando in questo denominatore 
A in D; quello di y , cangiando B in D; e finalmente quello di z , cangiando 
C in D. 

ta. La regola precedente, per la formazione dei valori di x, y , *, si estende ad 
un numero qualunque di equazioni e d’ incognite; così ritornando indietro, se si 
hanno due equazioni 

Ax-fr-Bj— C = o , 

A'x+B>— C'e=o, 

prendendo le permutazioni del prodotto generale AB, dei coeflicieuti delle inco- 
gnite, vale a dire 

AB , BA 

e dando il irgno — , al gruppo il di cui numero delle variazioni alfabetiche è 
impari , si ha 

AB — BA, 

il che diviene 

AB f — BA' , 

potteudo V accento prima sopra l'ultima lettera di ciascun gruppo* 
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Quest' ullima quintili è il dcnominator comune ilei valori di x e di y. 

Per formare il miroeralore di x , li cangia A in C , vale a dire il coefficiente 
di a:, nel termine assoluto , e per formare qu.llo di y , ai cangia B in C- Si ot- 
tiene coti 

CB' — BC' 

*-AB'^=BV ’ 

AC'-CA' 
r — AB'-BA' ’ 

valori che, cangiando i segni vi due termini delle fraiioni , sono identici con 
quelli che abbiamo trovati di sopra n. 9. 

i 3 . Per applicare questa regola al caso di quattro equazioni e di quattro in- 
cognite, siano 1‘ equazioni 

Ax -t-B/ -t-Cc +D11 — E = o , 

A'x -+-B> -+-C'* -t-D'u — E' =0, 

A"x -+-B"> -+-C"» -r-D"u -E" = o, 

A"'x-t-B "’y-yC"' *-+-D"'u-E"' = a, 

formiamo le permutazioni seguenti del prodotto generale ABCD, 


ABCD, BACD, 

CABD, 

DABC, 

ABDC , 

BADC, 

CADB, 

DACB, 

ACBD, BCAD, 

CBAD, 

DBAC , 

AC DB, 

BCDA, 

CBDA, 

DBCA, 

ADCB, BDCA, 

CDAB, 

DCAB, 

ADBC, BDAC, 

CDBA , 

DCBA, 


diamo a tutti i groppi le di cui variazioni sono in numero pari , il segno -t- e 
agli altri il segno — ; poniamo quindi P accento prima sulla seconda lettera di 
ciascun gruppo, l'accento seconda sulla terza e l'accento tersa sulla quarta, ed 
avremo pel dominatore comune dei valori di x, y, *, ed u P espressione 

AB'C"D’"— AB , D"C"'-t-AD , B"C , "— AD'C"B'" 

AC , D"B"'— AC'B"D"'-t-BA'D"C'"— BA'C^'D'" 

-+• BCA"D'" — BC'D"A"'-t-BD'C"A'" — BD'A"C"' 

•+- CA , D"B"'-CA'B"D'"-+-CB'D"A , "-CB'A"D"' 

CD'A"B'"— CD , B' , A'"-t-DA'C"B"’— DA'B"C"' 

-+- DB'A"C"'— DB'C"A"'-+-DC'B"A"'— DC'À"B'". 

Cangiando successivamente in qnesl’ espressione A , B , C , D in E , si forme- 
ranno i numeratori dei valori di x , y, z, e u. 

La dimostrazione di questa formazione simmetrica dei vaioli delPincngnite, che 
rende inutili i processi d'eliminazione, non può esser qui riportata attesa la sua com- 
plicazione [vedi nelle memorie dell'Accademia delle scienze di Parigi dell'anno >77?, 
adì parte, uno scritto del La Place sopra quesl'oggello), dobbiamo solamente aggiun- 
gere, per terminare tutto ciò che comprende Pequazioni del primo grado, che ciò che 
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abbiamo detto nell’ esempio 3 e 4, può applicar»! ad uo nomerò qualunque di e- 
qoationi e d’incognite, vale a dire, i.°cbe il problema è indeterminato quando»! 

o , 

trovano dei valori della forma xss — e i? che esso contiene delle condizioni 


contradittorie quando le ne trovano della forma 


M 


1 4 . Quantunque le denominationi quadrata , cubica , e biquadratica date già 
all’ equaiioni del tecondo , terzo e quarto grado siano molto antiquate , sono 
•tate conservate in questo dizionario col fine di poter rinviare a ciascuna di 
queste prole in prticolare la risoluzione dell' equazione, alla quale esse si ap- 
plicano. Ci contenteremo dunque nel presente articolo di esaminare le proprietà 
comuni a tutte 1 ' equazioni supriori al primo grado. 

15. La forma generale dell’ equaiioni algebriche è 


ec. . . . . -t-A m _ 1 x-+-A m = o . . . . (p)\ 

1 coefficienti A,, A a , A t , ec. , essendo qoanlità costanti, positive, negative o nulle; 
m un numero intero positivo, e x una quantità incognita di cui si tratta di tro- 
vare il valore dato in funzione di A,, A a , A,, ec. 

Il più grande esponente m dell'incognita x determina il grado dell’equazione; 
per esempio, quando m = 4 > e che l’equazione è, conseguentemente, della 
forma 

z'+A ^^-A^'+Aje+A ( m o , 
si dice che essa è del quarto grado. 

L’equazione è completa, allorquando essa contiene tutte le potenze dell’ in- 
cognita x, dalla più elevata x m fino alla potenza o, x“=s, sottinteso nel ter- 
mine assoluto A m ; essa è incompleta in tutti gli altri casi. Cosi 


x*-+- 6 x — 7 = 0 , 

ì un'equazione completa del secondo grado, e 

x 5 — 7 x -+-8 = o, 

è un'equazione incompleta del terzo grado. È fucile concludere che l’equazione 
completa del grado m contiene m-t-i termini. 

sG. Qualunque quantità determinata a che, sostituita in luogo di x io un' e- 
quazione qualunque (p), riduce il suo primo membro a zero, o soddisfa alla re- 
lazione che quest’ equazione esprime, si dice radice dell' equazione. Per esem- 
pio, 3 A una radice dell'equazione 

x s — 6x j -Mix— 6 = o , 


perchè facendo x — 3, il primo membro di quest'equazione diventa 

37—54+33—6, 

che si riduce a zero, sottraendo la somma dei termini negativi da quella dei 
termini positivi. 

Risolvere un'equazione, significa il medesimo che trovare tutti i valori di x 
capaci di ridurre il suo primo membro a zero, n di renderlo eguale al secondo. 


Digitized by Google 



EQC 30j 

t^. D' Alembert ha dimostralo il primo che esiste sempre una quantità a , 
razionale o irrazionale, reale o immaginaria tale che sostituendola in lungo ili x 
nell’ equazione generale ( p ) il primo termine si riduce a zero t o ciò che vuoi 
dire il medesimo, che quest' equazione ha necessariamente una radice a. {Inetti 
i.b Memorie di Beblino dell’ anno 17^»). Inseguito questa proposizione impor* 
tante è stata dimostrala in più maniere ( Vedi Compi. icme* ro degli Ei.kme.ui 
d'Algeera di La Croi*) e dobbiamo considerarla come sufficientemente stabilita 
per poter sopra di essa stabilire la teoria dell' equazioni. 

Sia dunque a la radice dell' equazione generale {p ) , se si divide per il bino- 
mio ( x — a) il primo membro di quest'equazione, e che si prosegua l'operazione 
fino a tanto che si trovi un resto che non contenga più x , indicando il quo- 
ziente con Q e questo resto con R , avremo 

x’ n -t-A,x m ' , -t- ec h-A w = (x— «)Q-hK. 

Ora, quando si fa xsaa, il primo membro di quest'equazione si riduce a 
«ero, deve perciò seguire il medesimo del secondo membro, e si ha 

(ri — <i)Q+Rc=o, ossia R ==: o 

Così il resto della divisione è necessariamente eguale a zero, vale a dire che 
quando a è radice dell’ equazione ( p ) , il primo membro di quest' equazione c 
esattamente divisibile per il binomio (x— a). Si prova facilmente 1' inversa di 
questa proposizione, ossia che a è radice dell'equazione, quando il primo mem- 
bro è esattamente divisibile per il binomio (x— a). 

Premesso ciò, dalle regole della divisione, il quoziente Q essendo della forma 

x^'M-B^M-B^-M- cc B m _, (y), 

abbiamo 1’ eguaglianza 

x m -4- A,x m-l ~hA a x m ~‘ 1 -+- ec 4 *^ = 

(x-o) { x m ” , -+-B 1 x OT ~*-+-B a x m ^ a “+- ec -f-B*,., } (/•). 

Ma in virtù della proposizione fondamentale, esiste ancora una quantità Areale 
o immaginaria, la quale sostituita invece di x rende (r) eguale a zero, e per 
conseguenza , in virtù di ciò che abbiamo dimostrato L’espressione (r) è esatta- 
mente divisibile per il binomio (x— b). Operando la divisione avremo un quo- 
ziente della forma 

x'"-M-C l x'"- 3 +C*x ec (s) , 

e 1’ eguaglianza (r) potrà esser messa sotto la forma 

x'*-hA l x"*" , -+*A a x'"" a -+- ec - 4 -A m =a 

(<r - a){x _*) { x m-*+ ClX ~-*+ ec +C m _ % } . . . , (/). 

Dividendo nella medesima maniera il secondo quoziente ( s ) per il binomio 
(x— c), c essendo il numero che riduce questo quoziente a zero, e proseguendo 
cosi tino a tanto che 1' ultimo quozieulc sia del primo grado, troveremo evi* 
dentemente 

, x /n -f-A 1 x m-, -t-A a x m "*-h ec -+-A m = 


(x— aXx — A)(x — cYx — d) .... (x— m) . . (o) , 

il numero dei binomi (x — o), (x— A) ec. essendo m. 

Die. di Mai. Voi. IV, 3f> 
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18. Resulta dall* equivalenza generale (v) che, il primo membro estendo ne- 
cessariamente divisibile per ciascuno dei binomi , le quantità a, A, c, ec. tomi 
tutte radici dell* equazione (p) , e che quest'equazione è soddisfalla facendo in- 
di fleren temente xsaco, o x'= b , o x = c, ec. Così, queste quantità essendo in 
numero di m , ii/T equazione ammette tante radici differenti quante unità vi 
tono nel numero che ne indica il grado. 

Una semplicissima osservazione prova che non possono essercene di più : in- 
falli se esistesse un numero p diverso da a, A, c, ec., capace di ridurre a zero 
il primo membro dell'eguaglianza (v) sostituendolo invece di a:, bisognerebbe an- 
cora che la medesima sostituzione rendesse il secoudo membro eguale a sero , 
ovvero che si avesse 

(p— a){p— ò)(p— c ) .... (p— m)=o. 

Ora , un lai prodotto non può essere zero se non che quando uno dei suoi 
fattori (p — a) per esempio, non diventi zero; ma se p — aso si ha p=a , c rosi 
egualmente per tutti gli altri fattori: dunque questo prodotto non può divenire 
zero, che facendo p eguale a una delle quantità a, Ò, c, d y ec., e queste quan- 
tità sole sono le radici dell' equazione (p). 

19. Si sa che formando il prodotto di m binomi (x — a), (x— -ò), (x — c), ec. , 
( Vedi Moltiplicazione); si ottiene un' espressione della forma 

x m — Àx m - , -+-Bx m -*-Cx m -M- ec (— i)"»Z 

nella quale il primo coefficiente A è eguale alla somma dei secondi termini dei 
binomi, cioè 

Acsfl+i+c-hif+ ec. . ..... -fm. 

Il secondo coefficiente B c eguale alla somma dei prodotti due a due dei me- 
desimi secondi termini, cioè 

B s aò-+-ac-4*af/-H ec. . . . + Ac+W-f ec . . . . 

Il terzo coefficiente C c eguale alla somma dei prodotti tre a (re , dei secondi 
termini , cioè : 

C c= abc-+-abd-\-cbd-\-cbe-t* ec 

e cosi di seguito fino all' ultimo coefficiente Z, che è eguale al prodotto di tutti 
i secondi termini , cioè : . 

Z = a . b . c . d m. 

Ora il prodotto degli m binomi (x-— a), (x— ò), (x—c), ec. ? dovendo essere 
identico col primo membro dell' eguaglianza (e) , abbiamo 

A, s — A , 

A a = B, 

A 3 (=3 — C , 

A 4 = D, 

A* «= — E, 
ec. s=z ec. 
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Donile risalta la seguente proposizione generale: in un’ eqnszione Ji un grado 
qualunque 

x”-t-A A ,*■"-*+ A, *"■-*•+■ ec +4»=o, 

il coefficiente del secondo termine è eguale alla somma delle radici preso con un 
segno contrario; quello del terzo, alla somma dei loro prodotti due a due; quel- 
lo del quarto, alla somma dei loro prodolti tre a Ire presi con un segno con- 
trario, ec., ec., e finalmente l'ultimo coefficiente è eguale al prodotlo di tulle 
le radici, preso col medesimo seguo se 1’ equazione è di grado pari, e preso con 
segno contrario se l’equazione è di grado impari. 

Per esempio, se indichiamo con a, 3 , 7 le tre radici dell' equazione del terzo 
grado 

=1 o , 

abbiamo 

P~ — (a-t-jSH-y ), 

<7 =3 a 5 -4- 27 -4- £7 , 
r ss — » 3 y . 

Per esempio , nell'equazione 


x 3 — x* — 14x4-24 = o , 

le Ire radici della quale sono 4 - 2 , 4-3 e — 4 » •• ha 

Primo coefficiente — I = — ( 4 - 24 - 3—4 )» 

Secondo coefficiente — i 4 = (2X34-2 X — 44 - 3 X —4 ) » 

Terzo coefficiente - 4 - 24 = — ( 2 X 3 X — 4 )* 

j» 

3 o. Si distinguono le radici di un’ equazione, in reali e in immaginarie. Qua- 
lùnque radice immaginaria può essere riportata alla forma primitiva 


P +9 


V-*’ 


p e q essendo quantità reali. 

Un’equazione non può azere una sola radice immaginaria, poiché se nel pro- 
dotto 

(*- 4 -a) (r- 4 -i) (ar- 4 -c) (ae-4-M), 

il di cui sziluppo forma il primo membro dell’equazione (p) , tutti ■ numeri 
n, i , c , ec m fossero reali, eccettuato il primo, a — p- 4 -? tF - - 

quantità immaginaria yj — i entrerebbe necessariamente nella costruzione ilei 
coefficienti A,, A,, A,, ec.; e questi coefficienti non sarebbero quantità reali. 
Se duuque una delle radici a è della forma p- 4-y ^ — 1 , dee’ esserci un' altra 

radice h, per esempio, egualmente immaginaria, e tale che ^ — n, sparisca dal 
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prodotto «lei fattori (x4-<i) (x4-i) , «flìuchè quest» quantill non li trovi piti nel 

prodotto generale. Supponiamo dunque a=p 4 -? ^ — i , b=p'-±t/' yj — i ,e 

cerchiamo qual relazione dere esistere fra le quantità reali p % q , p r , , perchè 

il prodotto (x-fr~a) (x>+-6) sia esso stesso reale. Ora, effettuando la moltiplicazione, 
abbiamo 

( x-t-p-t-v yj - 1 ) (x4-/4-/ ^ - 1 ^ 

= X»4- [/>-+-/>'-«- ^9+?' ] * 

4- ^P?'4-pV/ 'ìyj—' -*-PP' —1<f - 


e si tede che yj — 1 non può sparire, che nel caso in cui sì abbia 
y-t-y' *= o , pq’-i-p'q = o. 


La prima condizione dà q ~ — q f , e fissando questa relazione fra (f t q\ la se- 
conda coudizione si ridoce a p — //c=o, donde pssp', Cosi , tutte le volte che 

un’equazione ha una radice immaginaria p-+-q yj — 1, essa ne ha un’altra 


p — QyJ — 1 , la quale non differisce dalla prima che nel segno del coeffigjente 
di ^ — 1 ; donde segue ancora: i.° che un'equazione qualunque non può avere 


che un numero pari di radici immaginarie che tanno per coppia simile a 




a.° che un' equazione di grado impari ha almeno 


una radice reale. 

21. Le radici reali di un'equazione non hanno fra di esse alcuna relazione simile 
a quella che abbiamo osservata tra le radici immaginarie; interamente indipendenti 
le ime dall' altre, queste radici non sono subordinate che alle condizioni che le- 
gano i loro valori numerici ai valori dei coefficienti (n 0 19). Si classano in com- 
mensurabili e incommensurabili : le radici commensurabili sono quelle il di cui 
valore può esprimersi per mezzo di un numero intero o frazionario : le radici 
incommensurabili sono quelle il di cui valore non può esprimersi che per mezzo 
di numeri irrazionali ( vedi questa pahola ) , o per serie infinite di numeri 
frazionari. Si dimostrerà alla parola Radice, che un'equazione riportata alla 
forma (p) e di cui tutti i coefficienti sono numeri interi, non può avere alcuna 
radice frazionaria ; le radici di tali equazioni sono perciò o numeri interi, o nu- 
meri incommensurabili, o numeri immaginari. Ed è soltanto allorché un’equazione 
ha dei coefficienti frazionari , o che il suo primo termine ha un coefficiente di- 
verso dall' unità, che possono esserci delle radici frazionarie: da ciò il gran van- 
taggio di riportare tutte 1’ equazioni a noti avere che coefficienti interi sotto la 
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forma (/»). Le t ras formai ioni che si possono far subire all' equazioni saranno espo- 
ste particolarmente alla parola Tram-db» azione. 

ta. La teoria dell' equazioni presenta due problemi fondamenlali inversi 
T uno dell’ altro, che si possono enunciare come segue : 

i.° Essendo date m quantità a , ò, c, d , ec. . . . m , costruire i coefficienti 
A,, A a , A s , A 4 , ec A m dell' equazione 

^ x m - 4 ~A 1 x m “MA a x m “ 2 -+- ec A^r+Amso, 

della quale queste quantità sono le radici. 

u°. Essendo dati gli m coefficienti A,, A a , A t , ec A m di quest'equa- 

zione costruire le sue radici a, ò, c , ec. 

Il primo problema non presenta alcuna difficoltà, poiché non si tratta che^di 

sviluppare il prodotto 

(x-+-a)(x-+-ò)(x-t-c)(x-+-</) ..... (x-t-m). 

Ma non segue il medesimo del secondo, e fino a questo punto il problema è 
stato riconosciuto al di sopra delle forze della scienza; e tutti gli sforzi dei Geo- 
metri son rimasti infruttuosi per risolverlo in tutta la sua generalità, e tutti hanno 
urtato contro la risoluzione generale dell' equazioni de! quinto grado. 

Tuttavia se non possiamo ottenere un'espressione teorica generale delle rodici 
per 1* equazioni di un grado superiore at quarto, i diversi processi di approssima- 
zione sono stati portali ad una perfezione tale , che possiamo considerare il pro- 
blema come sufficientemente risoluto per tutti i bisogni della scienza, Vedi Ap- 
prossimazione Vedi ancora Radici. 

Premesso ciò, cominciamo dal rammentare tutto quello che si sa sopra la solu- 
zione teorica dell' equazioni. 

a3. Equazioni del primo grado. Quest' equazioni , riportate alla forma ge- 
nerale 

xT-Ag = o^ 

sono immediatamente risolute facendo passare la quantità costante nel secondo 
membro, mentre si ha 

x= —A,. 

Tutto si riduce dunque a far subire all' equazioni del primo grado le trasfor- 
maiioui necessarie (n.° y e 8 ). Non può esserci difficoltà che quando si hanno 
piò equazioni fra piò incognite, e che bisogna eliminare alcuna di queste inco- 
gnite per ottenere un'equazione finale ad una sola incognita ( Vedi Elimina- 
zione). Qui ci contenteremo di tratture 1' equazioni ad una sola incognita , la 
soluzione di tutte le altre dipendendo dalla loro. 

a4« Equazioni del secondo grado. La forma generale dell' equazioui del se- 
condo grado è 

x a -+-A,x-+-A a = (A). 

Sotto questa forma, qualunque sieno le quantità costanti A,, e A a , intere o 
frazionarie, positive o negative, le due radici a e ò, sono date dall' espressioni 

«’ = -7 a, -<4V[ a Ì-4'0 ) 

\ (B), 

a = -7 a '_iV[ a! - 4Ai ] j 
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■limoli rate alla parola QcìMUTico. Coi!, dopo aver riportalo mi' equaiinne del 
secondo grado alla forma (A), non rimane che da eieguire, tojira i coefficienti 
A,, Aj, r operazioni indicale dall’ ripretaioni (B), per ottenere le due radici 
cercale. Supponiamo , per esempio , che un problema abbia condotto all egua- 
gliali la 

8x*c= 20X — 7; 

dopo aver fallo passare tulli i termini nel primo membro, il che iH 


8* 1 — 20 X-hJ — 0 , 


ao 

si dividerà tulio per 8, e si otterrà, riducendo la frazione -g- alla sua piu sera- 

i 

[ilice espressione 


x* — 



Paragonando con (A), avremo 


A, 




c, per consrguenta 



ovvero, semplicemente 


5 - 4 - 1 1 





essendo incommensurabile, fi Astrarrà la radice spingendo l' appretti (nazione 

abbastanza io avanti quanto la natura del problema potrà esigerlo; limitandosi 
e cinque decimali, si avrebbe 

<1=2,07916, b = 0,42087. 

Basta esaminare le espressioni (B) per riconoscere tutti i casi particolari che 
possono presentare le radici dell 1 equazioni del secondo grado. Si riconosce che: 
i° Le due radici sono sempre reali quando il coefficiente A a è negativo. 

2. 0 Esse sono ancora reali quando A a è positivo; ma minore di A,. 

4 

3.° Le due radici sono immaginarie quando A a essendo positivo , si ha 
A*«A.. 

4 ° Le due radici sono eguali quando A a = 4^a> csse sono ineguali in tutti 
gli alili casi. 
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5.° Finalmente, quauJo le radici aouo reali, ene non possono essere commen- 
surabili che fintantoché A* — 4 ^a * un quadrato perfello. 
a 5 . Equazioni del terzo grado. La loro forma generale è 

x , -t-A l x*-f-A 1 x 4 -A 3 = o ; 

ma per facilitare la loro risoluzione, ai riporta alia seguente 
x i ->rpx-i-q~o (C), 

la quale non ha secondo termine. ( Vedi Taasroaaaxione ). 

Le espressioni generali delle tre radici sono 


“=■ Vt _ ^ S)*** 

"•v'I-r-VC? *S)1 


— I -h V — 3 


— I — ^ — $ 


— i— V — 3 . 


(E) 


come gii è stato dimostrato. ( Vedi Colico) 

l’er dare un esempio di applicazione , sia I' equazione 

27*’ = 27 as*-i- 45 x-f- 1 1 8. 

Trasportando tutti i termini nel primo membro e dividendo per 27, comin- 
ccremo ad avere 


X 5 — — 118 

3 27 


(D). 


nella quale bisognerà fare x z-+- per mandar tia il secondo termine. ( J'cdi 

Tiasrossuziose). Otterremo in questo modo l’equazione in s 

t? — 2 *— 5 = o, 
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le di cui radici, aumentale di — , ci daranno quelle della propotla. Paragonan- 
dola con le formule generali, abbiamo /tee— a, q<=z — 5 , e, per conteguema 

q 5 q 1 25 p 5 8^ 

2 ^ 2 4 ~~ 4 a 7 a 7 

Sostituendo quelli valori nella prima dell’ eipreuioni (E), verrà 
valutando la radice quadrala, troveremo 

V(?-^) = VO^ 2 ’^ 003 '’ 

il che ci darà, sostituendo, 

— V O’O*""' )+v( 0-059979^ . 

Eseguendo I’ estrazione delle radici cubiche col mezzo dei logaritmi, otterremo 
a 1= 1, 5 o 3 iio-+- o, 391441 = 2 ,og 455 i ; 

aggiungendo a questo valore j ossia 0,333333, avremo definitivamente 

x = 2,427884, 

valore approssimato a circa 0,000001. Se si volesse un’ approssimazione supe- 
riore a quella che i logaritmi delle tavole usuali possono dare, bisognerebbe 

estrarre la radice quadrata \j con un grandissimo numero di decimali, per- 
V 108 

che l’estrazione della radice cubica potesse quindi somministrarne la quantità 
voluta. 

La prima radice a dell’ equazione trasformata essendo ottenuta, se ne deducono 
facilmente le due altre; poiché indicando con m il valore numerico i,7o3iio 
del radicale 

e con n il valore 0,391441 del radicale 

le due radici b y c prendono la forma 

. — (m-f-n) - 4 * (m — «) \l —-3 

ù *=* , 

a 

• — (m+fl) — (m — n) yj — 3 
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il <he ila rimettendo i valori di m e di n, 

t = — i, 047275 -t- o,655834 y — *3 , 

£= — 1,047175 — 0,655834-^ — 3- 

Per riportare queste due radici alla forma primitiva, delle quantità immagi- 
narie , bisogna osservare che y/ — 3 = 3 . yj — 1, e moltiplicare o, 65383 j 


operaiione essendo effettuata, aggiungeremo — a ciascuna r.i 


per 3 . Quest’ 

dice, ed avremo defiuitivamente per le tre radici dell' equazione proposta (I)) 
1 ,,..*ss -4-1,417884 , 


3 . 


. . . x = -0,713941-4- i,i 35938 ^ — 1 
. x = — 0,713941 — 1, 1 3f»938 ^ — 1 


16. L' espressioni teoriche (E) non possono servire alla valutazione numerica 
delle radici dell’ equazioni del terzo grado che in casi simili a quello che ab- 
biamo esposto, cioè quando una sola delle tre radici è reale. £ evidente che se 

«3 o* 

il coefficiente p fosse negativo, e che inoltre — fosse più grande di — , la 
quantità 


V(?-S) 


sarebbe immaginaria; allora )' espressione di a prenderebbe una forma immagi- 
naria , e quelle di b e di c si troverebbero doppiamente complicate d' immaginari, 
dimodoché al primo aspetto, sembrerebbe che l'equazione non potesse avere al- 
cuna radice reale; ma si sa che ogni equazione di grado impari ha almeno una 
radice reale (n.° 10); cosi quando l'espressioni (E) piendono tutte tre una forma 
immaginaria, esse sono in difetto, almeno sotto il rapporto numerico; mentre ci 
assicuriamo, sviluppandole in serie, che esse nascondono dei valori reali che que- 
ste serie possono far conosrere. In questo caso singolare, le tre radici sono per- 
ciò reali; tuttavia le serie che l'espriraono, sono in generale, troppo poco conver- 
genti per poter essere impiegate vantaggiosamente; e quello che possiamo lare 
di meglio, si è di ricorrere alle funzioni trigonometriche, per mezzo delle quali 
possiamo sempre ottenere i valori delle radici nel modo il più diretto e il meno 
faticoso. Riporteremo in questo punto alla turo forma più semplice le formule che 
abbiamo dimostrale nel primo volume, alla parola Casu iuriducibilb. 


l.° Caso. Se l'equazione c della forma 

x 3 — px-4-7 = o .... (F), 

p e 7 essendo numeri esseuzialmenlc positivi, e tali che si abbia la condizione 
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fi calcolerà un arco y per meno della relazione 



e le Ire radici saranno date dall' espressioni 



a 0 Caso, p e q essendo sempre numeri essenzialmente positivi sottoposti alla 
condizione ^p’^27/) 1 , se I’ equazione è della forma 

X J — px— y = o . . . . (H) , 

non sarà cangiato che il segno delle radici; l'espressione (G) di seny rimarrà 
la medesima, e 1’ espressioni (I) diventeranno 

* = — sen jyX*y/jP 

x = — sen ^6o“- ~ f 2 \J P 

* = -t-sen ^Go°-t- y f ) X 3 \J fP 

I calcoli indicati da queste formule sono troppo semplici perchè ci sia bisogno 
di darne degli esempi; d'altra parte se ne troveranno in seguito nella loro ap- 
plicazione al quarto grado. 

27. La soluzione del caso irriducibile dell' equazioni del terzo grado per mezzo 
delle funzioni trigonometriche è tanto facile , che deve sempre essere usata di 
preferenza ai metodi di approssimazione , i quali spesso non conducono ai valori 
delle radici che per mezzo di lunghi calcoli. Possiamo egualmente servirci di 
queste formule quando non ci è che uua sola radice reale, ma allora possooo 
presentarsi quattro differenti casi. 

i.° Caso , p e q essendo , iu questo primo caso come nei seguenti , numeri es- 
senzialmente positivi, l'equazione è della forma 

x 2 -i~px-h<l = o . . . . (L). 

Si caIcole«i uq arco y per mezzo della relazione 

(M) ' 
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quindi un arco u per mezzo dell' altra 

3 

tangwca^ langy y (N), 

e U radice reale arri per espressione 

*=a — cota«X a ^ \ P • ■ • • (°)*' 

a.° Caro. L’ equazione è della forma 

x*-+-px — 7 = 0 (P). 

L’ espressioni di tangy e di tangu saranno sempre le medesime; solamente 
la radice cangerà di segno, e diventerà 


* = cotauX a 

3 .* Caso, L’ equazione è della forma 


• (Q)- 


e si ha di più 4/> s <a79*. 
Si farà allora 


x 1 — px- t-ye=o .... (R), 


sen ys 


*ft X2 V 7' 


. . (S). 


tang 


s 

w = v tangl 

V O 


r 


La radice sarà data dall' espressione 




■ • • (T). 


sen a w 

4° Caso. La condizione 4 P > < 3 7V 1 avendo sempre luogo, l'equazione è della 
forma 

x 3 — px — y = o .... (U). 

Le precedenti espressioni rimarranno le medesime, ecretlnalo quella tra le ra- 
dici che prende il segno e diviene 


Vt' 


(V). 


Per maggiori schiarimenti circa tulle le sopra notale formule trigonometriche* 
che appartengono alP equazioni del terzo grado, si potrà consultare Cagsoli 
Trigonometria piana e sferica , Bologna, i 8*4 n.i 824 c seguenti. 

Abbiamo applicalo queste formule ( Vedi Cubico) all’equazione a 3 — 2 x — 5 = o. 
Questa medesima equazione essendo inoltre stata trattata, alla parola (Appros- 
simazione) con i metodi del Newton e del Lagrange, possiamo assicurarci, para- 
gonando i calcoli che la risoluzione diretta dell' equazioni del terzo grado, per 
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III 67 .Z 0 delle fiiniioDi trigonometriche, e ruperiore a tutte le altre per la sua pron- 
Irita e la sua semplicità. , 


Quando — = , e che 1 ’ equaiione è della forma 


x 3 — px it <j ss o. 


i radicali quadrati 


-V(f-S) 


spariscono dall’ espressioni teoriche primitire (E); la prima si riduce ad 


a=sa 


e le «lue altre divengono, conseguentemente, 

» , a — i -+• V — 3 n — i — y — 3 a 

* = - X — -+-~ X =- r , 

2 2 2 2 2 

fi — i — V — 3 a — i -+- V — 3 a 

c=- x + - X « 

2 2 2 2 2 

Le due ultime radici sono dunque , in questo caso , eguali fra loro, e con un 
segno dilTerenle dalla prima, che è positiva quando q è negativo, e negativa nel 
caso contrario. Si vede di più che il valore numerico assoluto delle due radici 
eguali è la metà di quello dell'altra. Le formule trigonometriche del caso irri- 
ducibile conducono allora alla soluzione più semplice dell' equazione ; poiché , 
osservando che 1' espressione 

Zq I 

= -X _ 

P 


è la medesima cosa di 




si riconosce che, nel caso di 27^=3^, senyc=vi, donde ^>==90° e — ^ = 3 o°. 


IVIa ( fedi Sino) sen 3o° = —- ; dunque, sostituendo questi valori nell' espressioni 


(f) e (K.) , si ha 


: = -ty/^p. 
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I sogni superiori si riferiscono a q positivo, e i segni inferiori a q negativo 

Si otterrebbero egualmente quest 1 ultime espressioni , le quali non fanno di- 
pendere la soluzione dell* equazione che da un'astrazione di radice quadrata % 
partendo dalla condizione 

t = t. 

4 * a T 

Infatti , se si prende la radice sesta dai due membri di quest' eguaglianza , 
viene 



dunque » 

VWf 

28. Resulta dalle formule precedenti, che un'equazione del terzo grado , ri- 
portata alia forma generale 

x*+px+qx=zo , 

nella quale p e q sono numeri posi li vi o negativi, può avere: 

i.° Tre raJici reali ineguali, di cui due negative e una positiva, o due posi- 
tive e nna negativa, secondo che q è positivo o negativo. 

2. 0 Tre radici reali , delle quali due eguali e di segno contrario alla terza nu- 
mericamente doppia di queste prime. 

3 .° Finalmente una radice reale, positiva se q è negativo, negativa se q è po- 
sitivo, e due radici immaginarie. 

Il primo caso ha luogo quaudo p è negativo, e quando si ha ^p*> 2 qq* *, il 
secondo, allorché p è negativo e tale che 4/ ?s==a 7y a » il terzo, tutte le volte 
che p e positivo, ovvero nel caso in cui essendo negativo, si abbia 4p a < a 7 , 7 a • 

Soltanto nel caso in cui 1 ’ equazione sia completa essa può avere tre radici 
eguali e tre radici del medesimo segno. 

29. Equazioni del quarto grado. L 1 espressioni teoriche delle radici dell' equa- 
zione del quarto grado sono raramente impiegale per valutare numericamenle 
queste radici, a motivo dei lunghi calcoli che siamo costretti ad eseguire. 

Sia 

* 4 -t-Ax a -t-Bx-i-C = o (*) , 

una tale equazione privala del secondo termine , e nella quale A, B e C sono 
numeri qualunque positivi o negativi \ formiamo con questi coefficienti 1* equa- 
zione del terzo grado 

(A*— 4C)* — B a = o ....(* ), 
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che li chiami li ridotta ; indichiamo con *' una qualunque delle radici reali di 
quella ridotta, e facciamo per maggior semplicità yj »' = a; te quattro radici 
dell’ equazione (t) saranno 


X a 


:=-4--a-t--v/["— ^ a 1 — - A— - 1, 
a V L 4 2 aa J 

1 = •+■ -a— J\ io* A. — - j, 

a V L 4 2 aa J 


come l'abbiamo dimostralo alla parola Biqoadsatico. 

Osservando che il valore numerico di a può indifferentemente prendersi col 
segno o col segno — , perchè esso proviene dall' estraiione di una radice 
quadrala, e che uon ostante non ne resulta che quattro valori differenti per x , 
per conseguenza dell 1 eguaglianza 



aC 

o'+A ± — 
a 



rhe si ottiene facendo, nella ridotta, a = a 1 , si possono adottare per T espres- 
sioni delle radici le quattro formule simmetriche 



Risulta dall'analisi di queste formule: i.° che quando la ridotta non ha che 
una sola radice reale, la proposta ha due radici reati e due immaginarie; avelie 
le radici della proposta sono tutte quattro reali o tutte quattro immaginarie , 
quando le tre radici della ridotta sono reali, cioè: tutte quattro reali, se le Ire 
radici della ridotta sono positive; tutte quattro immaginarie, se una delle radici 
della ridotta è positiva c le due altre negative. In queste due circostanze, la ri- 
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dotta cade nel caso irriducibile, e la soluzione teorica dell' equazione del quarto 
grado si trova complicata di tutte le difficoltà inerenti a questo caso. 

3 o. Le funzioni trigonometriche , alle quali bisogna necessariamente aver ri- 
corso, quando le tre radici della ridotta sono reali , rendendo in tutti i casi , i 
calcoli meno faticosi, indicheremo per mezzo di alcuni esempi , la loro appli- 
cazioiie alla soluzione diretta dell' equazioni del quarto grado. 

Cominciamo da osservare che, per risolvere la ridotta (a) bisogna riportarla 
alla forma x*-*-px-b(/ = o , c fare sparire il suo secondo termine; faremo perciò 


Z t=3 jr 



e, sostituendo questo valore nell' equazione (oc), otterremo V equazione finale 


r »_ ( ) r _ (8 ÀC - l A 3 - ) =0 . . . (,). 

Quella risolata per mezzo delle formule date di sopra, ci farà conoscere il za- 

2 

lore di y, e quindi quello di z=y — A; facendo dunque 



le quattro radici (fi) dell’ equazione del quarto grado prenderanno la forma 



Se P equazione in y ha tre radici reali, potremo impiegare a piacere una qua- 
lunque di queste radici, i risultamenli saranno identicamente i medesimi. 

3 i. Proponiamoci P equazione 

ar 4 — lax'-f-iax — 3 = o, 

avremo 

A = — ra, B=s + u, C ss — 3 , 

il che ci darà 

— AN-4C 1=548 — sa =s 3 G , 

8 a 

AC — ^ A 3 — B a = 9G-+-i28 — 144 — 80. 

1/ equazione in y sarà dunque 

y 3 — 3 Gj-t- 8 o = 0, 

ed essa cade nel caso irriducibile, poiché 

4 (3Gr>2 7 (8o) a . 
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Paragonandola col l.° Caso n.° 

3 X 8 o 

,eD ?=‘ - S T 


EQU 

36, faremo p = 3 G, 95=80. 


a \ ìa 


~ ^ 3 y , 3 


Eseguendo 1 calcoli per mezzo dei logaritmi , terrà 


Log ao =3 i, 3 oio 3 oo 
Log 3 t= 0,4771312 
o, 8239088 


— Log iz = 0,5395906 

a 

Log a := o, 3 oio 3 oo 
O, 8406206 


Log ( ) = 0,8239088 


Log ^ a -^ta ^ = 0,8406206 
Differenza = 9, g 83 a 88 a. 

Si aumenta di 10 unità 1 ’ ultima caratteristica per riportare i seni naturali ai 
seni delle tavole. 

Quest’ ultimo logaritmo essendo quello di seu<p, le tavole dei seni c’insegnano 
che f ss 74° sa' a 4 '', 6 . Sostituendo ij terzo di quest’arco nelle formule (l), ot- 
terremo 

y s= -t- sen ( 24° 44 ' 8 " , a ) X a V 1 2 > 

y t= •+■ sen( 35 ° i 5 ' 5 i", 8 ) X 2 V 12 > 
r = — sen( 84 <> 44 , 8 " ,a)X 2 V*=*- 

Eseguendo i calcoli , il che riducesi a tre addizioni , poiché il logaritmo di 
a^/ia è digià dato con i calcoli precedenti, troveremo definitivamente 

r >= = -+■ 3,89898, 

r = '*- 4 . 

jr = — 6, 89898 . 

2 

Questi valori provano che le radici della ridotta j A =y-+-8 sono tut- 

te positive, e per conseguenza che le radici della proposta sono tutte reali. Im- 
piegando il più semplice dei valori di y=s^ avremo 

a % 

a * t =/-+-8 = 1 2 , - = 3 , 
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valori che, sostituiti nell’ espressioni ( 9 ) eoo quelli di A e di B, daranno 


V ! - V l f — -jvì 1= - V 1 - V [ 3 - V ! ] ■ 

f4-'- j 7s]=-V 3;t V [* — V*l- 

Fatti tutti i calcoli, troveremo 

* sa -4- o, 443?77 » * = •+■ a, 858 o 83 , 

x = — 3,907377, x = -t- 0,606018. 

3 a. Prendiamo per secondo esempio 

x*— 3 x*— 3 ox— 88 = o. 

In questo caso 

A = — 3 , B = — 3 o, Ccs — 88; 

c , per conseguenza , 

■— A l -+* 4 C ca 3 — 3 Sa=a — 349 ’ 

AC — A* — B 1 = 704-t-a — 900 =3 — 194. 

L’ equatione ( '/ ) i perciò 

r'-+- 3 4 ar— >94 = °- 

Quest’ equazione non avendo che una sola radice reale , poiché il coefficiente 
del suo secondo termine i positivo, la paragoneremo all’equazione (P) del n.° 27, 
a." caso, il che ci darà, facendo 71 = 349, 7 = 294 

taDg? =3^4 Xa V?- 

Cominciando dal calcolare isolatamente l'ultimo fattore generale che 

V "3 

entra nell’ espressione della radice , avremo 


Log 349 ... . 

. . . . = 2,54282543 

Log 3 . . . . 

. . . . so, 477 lai3 5 

Somma . . . . 


Metà 

. . . . a i,o 3 a 85 ao 9 

Log 2 

....== 0, 3 oio 3 ooo 

Log( 2^ 349 ) . . 
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Or» 


•tonde 


Log 349. . . 
Somma . . . 
Log 3 
Differenza 
Log 194 . . 

Log tang 1 . 


1,33388209 
= a, 54383843 
= 3,87670753 
= o, 477 «aia 5 
1= 3 , 39958637 
3= 2, 38780173 

=31,1 I 178454 


)i 3 = 85 # 34' 46", 07 , e —73=43*47' 33 ’', 04- 


Soslituendo quello valore nella formula (N) essa di verrà 
1 

tang u 3= [fcng^a* 47' a 3 ",o 4 ^ J 

e ci farà conoscere 

•■> = 44 * iS' 45", 34 ; 31.1=388° 3 i' 3 o", 68. 

Il calcolo di y si riduce alla seguente addizione : 

Log( ) =3 ,, 33388 a. 

Log cot (88* 3 t' 3 o", 68). . . . =8,4107106 

L»gr 9*7445937. 

Sottraendo 10 dalla caratteristica di questo logaritmo , per riportare al raggio 
= 1 la cotangente delle tavole, esso prenderà la forma 

— i-H>, 7445937 

e corrisponderà per conseguenza al numero del logaritmo 0,7445937 diviso per 
il numero il di cui logaritmo è 1; il primo numero essendo 5,55382, e 1 ’ ultimo 
essendo 10, se ne concluderà j-aco, 55538 a. 

Questo valore di y ci darà 


s = 0,555382 -+- ~ ,3 = a, 55538z 

e , per conseguenza 

a =3 V ( a, 555383 ) = ( , 5 9 8556. 

Sostituendo questi numeri nell' espressioni (ò) , verrà 

= = -♦-0,799378 ±- V( 10,244633) 

= -+• 0,799378 ±: 3, 300732 , 

donde ==4 e x = — 2, 401444- Le due altre radici sono immaginarie. 

33 . L' equazioni dei gradi superiori al quarto non si sono potute ancora risol- 
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vera in un modo generale; ma in mancanza dell 1 espressione teorica delle radici 
di queste equazioni, ai posseggono metodi, i qnali danno in tutti i casi, la 
loro salutazione numerica , s dei quali probabilmente sarebbe indispensabile di 
far uso, quando ancora seguisse la scoperta dell'espressione teorica. Il problema 
che tratteremo non consiste più a costruire teoricamente le radici di un' equa- 
zione per mezzo dei suoi coefficienti, esso ai riduce a trovare i valori delle ra- 
dici corrispondenti ad alcuni valori particolari dati ai coefficienti. L' equazioni 
considerate sotto quest' ultimo punto di vista prendono il nome di numeriche. 

34- Avanti di passare alla risoluzione dell’ equazioni numeriche, parleremo 
dell’ equazioni binomie, trinomie, reciproche, dell' equazioni a più incognite e 
quindi indicheremo una quantità di equazioni la cui soluzione può tempre ri- 
portarsi a quella dell’ equazioni dei quattro primi gradi. 

Equazioni Bidomis. 


35. Si dì questo nome a qualunque equazione, la quale non conteoga che una 
sola potenza dell’ incognita , come 

A„*-"± A. = 0 . 

La soluzione di quest' equazioni ci conduce a diverse particolarità interessanti 
che indicheremo. 

Cominciamo dal riportare In precedente equazione alla forma più semplice 
x”i- An=o .... (A), 

dividendo i suoi due membri per A„ e facendo quindi ~ csA. Sotto quest' ul- 
lima forma è evidente che ti ha immediatamente 

m 

* = V ± A 

Ora, ti sa (Elkvsziork allb wjtbssb , n.* 7 ) che una radice del grado m am- 
mette m valori differenti, perchè 


a= > /[(i,).A]=i > /*«X > /A, 

e perchè V unità positiva o negativa ha m radici differenti, di coi una o due al 
più possono essere reali. Infatti, semi impari , ti hanno le radici reali 

1 1 


ì- 


m 

I , ^ — I ss — I , 


e le altre m — 1 tono immaginarie , nel mentre che se m è pari ti ha per 
le due radici reali ( vedi Algzbsa n. 3 7 ) 


m _ m 

^+i=+i, ^ 


+ lc= — I , 


ma per — 1 , tutte le radici sono immaginarie. > 

Se indichiamo dunque con a, or,, a,, *j,ec., le m radici dell' uniti po- 
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sili va e con a', a',, a',, a',, ec. le m radici dell' imiti negativa, gli m valori 
di x che soddisfanno all' equazione 

A = o, 

saranno , 


Per A negatila 

Per A positiva 

m 

j — ■ 

m 

■*— ay A, 

*=> A, 

= >i ^ A , 

II 

<-> 

►J 

m — 

= »» yj A 1 


ec. 

ec. 

m _ 

*=««-^A, 

v 

Indichiamo dunque in generale con y le radici dell'anilà, avremo xsxy yj A , e 

sostituendo nell’ equazione (A), otterremo 

. A +* Ac= o. 

donde y m ±" i = o , 

equazione binomia la più semplice di tutte, e dalla soluzione della quale dipende 
la determinazione delle m radici dell’ uniti positiva o negativa, 

36. Cominciamo dal considerare il segno — , cioè il caso dell’ equazione 

y m — i 

= 0, 

e prima di tatto osserviamo che se m è 
dire se per esempio si ha p e 

deli’ equazione proposta può riportarsi a 

un numero composto di fattori , vale a 
q essendo numeri interi, la risoluzione 
quella dell’ equazioni inferiori 

• • » e .» 1 ; * a 1 * 1 ' 

y T - i=o, 

. 1 i t 

j-1 — i = o. 

poiché se indichiamo con ac una delle radici della prima, e con 5 una di quelle 
della seconda , avremo > 

cP et, 


e per conseguenza , 

. ' . a . . 

i 7e=i , 

•tJ 

fi 

>1 

II 

dalle quali 

• 


= (x.p)"=, 
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<->rr 


* 

isso: 


dunque il prodotto delle radici 9 e fi è una delle radici della proposta. 
37. Applichiamo quest' osservazione all’ equazione del sesto grado 


) - iao. 


Siccome abbiamo 6=52. 3 , la risoluzione di quest'equazione si riduce a quella 
delle due seguenti 

y % — 1=0, y* — 1 = o. 


Ora, le radici della prima sono, a motivo di ys= si* 1 


jrssB-t-l, «* 

Quanto a quelle della seconda, una di esse essendo necessariamente ye=z 1 , di- 
videndo y 3 — 1 per y— 1 , il quoziente y*-by-ht , eguaglialo a zero, darà T e- 
quazione del secondo grado 

y*+y+l ca o, 

dalla quale dipendono le altre due radici. 

La soluzione di quest' ultima dà (vedi Quadrato) 

— i + y - 3 — 1 - y - 3 

r= ; * r= — • 

2 2 

roti formando lutti i prodotti di ciascuna delle radici di ^‘-issi con quelle 
di^-*— 1=0, troveremo per le sei radici di y ‘ — 1 = 0 


— i-t-V — 3 — 1 — y — 3 

; , . 

a a 

* . . ‘ • , • , .. * I 

-t*i — V — 5 -t-i-t-V — 3 
• ‘ 

. I 

38 . Con faciliti passiamo vedere che se l'esponente m fosse decomponibile in 
più di due fattori, la risoluzione dell'equazione y " — 1 = 0 dipenderebbe da 
quella di altrettante equazioni quanti fattori contenesse l’esponente m, e che 
supponendo per esempio, m=p ,q.r .s.t ec. , 1’ equazioni 


yP— 1 = 0, y-r— 1=0, y r —t = o, y , —i=o, ec., 

. ‘ I * ' 

darebbero delle radici i di cui prodotti sarebbero le radici della proposta. 

3 g. Quando mirai numero impari, ed esso allora è della forma an-l-i, l’e- 
quazione ‘ '• ' 

yus+t — 1=0, 


ba tempre una radice reale ai, « conseguentemente il ino primo membro è esat- 
tamente divisibile per y — i (n.° 17). Ma 11 quoziente di y***’ — t per y — i è 
(vedi Divisione, n* ai ) 

y i "-i-yV'- t +y*"- % +.y M - f - t-ec -i-y^-T-y-r- 1. ■ ...... 
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Coi! le 2 « altre radici della proposta dipendono dall’ eq unione 


i-j- 1 "-® -4- ec *+■/ *'+T+" 1 = o. 


che è del genere di quelle che si chiamano reciproche , e delle quali possiamo 
sempre abbassare il grado ( vedi in seguilo n.° 49)- 

Intatti dividendo tutto per y* e ravvicinando i termini egualmente distanti 
dagli estremi , quest' equaiione diventerà 

eo +r*-f-p+r-»-y==° 

e se facciamo 


donde 

otterremo tnceessivaenle 



y* — ty-yi a o 


r s -^p = *’-3., 

r* -+•— t = ** — 4** ■+■ » , 
.r* 


»‘-t — , c= * s — 5t l -+-6x, 

r 


cc. ss ec. 


r ' — =. a - 
r* u ... 1,2 

!/(u — 4M “ — 5 ) C 


I . a . 3 


Sostituendo questi valori nell'equazione precedente, otterremo evidentemente 
uh’ equazione in z del grado n t ciascuna radice della quale messa in vece di que- 
sta variabile nell’ equaiione 

y* — zy i = o 


fari conoscere due valori corrispondenti di y , c, in questo modo, si determine- 
ranno i 2 /i valori di y i quali, uniti al primo yz=.i % formeranno le 2 B-H ra- 
dici dell' equazione y in +i — i c= o. 

4o. Proponiamoci per esempio di trovare le cinque radici quinte dell unità, 
ossia le cinque radici dclP equazione 

r l — 1 = °- 

Quest'equazione, come tutte V equazioni simili di grado impari avendo una 
radice reale y assi, dividiamo y* — i per y — i , ed otterremo per quoziente 

= ° » 

equazione del quarto grado, dalla quale dipendono le quattro altre radici. 
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estremi, troveremo 

facendo 
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7* c ravvicinando i ttrmini egualmente distanti dagli 


7’-+- — 

y % r 





« sostituendo, quest' ultimi diverr!) 

l 1 -*-*— I c= o 

le quale , risoluta col metodo del secondo grido ( vedi Qoadiìto) ci dark per 
le sue due radici 


— I -+-V 5 — I —y/ 5 


a 

a 

Ma l’equazione ausiliare 


1 

r-+- — = t . ovvero 
7 

7*-*r+’ = 

trattata col medesimo metodo, dk 


*-+- V**-4 

7 = 1 3 . . 

a 

(.), 

* — V ** —4 

7= ■ . 

a 



Sostituendo anccessivamente in questi valori quelli di c , otterremo definitiva- 
mente per le cinque radici della proposta 1’ espressioni 

r*"' (i). 


y ■ ■ 

— i -+-V 5 -+-V ( — io + a\(5) 

• • ( a )i 

J — ■ 

4 


_ I — y/ 5 -4-V (— IO — a v*5 ) 

• • (3), 

7 ^ 

4 


— ! -+- V 5 — V ( — 10+2^5) 

• • (4). 

7 = 

4 


— i — ““V ( — *° — aV 5 ) 

• • (5). 

7 ==3 

4 


4>- Da quello che abbiamo detto, si vede che quando l'esponente generale m 
dell’ rquaxione binomi» può decomporsi in fattori semplici o primi più piccoli 
di ir, 1’ equazione i sempre risolubile con l’aiuto dei processi conosciuti per 
I' equazioni di secondo e terzo grado; ma se quest' esponente contenesse fattori 
eguali o superiori a s i , il metodo di decomposizione del quale ci siamo serviti 


t 
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diverrebbe insufficiente, poiché pel fattore ti, solamente, bisognerebbe risolvere 
I’ equazione parziale 

r"-i=o. 

la quale ci condurrebbe all' equazione reciproca del decimo grado 


la quale non può abbassarsi che al quinto grado 

Ma se è impossibile di ottenere in tutti i casi 1’ espressione teorica elementare 
delle radici dell' equazione 

y m — i ss o 

possiamo almeno sempre esprimerle in un modo generale con 1’ aiuto delle fun- 
zioni circolari [vedi Sano) poiché, in virili del teorema conosciuto 


• seno 


v~r= 


coj »en m © 


y- 


me© essendo numeri qualunque, se si fa 


donde y ss — ir, 
m 

r indicando la semi-circooferenza del circolo il di cui raggio è i , si avrà 
cos a»s+ sen an — i = i , 

fintaDtnché n sarà un numero intero positivo, poiché in questo caso 


cos 2 n:r=i, sen arsir = o; 
si ha dunque , ancora nel medesimo caso 


( 


a n 

cos — 7r-+-sen 
m 



= i* 


sostituendo quest'espressione invece dell' unità nell' equazione binomia , otter- 
remo 


y 


( 


a n a n 

cos — 7 t sen — n 
m m 



e, conseguentemente. 




2 n a/i 

cos — n -4- sen — n 
m m 



. . . (a'). 


Facendo dunque successivamente nc=o, asi, n — a, ec.,fìno ad nsn — i, 
in quest' ultima espressione avremo le m radici deli' unità. 

Se per n si prendessero numeri maggiori di m — i si ritroverebbero all' infi- 
nito gli m primi valori, a motivo delle periodicità delle funzioni seno e coseno. 

4a. Tra le radici dell’ unità esiste una relazione importante che dobbiamo in- 
dicare. 
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rie , corrisi 

Z7T / 

-b sen — x / — i =s a : 
i m V 


529 

La prima delle radici immaginarie , corrispondente al valore ns i, è, indica» • 
dola con a 

jr=z cos 


ora pel teorema fondamentale 

2/2 1—— / 27T 2 7T / \ » 

— 7T %/ — i =s I cos b sen — %/ — i 1 = a". 

m y \ m m V / 


2/t 

co* — 7r -b sen 


Così tutte le radici dell* unità potranno estere rappresentale con le potenze 
di questa prima a, o per la serie 

a 1 , a* , a 3 , a 4 , ec a" 1 ”'. 

Questa proprietà delle radici dell' unità rende più facile la valutazione dei loro 
valori , poiché basta trovare la prima radice immaginaria facendo /«=i nell'e- 
spressione (</). Se si trattasse per esempio dell'equazione binouiia 

>•— i=o, 

si avrebbe m=6, e per conseguenza la prima radice immaginaria sarebbe 

2 2 / 
r = co * n -bsen — w y — i , 


I / * 1 \ 7T i 

'T wmt "*\7"-T") = ,en 6 = 7’ 


poiché il seno di 3o° è eguale alla metà del raggio; si ha dunque , a motivo 
della relazione generale cos* y -b sen a f = i , 


a 1 1 

sen — - 7r = i — — - , e sen 

4 q 


donde 


W-T-iV r - 


Tale è la prima radice immaginaria. Da quello che precede avremo dunque 
per le sei radici dell' unità 

i — 3 


l 


: r— 


i -t- v — 3 -] 

l‘_ 1 -+-V - 3 

2 j 

1 2 

i -f V — 3 ~ 


a " . 

1 = 

~^1 

3 

*■-*- V — 3 i 

| — i — \/ — 3 

2 J 

2 

. •+- V - 3 i 

1 “ 

1 

< 

II 

CO 

2 J 

r. 

1 3 


4 a 
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valori che di già abbiamo ottenuti , di sopra n.° Zj , con un processo differen- 
lissimo. 

43 . Esaminiamo ora le radici dell’ unità negativa , o quelle dell'equazione bi- 
oomia 

= o. 

Si sa ( Vedi Seno) che 

co» (aw-fr-i) 7 r = — 1 , sen (a/M-i) n = 0 
quando n è un numero intero positivo qualunque; così si ha 

cos( 2 «H-i)rr-+-sen( 2 rt-+-i) 7 r — 1 = — 1 

e , per conseguenza , 

^■" l = cos(2/i'+-i)ffH-sen(2/i-hi) n yj — * 1 

donde 

m 1 — 

y=z j^cos(2/i-t-i)^-+-sen (2 /i-+-i)tt ^ — 1 J 

aw-Hi 2/1-M / " 

= cos — — — <t sen -• n w — 1 . 
m m V 

Tale è l'espressione generale delle radici dell* unità negativa , da cui si 
otterranno i valori facendo successivamente w = o, arsi, « = 2, ec. , fino ad 
nn=w — 1. 

Indichiamo con « la radice corrispondente a w = o, o 


si ha 


? r n / 

cos t- sen — % / — 1 = 2 , 

m tu y 

*1 := ^ cos — sen yj ~ 1 ^ lw+l 


(2n-+-i)rr (2/J-+-1) 7 r 

: coi •+■ sen ■ — 


vale a dire che tutte le radici possono ancora esprimersi per mezzo delle po- 
tenze di questa prima, e che esse sono rappresentale dalla serie 


44 - Ee radici dell' unità tanto positive quanto negative sono ancora date dal- 
V espressioni generali 


y = cos — ir — sen 


2/1 •+- 1 2/1 

r = cos n — sen — - 


20 / 

— 7T W — I , 

WS Y 

w 
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poiché si ha effettivamente per lutti i valori di n interi e positivi 


eos 2n ir IH seo 2n n 


y— « =«. 


s(2rt-4-i) 7 r i: sen (sut-t*i) n- ^ — i =; — i. 


Ma è facile vedere che i valori delle radici corrispondenti ai valori neo, nei, 
fissa, ee. ; saranno i medesimi che quando si prende il segno solamente 
esse si presenteranno in un ordine differente. 

Resulta da questa considerazione che se 

— i 

è una radice immaginaria dell’ unità, 

n—byj—l 

ne è necessariamente un’altra del medesimo grado. Si chiamano radici coniugate ^ 
tali radici le quali non differiscono che pel segno del coefficiente di — i . 

45. Se rappresentiamo generalmente con a-i-l yj — 1 una delle radici imma- 
ginarie dell’ equazione binomia x m — 1=0 , a — b \J ~ * *®rà la radice coniu- 
gata , e il primo membro di quest’equazione x m — 1 sarà esattamente divisibile 
( n.° 17) per 1’ una e l’altra delle quantità 

x—a—b yj — 1 , 

JC — (J-+-A yj — 1 • 

Questo primo membro sarà perciò ancora esattamente divisibile pel prodotto 

u-\-b yj — 1 ^ = aax-t-a*-t-A* , 

o, ciò che equivale al medesimo , x 1 — 2 ax-ha*+b ì sarà un fattore del secondo 
grado dell’equazione proposta. 

Possiamo dunque facilmente trovare tutti i fatturi del aecondo grado di un' e- 


"> 
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<j nazione binoroia , prendendo il prodotto dei suoi fattori coniugati del primo 
'grado. Per esempio le cinque radici dell' equazione i s — i=o, sono 


f 

-W-*’ 

8 8 / — 

cos — rr -t- sen -g rr y — i , 

il clic si trova facendo successivamente n = o, i, a, 3, e 4 nell'espressione 
(a') n.° <i. 

Ora osservando che (cedi Seno) 
coi o=i, sen o = o , 

G 


coi o -+- sen o 


cos — - rr -+- sen 


cos — 7r -+• sen 

5 


cos— 7r-+-sen 
5 


cos 


Jrr = co.(rr-t-l,r) = eo,(sr-lT) = eo»| rr, 

G / i \ / * \ 4 

~ tt= sen I t — ?r 1 =i — «en ( rr — — 7r j = — sen — n f 

T ' = co « (* + 1 ” ) = c OS (rr - rr ) = 


a 

: cos — rr , 


8 / 3 \ / 3 \ a 

sen — rr = sen I * + )i= — *en I rr — — rr I = — sen — rr , 

le i|iint I ro radici immaginarie diventano 


COI -~7T~b «n 

5 


4 . 4 / 

cos " 7T *+- sen ~ n ^ — i , 


4 4 l~~ 

—■ rr — sen -• rr ,/ — i , 
o 5 V 


f n \!~ 
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e si ha per conseguenza 

x‘ — s=(x— s)^x — cos rr — «en rr ^ 

X ^x — co» rr - *en rv J 

X ^x — co» rr -t-»eo y rr \J ~ 

X ^x — co» rr sen y rr y — i^, 


r‘— i =a^x — ^x*— sxcos-|- x-»- i^x*— ax co» ^ rr-t- i^. 


formando i prodotli dei fattori coniugati. 
Si troverebbe nella medesima maniera 


e*— 1 1 =^ x 1 — a^ ^ x * — 


axcoi — rr-+-i 


)(-- 


2XCOS — rr -t- 1 


Da questa decomposizione deU'eqoazione binomi» in fattori del secondo grado 
è stato stabilito il celebre teorema di Colè» , del quale parleremo in seguito. 


Fonazioni tii.vojiie. 

46. Si dà questo nome a qualunque equazione della forma 
x»"’-t-Ax m -+- B = o, 

vale a dire , a qualunque equazione la quale non contenga che due potenze 
dell'incognita, e di cui l’esponente di una sia doppio di quello dell'altra. 

Quest' equazioni si risolvono come quelle del secondo grado, poiché facendo 
x m = * si ha i 1 ”^»*, e la proposta diviene 

e*-t-A*-+-B = o , 

le cui radici sono {vedi QnanaaTo) 



cosi indicando questi valori con a e b abbiamo successivamente 

i*'=a, ovvero x“ — a = o, 
x m = 4, ovvero x m — ò = o, 

equazioni binomie le coi radici saranno le ani radici delta proposta. 
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S e B> — , i «lori di * o ili x m faranno immaginari e potremo dar loro 


la forma 


\/~ ' x/' 4 


-i-V r "V“-T 


Coti, facendo 


4— 


x"caì' b \J ~ ' ’ 

e le am radici della proposta saranno rappresentate dall' espressione 

m 

WOW-'l 

Ma possiamo dare a quest' ultima la forma 

x ~ Vt V V - 1 ) ] 


e, siccome allora - — — r; 

’ V a a -hA A V o®4- b 

siamo supporre ancora 


, sono fraiioni più piccole dell ? unità, po§- 




‘ =3 COI •? , 


donde ricaveremo 


i 7^,-cos^ 


\/ [ a a -t-4 a J \ 1 

osservando di più che 

x/” t ^ = V[t +, -t]“ vb ' 

1' espressione di ur diventerà 


:= V P ' ■ j ( co, V- >en ? ~ ') l’ 
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iuj n essendo un numero intero, qualunque, abbiamo 
co* ( ari rr H- ® ) = co* , 

*en (an~-+-oj) = sen y , 

per conseguenza quest* ultimo valore Ji x è equivalente a 
am \ 

x » yjn . ì ^ co* ( 2 / 1 7r -4- ? ) i" *en (a/i 7r 4- ^ ) -y 
ovvero semplicemente 

Tale è V espressione generale della radice dell’ equazione trinomia ; troveremo 
i suoi am valori facendo successivamente n=o, nsi, n e= a fino a ncm-i. 
Prendendo per n dei valori al di sopra di quest’ ultimo, ricaderemo sempre sopra 
le stesse radici. 

47- H prodotto dei due fattori semplici coniugati 

K 

„ a mi / a/i 7T -f- ® \ / a/i i r-+- © \ / v 

*~ B - M -^r 1 ) •*•“"( v~T 

i 

„ am/ / 2 /ir + v \ / 2/1 rr -t- •» \ / | 

*" B - i*°'( )' sen (~^— )V— I’ 


_ 2m / 2/I7TH-® > 

-2 B . X cos I 


■(=?*) 


rappresenta tutti i fattori del secondo grado dell’ equaxione trinomi». 

48. La decomposizione dell’ equazion trinomia in fattori del secondo grado, ci 
dà i mezzi per dimostrare il seguente teorema, scoperto dal Moivre, sopra la di- 
visione del circolo in parti eguali. 

Teorema. Se si divide un areo Am (Tav. XCVI, fig. 6 )in un numero qua- 
lunque di pnrti eguali An, e che a cominciare dal punto n, si divida la cir- 
conf creata intera in altrettante pnrti quante Àn è contenuto in Ara, e che 
quindi da un punto qualunque O preso sul diametro AB, o sul suo prolunga- 
mento si conducano le rette On, Ot, O 2 , 03, e<r. , a tutti i punti di divi- 
stone, il prodotto dei quadrati di tutte queste linee sarà eguale a 

x %m — 2 x m cos y •+- 1 

x, rapppresentando la distanza OC dal punto O al centro del circolo, m il nu- 
mero delle divisioni, e 9 1* arco Am. 

Infatti, supponiamo il raggio AC eguale all’ unità , e prendiamo per rendere 
più semplice la dimostrazione rntstA. Avremo solamente le quattro lince 0/z , 
Oi , Oa e 03. 
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Ora dalla geometria elementare si ha 

~On^== Ó^V n P =(*— ; pC)*-+- np 

* a 

— x a — ax . pC-h pC •+■ np , 


dunque 


dC = coi I- , e np= seo , 

4 4 


& y a 9 - ® 

O/l = x a — ax . cos -y- cos a — - -4- sen a — = 

4 4 *» 


ss x 4 — ax . cos 7- -f- 1 ; 

4 


sì troverà egualmente 

Oi ■_[,_«( tip )]-w(^) = 

( 27T-4-® \ , 

— 4 — )'*” 1 * 

sr'-l— (tp)]V«-(4^i)- 

/ l\7T+-n\ 

s=x* — ax . cos ^ t 

» r / 6ff-+-u \ 1» ^ 1 / G ir -t- • \ _ 

UJ = [x-ax.eo,( — p ) J *+* *en { - ) - 

_ / 6ir-t-s \ 

— xr — ax . cos ^ — - — ■ J -+• • , 

ma, dal numero [«recedente, decomponendo 1’ equazione 


in fattori del secondo grado si ottiene 

X*— ax* . eoi y .- 4 - 1 = x*— ax .cos — •+• I ^ 

x[x»-ax.cos( a ^)-t-.] 
X [x>_ax.cc(^p )-*-. ] 
X [x>~ ax.cos ( — ~ ) + 'J t 
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x 1 — ax 4 . cos?*-t-t (= O/x X Oi XOi X 03 


49 . Facendo y=;r e v = o, è facile di dedurre da questo teorema quello del 
Cotcs la cui scoperta fece in quei tempi far alcuni progressi al calcolo integrale. 
Dimostriamolo direttamente con la decomposizione dell’ equazione binomi» nei 
suoi fattori del secondo grado. 

Teorema. Se in un circolo descritto col raggio AC = a (Tav. XCVII, fig. 11) 
si conduce un diametro qualunque AB, e che a cominciare dall' estremità A 
si divida la circonferenza in un numero pari 2m di parti eguali e che s ' in- 
dichi queste divisioni eon o, 1 , 2, 3 , ec. , am — x, facendo corrispondere o 
all ' origine A, e che di piu , da un punto qualunque O preso sai diametro o 
sul suo prolungamento e dalla medesima parte centro che /’ origine , si 
conducano delle rette a tutti i punti di divisione , il prodotto di tutte le rette 
condotto ai numeri impari i eguale alla somma delle potenze m del raggio 
e della distanza dui punto O al centro ; il prodotto di tutte quelle condotte 
ai numeri pari è eguale alla differenza delle medesime potenze. 

Cosi indicando x la disianza OC, si ha 

x’"-t-«"*«0iX03x05X0 7 ec. , 

x'"-a’”<=OoXOaX04X06 ec . 

Infatti , dal punto i abbassiamo la perpendicolare iP ed avremo 

oT= oF + 

ma a essendo il raggio del circolo abbiamo 


iP = a . sen are Li , 
PC «a . cosare Ai 


e , di più, 

OP « OC— PC «x— a . coi are Ai , 
abbiamo dunque, indicando semplicemente Parco Ai con Ai , 

Oi «x 1 — aaxeos Ai-t-a^cos 1 Ai-t-a* sen 1 Ai 
== X 1 — aox co» Ai-V-a* . 


Si troverebbe nella medesima maniera 

a 

Oa =s x 1 — aax . cos Aa-t-a* , 


03 « x 1 — aax . cos A3-4-a* , 

04 ss x 1 — aax . cos A/j+n* , 


ec. 

Diz. di Mal. Voi. IV. 
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ma t imlicaiulo la lerai-circonferenza del circolo, si ha 

. jt . w 3n 

Ai r= — , Aacs —, A3— — 


Cai! i quadrati delie lioee condotte ai numeri pari taranno 


- — a 

Oa csx*— a ax .cos 

ar 

| pS _ 

m 


a 

04 ss x 1 — aax . cos 

4~ 

m 

H* o» 

— a 

06 = X L —-2QX . COJ 

6r 

m 

-i-o* 

ec. 

ec. 



e i quadrati delle linee condotte ai numeri impari 


Oi saar 1 — zax . coi — -+*u» , 
m 


a 3 77 

03 = **— aax . co* — -t- a 1 , 


■— » 5jt 

05 =s x* — la* . co» -+- a , 

m 


Ora , se ti decompone l’ equazione binomi» 

x m — a m t— o 

nei tuoi fattori del fecondo grado , li ha etiden temente, quando m c 
pari, 

x m — a m = ^ x 1 — a* ^ ^ **— aax.coi — h a* ^ 

X ( **— aax.coi -t-a a ^ 

X | **— sa* . coi •+■ a* ^ 

X «* 

X ( ** — aax , coi ~~~ *-H» a ) . • 


un numero 


• • (p')s 
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e quando m è un numero impari 

l’-a" = ^ x— a J ^ x*— aax . cos £ -Ha* ^ 

X ( x*— aax . coi — + a* ^ 

X ^ x*— aax .coi +a“ j 

X «c 

X ^ **— aax . 


m — r 

coi w-Ha* 


) 


(?')• 


Ma nel calo di m numero pari, tra tulle le linee condotle dal ponto O ai 
numeri pari ai troveranno le linee O A e OB, le quali corriiponderanno all’estre- 
roitì del diametro e i cui valori aono 


e il prodotto 


OAcaar — a, OBxsx-Ha» 

O A X OB ss x*— a* ; 


coi! in qaeato medesimo caso 1’ espressione (/>') diviene 


x m — a"* saOAXOBX Oa*X 04 *X 06*. . . . X 0(m— a)‘. 

Ma tutte le linee Oa, 04 , 06, ec. 0(m— a) le quali sono situate da una me- 
desima parte del diametro, hanno le loro corrispondenti 04, Od, ec., che sono 

. . . . — a 

loro respellivamente eguali, dimodoché possiamo scrivere OaXOA invece Oa , 

04X0d invece di 04 ec. , ec. Avremo dunque definitivamente 

x m — a’"c= 0 AX 0 aX 04 ec XOixOdXee. , 

vale a dire che la differenza delle poterne x m e a m è eguale al prodotto di tutte 
le linee condotte ai numeri pari. 

La medesima cosa ha evidentemente luogo nel caso di m numero impari, poi- 
ché allora abbiamo OA = x — a e per conseguenza 


o” = OAX Oa *X 04*X. • • • 0(m— 1 )*= 

=0AX0aXO4X ec XOAXOdX ec. 

Decomponendo l’equazione binomio x m -+-a m = o nei suoi fattori del secondo 
grado troveremo, seguendo il medesimo metodo , 

x m -Ha m =0iX03x05X ec. . . . XOaXOcX ec- 

e cosi si trovano dimostrate le dae parli del Teorema del Colei. 
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Equazioni reciproche. 

5o. Qualunque equazione di qualsifoglia grado la quale, avendo una radice 
c zza, ue ha un' altra = — , prende il nome di equazione reciproca. 

Con facilità ai dimostra che on' equazione non può essere reciproca che nei 
seguenti casi: i.° qualunque sia il grado , pari o impari , se i coefficienti dei 
termini a egual distanza dagli estremi sono eguali e con gli stessi segni , 
a.° Quando il grado è pari e che il termine del mezzo manca , o quando il 
grado è impari , se i coefficienti dei termini a egual distanza dagli estremi 
sono eguali e con segni contrari . 

Quest’ equazioni son degne di essere osservate, perchè possiamo abbassare il 
loro grado delta metà , e per cui mediante ciò diviene possibile di risolvere quelle 
dei nove primi gradi con l'aiuto dei processi teorici conosciuti fino al presente. 

5f. Tanto per fissare l’idee, sia T equazione reciproca del sesto grado 

Àx 8 -hBxM-Cx 4 -+~Dx 3 -i-CxM'Bx~HÀ = o .... (a,). 

È facile cominciare ad assicurarsi che è radice di quest’ equazione se a 


ue è una. Infatti sostituiamo ~ 


invece di x, avremo 


-+-C— . +D—-4-C-*4-B-' + A = M , 

n° a 1 fi* n'' fi * fi 


Indiranno con SI il valore incognito che prende il fecondo membro dell' equa- 
zione mediante questa sostituzione. Ora , moltiplicando i due membri di que- 
st’ ultima per a® , otterremo 

A-t-Ba-t-Ca 1 -|-Da , -l-Ca*~t-Ba*-4-Aa® t=: Ria® .... (4,), 


ma a essendo radice della proposta e il primo membro di (i,) essendo esatta- 
mente ciò che diviene (a,) facendoci x=za, abbiamo necessariamente 

Sia® eco ossia M = o, 

dunque il primo membro dell'equazione (a,) si riduce egualmente a zero facen- 
do x = ~ , e per conseguenza — è radice di quest’ equazione. 

Si verificherebbe nella medesima maniera il caso degli esponenti eguali e di 
segni contrari, quando l'equazione è di grado impari, o quando, essendo digra- 
do pari, il termine di mezzo manca. 

5a. Dividendo tulli i termini dell’equazioiie (a t ) per il primo coefficiente A , 
possiamo dare a quest'equazione la forma 

x*'*-ax‘-+-ix'-+-cx , -t-ix 1 -Hax-4-i = o ... . (e,) , 

vale a dire che possiamo riportare qualunque equazione reciproca ad avere l'unirà 
per termine assoluto. In seguito supporremo che si sia eseguita questa riduzione. 
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53. Siccome basta conoscere il valore di una radice per ottenere immediatamente 
quello della sua reciproca a motivo della relazione <zX — s= i , possiamo pren- 
dere per incognita ausiliare la somma di due di tali radici, o porre 

i 

Z = X-h — 

X 

e trasformare in t l’equazione in x, per mezzo del seguente processo. 

Supporremo prima di tutto che si tratti di un' equazione di grado pari e 
prenderemo V equazione di sopra (c,) per esempio. Dividiamo tutti i termini 
per una potenza di x, metà della più elevala, vale a dire per x s , nel caso che 
esaminiamo, e riuniamo i termini affetti dai medesimi coefficienti’, (c,) diventerà 


c 1 -*- )-*- c:=:o • • • ( rf .) » 


ma facendo 


e , per conseguenza 


egualmente 


x-h- = *, 




xM-2-t- - ss a 1 
x* 


x» 


(* + Ì ) 5==t ’' 


x‘-t-3x-(-3 — H j i 3 , 

x X* 

il che è il medesimo di 

x 3 -b — =zt* — 3 ( x-+- ~ 3*. 

Sostituendo dunque questi valori di 

. » , r i 

x‘H- — , x*-t-_, , 

* X' X 

nell' equaiione (d,) essa diventerà 

(A — 3)*-t-c— aoe=o .... (e,). 
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equazione di un grido semidoppio della proposta, la coi risoluzione farà co- 
noscere le sei radici di quest' ultima, poiché indicando con *, jS, y le tre radici 
dell’equazione (e,), ciascuna di queste quantità sostituite inrece di z nell'e- 
quazione 


1 • s 

«=x+ — , ossia x-zx-Hi = o, 

X 

farà conoscere due valori di x, risolvendo quest'equazione. 


54- Esaminando i valori, in funzione di z, delle quantità x-f , x*-t- 


I 


,ec. 


sopra le quali riposa quest’abbassamento dell' equazioni reciproche , è facile di 
giungere all’ espressione generale 


r™ 


i . a 


_ m ( m 4 )( m 5) ^ ^ 

t .a. 3 . 

la dimostrazione della quale non presenta alcuna difficoltà. 

55. Consideriamo ora 1’ equazioni reciproche di grado impari , e prendiamo 
per esempio I’ equazione del settimo grado 

x , -)-ax*-t-Ax l -t-cx , -+-cx 3 -*-ix , -hox-t-i so ■ . • . (g,). 

Con facilità si vede che quest’equazione ha una radice = — i, poiché, sosti- 
tuendo — ■ invece di x, abbiamo evidentemente 

— i-t-o — A-t-c— c-t-i — a-t-i = o, 

cosi il primo membro di (g,) è esattamente divisibile per x-t-t (vedi n.° ij). 
Ma operando la divisione si ha per quoziente 


x‘-f- (a — i ) x‘-t- (b — a-t-i ) x‘-+- (c — A-t-a — t ) x 3 
-h(6 — a-+- i )x* 

-+- (a— I )x 
-+- s 

equazione reciproca del sesto grado , dalla quale dipendono le sei altre radici. 

Così dopo aver diviso il primo membro di qualunque equazione reciproca di 
grado impari pel biuomio x-t-i, otterremo un’altra equazione reciproca digrado 
pari che si risolverà con i processi esposti di sopra. 

Quanto all' equazione reciproca di grado impari, nella quale i coefficienti dei 
termini a egual distanza dagli estremi sono eguali e di segni contrari, si vede 
facilmente che essa ha una radice = r, e che bisogna per conseguenza dividerla 
per x— i, per ottenere un’ equazione reciproca di grado pari. 

56. Se l'equazione é di grado pari e che, mancando il suo termine di mezzo, 
i coefficienti dei termini ad egual distanza siano egnali e di segni contrari, essa 
ha una radice si, e dividendola pel binomio x— i, si ottiene nu' equazione di 
grado impari, i cui coefficienti sonn eguali e con i medesimi segni, la quale 
ha per conseguenza, una radice ss — s, ed è divisibile per x-t-r. Dunque la 
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proposta i divisibile per (x— i) (:r-+-i)=!x*— i , e il quoziente è un’equazio- 
ne di un grado pari, minore di due uniti, risolubile nel medesimo modo di 
quelle del n.° 53. 

5j. Abbiamo digii veduto (n.° 38) un esempio di risoluzione di equazione 
reciproca, perciò qui ci contenteremo di applicare le regole precedenti all’equa- 
zione 

x*-+-3x‘-+-3x 4 — ax 1 — 3x — i = o. 


Quest' equazione avendo una radice = i , dividiamo il suo primo membro per 
x — i e otterremo per quoziente x s -+-4**-t-6x s -t-6x a -t-4x^i , il quale, eguagliato 
a zero, ci dari 1' equazione reciproca del quinto grado 

x 4 -+-4x 4 -t-6x 4 ~t-Gx 1 -+-4x-t- i = o. 

Quest’ ultima avendo una radice =; — i, dividiamo il suo primo membro per 
x-t-i, ed otterremo definitivamente l'equazione del quarto grado 

x*-t-3x s -t-3x a -t-3x-t-i = o , 

la quale ci farà conoscere le quattro altre radici. 

Dividiamo dunque tutti i termini per x* e riuniamo quelli cbe banuo il me- 
desimo coefficiente, avremo 

•+•3=10 (A,) , 

facciamo ora 


aH = * , 

se 

e sostituiamo in (A,), quest’ equazione diventerà 

**-t-3*-f-i «= o , 

le due radici della quale sono 

-3-+-V5 

x= — , 

a 

, -3-V5 


Ora , 1’ equazione x+ — db t ovvero x*— *x-+-i =o, risolala rapporto ad x , dà 


*-t- V_** — 4 


* — V ** — 4 

i . 

a 
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Sostituendo successivamente in ciascuno di questi valori i due valori di z, a 
riunendo tutti i risultamenti , avremo definitivamente per le sei radici della pro- 
posta i valori 

*= i , 


— 6-+-aV5-+* V (— 3—6y/5) 

4 ’ 


— 6-t-a^5 — \/ ( — a — G\ 5) 
c - - 

— 6—2^5 -+-V ( — 

r=1 "" 4 ’ 

— 6— a\f5 — y/ (— a-t-6^5) 


58. Fin qui nou ci siamo occupati che dell' equazioni a una sola incognita , 
ma la formazione di queste equazioni conduce facilmente alla formazione di quelle 
che contengono più incognite; quest’ ultime resultano evidentemente dal prodotto 
di polioomj di primo grado come, 

(ax-hòy-yci-l- ec )(o , jr-+-i , j>"+-c'z-+- ec )X 

X(«"x-t -b"r+c"z+ ec ) . 

Cosi un'equazione del secondo grado a due incognite 

A 1 x*-t-A l xj--t-A l > J -t-As=o ; 

conduce all’ eguaglianza corrispondente 

(ax-t-by- t-c)(n , x4-i , j'-4-c') s= o , 

e , in generale , un’equazione del grado man incognite è equivalente al prodotto 
di n fattori della furma 

ax,-t-ix a -4-cx,-t- dx t + ec px n -hj , 

x,, Xj, xj, ec x n , essendo le n variabili e a, b , c, d, ec. quantità co- 

stanti. Per la risoluzione dell’ equazioni a più incognite vedi Elixiksziosb e la- 
dztibmiuìto. 

5q. Esaminiamo ora quell’ equazioni la cui soluzione può sempre riportarsi a 
quella dell’ equazioni dei quattro primi gradi. Tali sono, per esempio, 1’ equa- 
zioni della forma 

x^-t-Ax^-t-B e= o , 

nelle quali m è un numero intero. Facendoci x’ n = z, si trasformano in un'equa- 
zione del secondo grado 

z a -)-A*-t-B xa o , 

di cui le due radici, che sono generalmente 
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danno, per quello della proposta , I’ espressione teorica 




Quest’ espressione sembrerebbe nou contenere che due radici; ma bisogna os- 
servare che, qualunque sia la quantità m, 

m — m — ni — 

V M = V* V”’ 

eguaglianza il di cui secondo membro comprende m valori differenti in conse- 
guenza degli m valori differenti di i (n* 35); 1’ espressione completa della 
radice i perciò 

X=, V' V [ ~ 7 1 T V t A *~* B ] ] 

e essa dà infatti ai* radici con la combinazione di ciascuno dei valori di ^ s 
col doppio segno del radicale. Per esempio, nel caso di m = 4, siccome le quat- 
tro radici 0ell’ nnità sono -4-s , — ■ , 4- ^ — - 1 , — ^ — l, 

I’ equazione 

ar'-t-AarM-B = o. 


la otto radici del- 

Uà* 


XC= W [-Ia+P ], * = +V[-7) + P ] V"’’ 

x=+^[_ÌA-P], x = + j [-iA-P].^-,, 

V[— V [— ; A ^ p ] V -1 ’ 

'=-V[-j A - p ]’ -=-V [-^ A - p ]V~-- 

facendo, per abbreviare -i yj K* — 4B = P. 

1/ equazioni della forma 

x 3 " , -t-Ax >r ’ l -t-K^:’"'+-C sa o. 

Dii. di Mal. Voi. ir. 44 
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ii riportano a un equazione del terzo (rado, facendo ancora x'" tsz », c quella dalla 
forma 

x"’’-4-Ax s ’"-t-Bx Im -4-Ca , "-4-D = a, 

ai riducono, per la medetima ragione, a un' equazione del quarto grado, tanta 
te tono compoile con tutti i termini eipreni nelle forme generali , quanto la 
manchi alcuno di questi termini. 

Go. Faremo osservare, di volo, che tutte 1" equazioni i cui esponenti formano 
una progressione aritmetica possono trasformarsi in equazioni di un grado mi- 
nore ; cosi la risoluzione dell’ equazione 

-4- ec -4- A._,x’"- 4-A„ ea o , 

dipende da quella dell' equazione 

z"-4-A 1 * ,, ~ , -»-A l * ,, -*-4- ec +A,. i 14-1, «= o 


per 


mezzo della condizione x 



Esiste un'altra classe di equazioni capaci di abbassamento e che ai chiamano 
filiazioni reciproche el e quali sono stale particolarmente trattate al n." 5o e eeg. 

Gì. Equazioni noaiaaicaa. In tutti i trattali di algebra si dimostra la seguente 
proposizione, che possiamo considerare come la base della risoluzione dell'equa- 
zioni numeriche. 

Se due numeri sottiluili nel primo membro di un' equazione , invece del - 
l' incognita, danno due risuliamenti di legni contrari, etisie almeno una ra- 
dice reale di quest' equazione compresa tra questi due numeri. 

Se vi sono comprese più radici , il loro numero i necessariamente impari. 

Come conseguenze importanti , indicheremo questi due principiò 

Ogni equazione di grado impari ha almeno una radice reale di segno con- 
trario al suo ultimo termine. 

Ogni equazione di grado pari il cui ultimo termine i negativo ha almeno 
due radici reali, f una positiva e V altra negativa. 

Ga. La prima proposizione conduce a sostituire successivamente i numeri interi 
o, s, a, 3, 4, ec., invece dell’incognita di un'equazione, poiché, tra qoesti 
numeri, se ne troviamo alcuni che riducano il suo primo membro a zero, essi 
saranno altrettante radici, e se altri danno risnltamenti di segni contrari, avremo 
col loro mezzo i valori delle radici, calcolali a meno di uu' uniti presso a poco. 
Per fissare l' idee prendiamo 1' equazione * 


x* — lax’-t-nx— 3 = o, 


e mettendo successi v. imeni e in luogo di x, i numeri o, i, a, 3 , ec., prendendo 
questi numeri, lauto col aegno -4- quanto col segno — , indicando per abbreviar» 
con X il primo membro dell' equazione, otterremo 


Per zs o. 


*— • , 


X— a, 

x= 3, 

x= 4, 


Xm — 3, 
X = - a, 
X = - si , 
X=s-4- G, 
X = 5 - 4 - log . 
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f«r x = — I , X : 
x= — a, X 
x = -3, X 

x= — 4. * 

x«= — 5, X 


— afi, 

— 5». 

— 

H" l3, 
•+■ 36a . 


/ 


Non proseguiremo Oi più queste sostituzioni , perchè 1’ accrescimento rapii!» 
che prende il primo termine , a coufronto degli altri , ci prova che i numeri al' 
di sopra di -+- 4 e di — 5, daranno sempre risultamenli positivi e continua- 
mente più grandi. 

Esaminando questi risultamenli , vediamo i.® che 1’ equazione non ha radiri 
intere; a.* che essa ha almeno una radice positiva compresa fra a e 3 , e al- 
meno una radice negativa compresa fra — 3 e — 4' P er determinare ora il nu- 
mero esatto di queste radici, sarebbe essenziale di sapere se la proposta ha tutte 
le sue radici reali, poiché, nel caso contrario, siccome essa nou avrebbe che due 
radici reali, si saprebbe immediatamente che non ci è che una sola radice posi- 
tiva ro r presa tra a e 3 e una sola radice negativa compresa tra — 3 e — 4 , nel 
mentre che , se le quattro radici sono reali , può non solamente trovarsene Ire 
positive tra a e 3, o tre negative tra — 3 e — 4> ma può ancora succedere che 
due delle radici siano comprese Ira altri numrri diressi da a e 3 , o V I ero — 3 e 
e —4, e ciò dopo la conseguenza del precedente principio, che non bisogna giam- 
mai perdere di vista : Due numeri che comprendono un numero pari di radi- 
ci non possono dare che risultamenli del medesimo segno con la toro sosti- 
tutione. Ed è esattamente ciò che s’ incontra nell' equazione che abbiamu presa 
per esempio; due delle radici calcolate di sopra ( n." 3 s ) 

x = o, 443*77, jt2=o,GoGoi8, 


vte Uriti 


sono comprese tra o e 1 . 

La sostituzione della serie dei numeri interi non potrebbe p'reiò mettere ia 
evidenza tulle le radici reali di un’ equazione , che nel solo caso lo cui tutte 
queste radici abbiano delle parli intere differenti; ciò non ostante quando (tos- 
siamo presumere che più radici sono comprese tra due numeri interi successivi, 
è sempre possibile di distinguere queste radici Cune dall’ altre, facendo subire 
all’ equazione delle modificazioni che esamineremo inseguito. Cominciamo dal 
trovare i mezzi per riconoscere I’ esistenza di più radici tra doe numeri interi, i 
quali non differiscono fra di loro che dell' unità. 

G3. Ecco un principio utilissimo, per mezzo del quale, possiamo contenerci in 
questa ricerca. 

Allorquando risultamenli successivi , senta cangiare di segni , si avvicinano 
a a ero, quindi se ne allontanano , questa circostanta indica un numero pari 
di radici o reali o comprese tra i numeri sostituiti corrispondenti ai risul- 
tarnenti più vicini a zero, o immaginarie. 

L’applicazione di questa regola alle precedenti sostituzioni prosa che l'equa- 
zione deve avere due radici reali comprese Ira o e 1 , te essa non ha doe radiri 
immaginarie , poit bè i risultamenli successivi si avvicinano a zero dopo la sosti- 
tuzione di — 3 fino a quella di — 1 , quindi il risullamenlo che corrisponde a 
-t- a se ne alloulaua ; questi risultamenli sono: 


— ■ G6 , — 59 , -* , 3 , ■ 3 1 — - 1 f » , 


I numeri corrispondenti ai risultamenli più vicini a zero essendo a e 1 , in- 
dica che le due altre radici reali dell’equazione, se esistono , debbono trovarsi 


Digitized by Google 



548 EQU 

Ira questi numeri. Cosi, quantunque non possiamo ancora affermare 1' esistente 
ili queste due radici, sappiamo almeno che non ve ne é che una sola compresa 
tra 2 e 3 e una sola compresa tra — 3 e — 4 , il che permette di cercarne la 
loro valutazione con i metodi che quanto prima indicheremo. 

Ci rimarrebbe da togliere l’ incertezza che regna ancora sopra l'esistenza del- 
l'altra radici, ma questa questione esige la conoscenza dei seguenti principii. 

6^. Rigolz dei sassi. Quando due termini successivi di un'equazione hanno 
segni differenti , si dice che essi presentano una variazione di segni ; quando al 
contrario hanno il medesimo segno, si dice che presentano una permanenza. 

Per esempio, l'equazione 

a* — 4**-+-4* S — — 5x — 4 =° » 

contiene Ire variazioni e due permanenze, cioè: 

•+-**, — 4x‘ una variazione , 

-4x‘,-Mx> .... . . una variazione, 

■+■ 4** » - • a** una variazione, 

— 2 x*, — 5x una permanenza, 

— 5x, — 4 una permanenza. 

Premesso ciò, ecco il principio importantissimo che dobbiamo al Descartes, e 
che porta il nome della regola dei segni. 

Il numero delle radici reali positive di un' equazione non può superare il 
numero delle variazioni dei suoi segni , e il numero delle radici reali negati- 
ve non può superare quello delle permanenze. 

Mediante questa regola, la precedente equazione non potrebbe avere più di 
tre radici positive e più di due radici negative. 

65. La regola dei segni, in tutta la sua geueralitii non si applica che all' equa- 
zioni complete; ma possiamo facilmente estenderla a quelle nelle quali mancano 
alcuoi termini ristabilendo questi termini affetti dal coefficienti i; o; per esem- 
pio, 1' equazione incompleta trattata di sopra 

x* — iax* -t- iax — 3 = o, 

diventa, con questo metodo, l'equazione completa 

11 • ! 

a *11; ox* — iax*-t- zax — 3 ss o, 

e siccome prendendo tanto il segno -t-, quanto il segno — , del termine ox’ , 
si hanno sempre tre variazioni e una permanenza , dobbiamo concludere che la 
proposta non può avere più di Ire radici positive e più di una radice negativa. 

66. Quando tutte le radici di un’equazione sono reali, la regola del Descartes 
la immediatamente cono, cere il numero esatto delle radici tanto positive quanto 
negative ; poiché è evidente che il numero esatto delle radici positive è allora 
eguale a quello delle variazioni , e che il numero delle radici negative è eguale 
a quello delle permanenze, poiché il numero totale delle variazioni e delle per- 
manenze di un'equazione completa é eguale al grado dell’equazione o al nume- 
ro totale delle radici; ma, quando vi sono alcune radici immaginarie, questa te- 
gola non iodica più, come d'altra parte I' esprime il suo enunciato, che i limiti 
del numero delle radici positive e negative. Per esempio, i segui dell' equazioni 

x*-t-5x-t-8e= o, 
s‘ + jx+8 = i>, 
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le quali offrano, in ciascuna, due permanerne e punte variazioni, c' insegnano 
ohe, le le radici tono reali, e»e sono tutte negative; ma non si può niente 
presumere sopia la realtà di queste radici dipendenti unicamente dalla rela- 
zione delle grandezze dei coefficienti. E osservando die nella prima equazio- 
ne (5)*<4*8, e cbc nella seconda (7)*>4X8 si riconosce che le due radici 
della prima sono immaginarie e le due radici della seconda reali (a4); possiamo 
quindi concludere, dalla regola, che quest' ultime sono tutte due negative. Esi- 
stono però alcuni casi in cui la regola dei segni manifesta l'esistenza delle radici 
immaginarie: e questo segue quando in un’equazione mancano alcuni termini, 
e che ristabilendogli col coefficiente ±:o, si trovano dei uumeri differenti di va- 
riazioni e di permanenze , secondo che si preude il segno -+- o il segno — . Per 
esempio 1’ equazione 

x’-t-Sx — si = o, 

diviene, col ristabilimento dal termine che manca, 
x* ÌZ o x*-f- 5 x— 11=0. 

Ora , considerando il segno superiore , si hanuo due permaoenze a una varia- 
zione; nel mentre che considerando il segno inferiore, si hanno tre variazioni; 
cosi, si dovrebbe concludere dal segno inferiore, se le tre radici fossero reali, 
che esse sono tutte Ire positive, e dal segno superiore , che una sola è positiva 
e le due altre negative. Questi risultaraenti contradittori provano che le tee ra- 
dici non sono reali. 

Resulta da questa considerazione che, quando un termine manca in un'equa - 
none , e che quelli tra i quali esso dovrebbe trovarti compreso sono affetti dui 
medesimo segno , se ne può concludere che T equazione ammette una coppia 
di radici immaginarie. Poiché, in questo caso, l’ intercalazione di -+-o produce 
sempre una permanenza di più , e quello di — o , una nuova variazione o vi- 
ceversa. 

Quest’ ultima regola basta per farci conoscere che I’ equazione 
**-é-8x*-f-ifx — sG = o 

ha quattro radici immaginarie. La quinta è necessariamente reale. 

67. Indicheremo ancora queste due conseguenze per mezzo della regola dei 
segni : 

i.* Un' equazione completalo incompleta, tutti i termini della quale sono del 
medesimo segno , non può ammettere ulcuna radice positiva. 

a.° Un equazione completa la quale non contiene che delle variazioni di se- 
gno non può ammettere alcuna radice negativa. 

Faremo di più osservare, che la parte della regola che riguarda le radici po- 
sitive ha luogo per I’ equazioni incomplete come per I’ equazioni complete, vale 
a dire che un' equazione numerica qualunque non può avere più radici positive 
che variazioni di segno. 

68. La regola dei segni combinala con i prinripii dei numeri 6a e G3 può 
mettere in evidenza, in un gran numero di rasi, tutte le radici reali di un'equa- 
zione, ma essa é molto frequentemente insufficiente, e i geometri hanuo dovuto 
applicarsi a scoprire principii più generali, n almeno processi capaci a far cono- 
scere con certezza il numero e la natura delle radici reali di qualunque equa- 

- a ione numerica proposta; conoscenza preliminare, indispensabile per poterle va- 
lutare. Disgraziatamente alcuni di questi processi thè si distinguono per mrzro 


Digitized by Google 


330 EQK 

«li un carattere di generalità sono tento faticosi, che ciò che possiamo proporci 
dì meglio, quando »i ha un* equazione da risolvere, è quello di evitaceli; cosi, 
benché vengano esposti in quest' articolo, insisteremo sopra a calcoli del tasto i 
quali conducono sempre allo scopo con maggior facilità e prontezza. 

69. Riprendiamo 1 ' operazione del n.® 62. Abbiamo indicato la sostituzione della 
serie dei numeri naturali o , 1 , a, 3 , ec. , presi col segno -+- e col segno — , come 
il mezzo di scoprire quelle radici dell'equazione che hanno valori interi, e quelle 
i cui valori sono compresi fra due numeri interi successivi. Questo processo già 
faticosissimo, allorquando le radici intere o le parli intere delle radici incom- 
mensurabili sono espresse da' più cifre, sarebbe impraticabile, se nulla limitasse 
il numero delle sostituzioni , è perciò importante di ridurle al più piccolo nu- 
mero possibile. 

Otteniamo che in qualunque equazione della forma 

x m -+-Ax m ~ , -f-Rx' T,1 -+- oc. « . . . . •+»!Ux*t*JI ao, 

nella quale i coefficienti A, B, C, ec. sono numeri interi, positivi o negativi « 
non potrebbe esservi alcuna radice frazionaria (Pedi Radice), cosi riportando 
un'equazione a questa forma, non dobbiamo più considerare , che radici intere 
o incommensurabili , e questo è quello che supporremo di aver cominciato a fare 
in lutto ciò che segue. 

La determinazione delle radici intere essendo più facile ali quella delle radici 
incommensurabili, e d'altra parte facilitandone la loro ricerca, cominaererao le 
operazioni da essa. Ora, dalla generazione deU'equazioni (n.® 19), il termine asso- 
luto è eguale al prodotto di tulle le radici, e per conseguenza, esattamente divisi- 
bile per ciascuna di esse; se dunque alcune di queste radici tono numeri interi, 
esse fanno necessariamente parte dei fattori interi del numero assoluto; ciò prova 
che, per trovare le radici intere, basta di sostituire invece dell' incognita i soli 
divisori esalti del termine assoluto. 

Si diminuisce ancora il numero dei divisori da tentare cercando i limiti delle 
radici dell'equazione; mentre, questi limiti essendo conosciuti, possiamo comin- 
ciare da escludere tutti i divisori che gli superano, poi sottoponendo gli altri a 
tentativi precedenti semplicissimi , si finisce sempre per averne un piccolo nu- 
mero, dei quali possiamo ancora dispensarci di fare la sostituzione, per mezzo 
di un processo definitivo di esclusione. Abbiamo espostn alla parola badici, tot- 
tociò che riguarda le radici commensurabili con abbastanza particolarità, perchè 
possiamo contentarci di rimandare a questo articolo. 

Dopo aver cosi determinato te radici intere di un'equazione, si libera da que- 
ste radici per mezzo della divisione, il che la riduce a uu' equazione di un grado 
minore e della quale tutte le radici, se essa ne ha, sono incommensurabili. 

70. Quando in un'equazione non rimangono che radici incommensurabili , cia- 
cuna di queste radici essendo necessariamente composta di una parte intera, che 
può essere zero, • di una parte minore dell' unita , bisogna aver ricorso alla so- 
stituzione della serie dei numeri naturali *, e quando abbiamo trovato due numeri 
successivi che diano risultameuti di segni contrari, possiamo concluderne che essi 
comprendono almeno una radice , della quale il più piccolo di questi numeri è 
la parte intera. Ma allora divien necessario di sapere se esiste una sola radice 
compresa fra questi due uurneri , perchè se se ne trovassero più, esve avrebbero 
tulle la medesima parte intera, e la loro valutazione ulteriore esigerebbe che si 
sostituisse una serie di numeri, la coi differenza fosse più piccola della loro più 
piccola differenza, affine di determinarle fino all' ordine dei decimali , ove esse 
cominciano « prendete valori differenti. Quest* ultimo processo è ancora quello 
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che bisogna impiegare quando ti tuapella che ua numero pari di radici aia coro* 
preio Ira due numeri, i quali danno riiulUmenti del medesimo segno. 

Le radici eguali, tanto quando ne esiste un numero impari compreso'tra due 
soililuiioni i cui risultamenli sono con segni contrari, quanto che ne esista 
un numero pari compreso tra due sostituzioni , i cui risultamenli [sono del 
medesimo segno, non possono giammai esser messe in etidenta con successive so- 
stituzioni, perché, per quanto piccola sia la differenza dei numeri sostituiti, 
tutte queste radici sono comprese nel medesimo tempo Ira due di questi numeri. 
Il roeludo delle sostituzioni non é perciò punto applicabile all' equazioni, che 
contengono delle radici eguali incommensurabili ; dimodoché la prima cura da 
prendersi dopo aver liberalo un' equazione dalle sue radici intere è quella di 
liberarla dalle sue radici eguali incommensurabili. 1 processi di questa operazione, 
i quali danno nel medesimo tempo la determinazione completa delle radici eguali 
incommensurabili, sono esposti alla parola Rantca, aggiungeremo solamente, che 
si rende inutile di tentarli sopra I’ equazioni del terzo e del quarto grado a 
coefficienti razionali e di cui tutte le radici reali sono incommensurabili ; le pri- 
me non potendo giammai avere radici eguali , e le seconde non avendone che 
quando il loro secondo membro é un quadralo perfetto, circostanza facile a rico- 
noscersi per mezzo di un' estrazione di radice. Non dobbiamo perciò applicare il 
metodo faticoso delle radici eguali che all’ equazioni dei gradi superiori al quarto, 
e quando si sono portate a non avere che radici incommensurabili ineguali, me- 
scolale o no con radici immaginarie, la loro soluzione non dipende più che dai 
principii stabiliti di sopra. 

71. Prendiamo sempre per esempio l'equazione 

x* — iax*-t-ia:r— 3 ss o 

e supponiamo che non ai siano tentate le sostituzioni del n.* 6a ebe dopo essersi 
assicurati che essa non contiene radici intere. Le sostituzioni unite al principio 
del n.* 63 ci hanno insegnato che quest’equazione ha una radice positiva la 
cui parte intera è 2, e una negativa la coi parte intera è — 3, il che basta per 
ottenere i valori approssimati di queste radici con tanti decimali quanti se ne 
possono desiderare, con l’aiuto del metodo del Lagrange esposto alla parola Ar- 
raossnsAziona. Se vogliamo applicare il metodo del Newton, il quale ti trova nel 
medesimo articolo, e che è molto meno faticoso, rimane da determinare queste 

radici a — presso a poco-, ora , osservando che i risultamenli delle sostituzioni 

di -t-2 e di -t-3, cioè — ir e -4-6 indicano che il valore della radice è più vi- 
cino a 2 che a 3 perchè -4-6 è più vicino a o di — 11, porremo xszzi, 7, e so- 
stituendo questo valore nell’equazione, otterremo — 4,9369; questo risnltamento 
essendo negativo, ci prova che la radice è compresa tra 2, 7 e 3; facciamo ora 
ie>,9, la sostituzione di questo numero ci darò per risnltamento -t-t,6o8i; ne 
concluderemo che il valore della radice è tra 2, 7 e 2, 9 e per conseguenza che 

essa è 2 , 8 a — circa. Non rimane che da applicare il metodo del Newton a que- 
10 

sto valore per proseguire a piacere la valutazione della radice. Operando nella 
medesima maniera sopra la seconda radice compresa tra — 3 e — 4i •* troverò che 

il suo valore approssimalo a meno di ~ è — 3,9. 

Queste due radici essendo trovale, rimane da delerminsre le dne altre, le qua- 
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[li , «e tono reali, debbono calere comprese Ira o e a ; a quei!’ effetto, poniamo 
sostituire i numeri 

0,1 o,a o ,3 o ,4 ec. fino a 0,9; 

se le radici sono reali, e che i loro valori differiscano di — almeno, otterremo 

10 

necessariamente risultamenti di segni contrari. Ma , invece di operare queste so- 
stituzioni, è piu semplice di rendere le radici della proposta dieci volte più gran- 
di, e di sostituire i numeri intieri 1, 3, 3 , 4, ec. finn a 9; poiché se la trasfor- 
mata ha una radice reale compresa, per esempio tra 3 e 3 , siccome questa radice 
sarà 10 volte più grande della radice corrispondente della proposta, si saprà che 
quest'ultima è tra o,a e o, 3 . Questa trasformazione, che non esige che un se£ no 
di penna, ha il vantaggio di rendere i calcoli più facili , e permette di comin- 
ciare a servirsi di una parte di quelli che abbiamo dovuto fare per le prime so- 
stituzioni. 

Rammenteremo che si moltiplicano le radici di un'equazione per 'un^ fattore 
qualunque m, moltiplicando il suo Secondo termine per m, il suo terso per m*, 
il suo quarto per m l e cosi di seguito (vedi Radici ). Se I* equazione non è com- 
pleta, bisogna tener conto del posto dei termini di quelli che mancano. Qui, il 
fattore essendo io , non vi sono che degli zeri da scrivere , e 1’ equazione tra- 
sformala è 

x* — 1 aoo** - 4 - 1 sooox — 3 oooo = o. 

Si trova , indicando sempre il primo membro dell' equazione con X , 


Per x ss 0, 

X= - 

3 00 00, 

x= 1, 

Xe=- 

• 9 ' 99 . 

x = a, 

Xm- 

10784, 

ro 

II 

H 

V 

Xca — 

47'9s 

xe=4. 

x = — 

944 . 

* = 5 , 

X=-f 

6aS , 

* = 6, 

X ss=-+- 

96, 

* = 7, 

x = - 

3399. 

Ci fermeremo a 7, poiché si riconoscono due radici. 


Ira 6 e j. le radici cercate della proposta sono perciò 0,4 e o,G a meno di — . 

IO 

73. Proponiamoci ancora l'equazione risoluta direttamente di sopra ( 3 a) 
x* — 3 x* — 3 ox — 88 scs o. 


Quest' equazione trattata col metodo dei divisori ( Vedi Ràdici coavsnsckA- 
sili), ci dà una radice intera = 4 , la divideremo perciò per x — 4 i P er lib- 
rarla da questa radice, c otterremo 

x’-t- 4 x*-t- 1 3 x-+-aa = o. 

I segni di quest’ultima non offrono che permanenze; quindi ne risulta che 
essa non ha radici positive e che dobbiamo sostituire solamente i numeri nega- 
tivi o, — 1 , —3, — 3 , ce. In questo caso, per evitare la considerazione dei se- 
gni , nella costruzione delle potenze dei numeri sostituiti, si trasforma I’ equa- 
zione in un' altra le di cui radici sono le medesime , ma cun segni contrari ; il 
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rlic si effettua cangiando i segni dei termini i quali contengono le pò tenie impari 
di x, se l'equazione é di gratto pari, o quelli che contengono le potenze pari 
di x, x° compresa , se l'equazione é di grado impari. ( redi TaAstoKMAZiofte ). 
La proposta diviene, mediante ciò 

x 3 — ^x 2 -t- 1 3x— 22 = o , 

equazione le cui radici positive saranno le radici negative domandale. 

Faremo osservare che questa trasformazione tanto semplice riporla U risolu- 
zione dell' equazioni numeriche alla ricerca delle sole radici punitive. * 

Osserviamo ora che il limite superiore ordinario «Ielle radici positive è iu questo 
caso 14-22 = a3 {Pedi Radici Commensura bui ); dimodoché bisognerebbe sosti- 
tuire tutti i numeri interi da o fino a 23, per esser sicuri di non lasciare scappare 
alcuna radice, se non esistesse altro mezzo di scoprire un limile più ristretto; 
ma il processo dei Newton, esposto alla parola Limitb c'insegna , applicandolo 
alla proposta, che il più piccolo limite superiore delle sue radici positive ( essi 
non ne ha delle negative ) è 3. I soli numeri da sostituire sono perciò o, i, 2, 3; 
e di più si sa che vi è almeno una rodice compresa tra a e 3. Siccome la ricerca 
del più piccolo limite superiore ò il più delle volte assai faticosa , indicheremo 
inseguito i mezzi per farne di meno. 

I.e sostituzioni effettuale danno 


Per x = 0 , 

X = — 22 , 

x = 1 , 

X = — T2 , 

x = 2 , 

x = — 4, 

x = 3, 

X i= -+- 8 , 


rUultaiuenli i quali non presentano che un solo cangiamento di segno. 

Se tulle le radici sono reali , deve dunque trovarsene due Ira o e i , o tra 
i e 2 , quando non siano tutte tre compì esc tra 2 e 3. La maniera regolarmente 
decrescente dei risullameoli —22, — 1$* —4» non polendo somministrare alcun 
iudizio capace di guidare nelle ricerche , siamo ridotti a tentare le sostituzioni 

.. . i a 3 q ' , . 

dei numeri — , — » — , ec., uno a 24- — , e ancora questo mezzo non e men- 
to io io io ^ 

te affatto decisivo: poiché se la differenza delle radici è più piccola di — , le 

io 

sostiluzioui non potranno metterle in evidenza. Per ricavar parlilo da tutte le 
induzioni, osserviamo che la somma delle tre radici, presa con un segno con- 
trario, dovendo essere eguale al coefficiente 4 del secondo termine, è impossibile 
che si abbiano Ire radici comprese tra 2 e 3; poiché la loro somma sarebbe evi- 
dentemente maggiore di 4 * È egualmente impossibile , per la medesima ragione 
che ce ne siano due tra i e 2. Questa circostanza, tutta particolare all'equazio- 
ne che abbiamo presa per esempio, prova che due delle radici sono immaginarie 

o comprese tra o e i. Quanto alla terza , la sua parte luterà è 2; e operando 

come sopra, troveremo che il suo valore a meno di — circa è 2, 4 # il che per- 
metterà di spingete la sua approssimazione (alilo avanti quanto si potrà deside- 
rare col metodo del Newton. Dandogli quindi il seguo — si avrà uua delle radici 
«Itila proposta. 

Dii. di Mat. r r oi. ir . 45 
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Per trovare te esistono Jue radici tra o e i , li trasforma l'equazione in un'al- 
tra le cui radici siano dieci volte maggiori , e se la sostituzione dei numeri 
o, i, a, 3 , . . . 9 e io, non produce che risullamenli del medesimo segno, se ne 
concluderà, o che le radici sono immaginarie, o che esse differiscono di meno 

un'unità; quelle della proposta differiscono allora meqo di —, Bisognerà 

dunque di nuovo trasformare la proposta in un’altra le cui radici siano ioo 
volte, iooo volle, ec. , maggiori. Ma quando ancora si ottenessero sempre risisi— 
lamenti del medesimo segno, non si potrebbe concludere con certezza clic le due 
radici sono immaginarie, poiché esse possono benissimo non cominciare a diffe- 
rire che dopo un gran numero di cifre decimali comuni, se per esempio, le due 
radici fossero 

o, 5678^3219, ec. 
o, 567843218,60. 

la loro distinzione per mezzo di successive sostituzioni condurrebbe a calcoli im- 
praticabili. 

Le precedenti considerazioni provano sufficientemente qual sarebbe 1 ' utilità di 
una regola capace di far conoscere la più piccola differenza delle radici di un'e- 
qnazione. e quanto sarebbe importante di poter determinare, in tutti i casi, il 
sminerò esatto delle cadici reali. Esaminiamo dunque quali siano al giorno d'og- 
gi i mezzi che possiede la scienza per risolvere queste due questioni. 

73. Equazione alle differente. Indichiamo con x, , x t , x 3 , ec. , x m le m ra- 
dici dell’ equazione 

x’"-+-A 1 x'"~ , -t-A 1 x’’’~*-+-ec +A m -i j +*«= o, 

c con u il valore di una qualunque delle differenze 

x,— x», x, x, , Xj x, , x, x, , ec. 

r ' 

Si tratta di trovare un’equazione la cui incognita u abbia per radici tutte 
queste differenze , il cui numero è evidentemente eguale a quello delle com- 
binazioni due a due con permutazioni di m lettere x, , x % , x, , ec. Il grado 
dell’equazione domandala sarà per conseguenza, m(m— 1). { Fedi CoMsiaazioae). 

Ora, x r e x p essendo due qualunque delle radici x, , xg, x» , ec. abbiamo, 
da una parte, la relazione generale 

u = x r — x p . . . . (1), 
e dall' altra parte , I' equazione 

x p +A,x” -t-A,x” V ec -+- A^.x^-t-A,, ss o . . . (a) , 

poiché x p essendo una radice della proposta deve soddisfarci. L'eguaglianza (1) 
dà x r =x p -hu , e siccome x r , è ancora una radice della proposta , si ba pure 
I' equazione 

( x^-ea )™+A, (r^+uJ^-'+A, (x,-t b)" 1 J + ec =0 . . . ( 3 ). 

La questioue si riduce perciò a eliminare x p tra le due equazioni (3} e ( 3 ), “e 
l'equazione finale in u avrà per radici tutte le differenze delie radici della prò- 
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posta. Indicando x p una qualunque delle radici dell' equazione in x, equivale al 
medesimo, ed è più semplice di considerare le due equazioni 

x"-l- A,x” , - , -t- A 1 x”’- 1 -+- A,x m 5 ec = o . . . (4), 

(x-+-u)'"-+-A| (x-t-K)'" _, -t-A 1 (x+ii|'* - *-t- ec. . . . = o . ..(5). 

Sviluppiamo prima di ludo l'ultima, avremo 




rntm— i) _ m{m — z)(m — a) 

~>u-i x m ~ ~it -t- . , 

■ . a i . a . 3 


im — i){m-a| , „ 

A,x"-‘-+- ( m — i ) A, x m ~*u -+■ ' 'A,*”" 5 " i-ee. 


A,*" 


il che potremo mettere sotto la forma 
" . X'" 


(m — a)A 1 x'"' , « -v- ec. 

■ ec. 


A,*™-'* 


X'u- 


t . a . 3 


v*o • ■ • (C) , 


ponendo 


X = x m -r-A 1 x m , -t-A,x"' _> -+-AjX m_3 -t- ec -+- A rii , 

X' =mx m ~'-h(m — i)A I a’""*-+^<n — a)A J x’" _3 .+' ec. , 

X" cb(b-i ) x m_ M-(m — i)(m — 2)A|X m_3 -t- ec. , 

X'"t=m(m — i)(m— a)x m ~ 3 -+-(m — i)(m — a)(/« — 3)A l x m " , -+- ec. , 
ec. = ec. 


Questi polinomi si derivano gli uni dagli altri moltiplicando ciascun termine 
per I' esponente di x che si diminuisce quindi di un' unità. I termini senza x 
si considerano come se essi contenessero x°, ciò che gii hi sparire a ciascuna de- 
rivazione. 

Il termine X essendo identico col primo membro dell' equazione (4), è nullo 
per se stesso. Cosi I' equazione (G) si riduce a 

X" x ,M 

X'u-t «* H n 8 -t- ec ir'" =s o , 

i.2 i . a . i 

ovvero semplicemente a 

X" X'" 

X'f . u -+• ; ir*-t- ec •+• u m ~' = o, 

I .2 1.2.3 


dividendo lutto jier u. Le due equazioni tra le qoali bisogna eliminare x, sono 
dunque, in ultimo luogo 


x" , -t-A,x’"~ , -t-A J x m " 1 .+-A,x m-s -t- ec 
X” X'" 


1 . 2.3 


n 3 *+- ec u m "‘ = o 


(7>- 
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Scai.i arresta rei ai rasi particolari , «laminiamo qual sarà la forma dell' eqaa- 
lione finale In ». la- sue radici essendo le differenze «Ielle radici x, , Xy, x, , 
r ec. debbono essere numericamente eguali due n due, e «li segni contrari, poi- 
ché due radici qualunque x , , x a , danno «lue differenze contrarie x, — *, , 
x x,. Se in.licbiamo dunque con a, y , 3 , ec , le radici pnsilire dell'e- 
quazione alle differenze , le sue radici negalire saranno — a, — fi, —7, — 3 , ec., 
ed essa sarà equivalente al prodotto «lei fattori 

(u - »)(» + * )(u— J5)(u-t- )(u-y) («4- V ) 

I 

ovvero, moltiplica n«lo l'uno per l’altro i bìnomii i quali non differiscono clic 
pel segno, a quella dei fattori 

(,.*-»»)(«*- f .* ) («* - v “) (“’ - « 1 ) « 

ne risulta che il grado «li quest' equazione è pari, e che essa non contiene che 
i termini affetti dalle potenze pari di u; la sua forma c dunque 

«•"-f-P.u 1 " cc P„-,«« 1 -t-P. =a o. 

Se si pone «* = *, essa divenlerii 

z"- + -P,z"-’-+-P 1 t»- 1 -+-IV” s -+- ec Pn-iM-P. = o, 

, m(m-i) 

V esponente n essendo egoale a ^ • 

Quest’ ultima si chiama /' equazione ai quadrati delle differente , poiché le 
sue radici * sono i q«ia«lrati «Ielle differenze ». I calctdi necessari tanto alla for- 
mazione dell’ una o dell' altra «li queste equazioni sono i medesimi, poiché esse 
hanno i medesimi cnefllcienli. Vedremo insego tu ( l'edi Koazioai SiusstraiCBe ) 
rnme si possono calcolare i eoeffi- ienti dell' equazione ai quadrali delle differen- 
ze di un’equazione proposta, senza aver bisogno «li eliminare ir tra l’ equazio- 
ni (j), q°i basta avere indicato la possibilità «li queste operazioni per potere 
apprezzare il loro grado «li utilità. 

Dalla costruzione dell' equazione ai quadrali delle differenze, è evidente che 
essa non può avere che «Ielle fallici positive, se tutte le radici della proposta da 
cui essa proviene sono reali. Infatti, che una differenza sia -+- « o —a, il tuo 

quadralo è sempre -♦->*; ma se una differenza é a — 1, o a -t- $ — 1 , 

il suo quadralo è ** nel primo caso, e una quanlilà immaginaria nel ae condo. 
Cosi, quando un'equazione ai quadrati delle differenze offre delle permanenze 
di segui, siamo aasicurati che la proposta coutiene delle radici immaginarie. 

y5. Il limite inferiore delle radici positive dell’equazione ai quadrali delle 
differenze fa facilmente conoscere un numero più piccolo della più piccola dif- 
ferenza tra le radici della proposta, e toglie, per conseguenza, la difficoltà che ab- 
biamo indicata di sopra (n.° 72). 

Cominciamo dal vedere come si trova quealo limile inferiore delle radici po- 
sitive. 

Sia un’ equazione qualunque 

« 

x m +px m ~ , +qx m ~ i -t- ec +11=0, 
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se si fi* jr= — , si avrà una trasformata 


—UT 9 t m - i ee. . . . -W e=0. 


la quale, essendo riportata alta forma ordinaria moltiplicando tutti i suoi termini 
per * m , diverrà 

i -hpz-+-<jz, % -b ec -+- ti m = o , 

o piuttosto 



t t t 


trasformazione che non esige alcun calcolo. Ora, le radici di quesf ultima sono 

eguali all' unità divisa per quelle della proposta , poiché s»= — , dunque le più 

grandi radici della trasformata corrispondono alle più piccole della proposta , e 
vice-versa ; e, per conseguenza, se / indica il limite superiore delle radici, tanto 

positive, quanto negative della trasformata, sarà on limite inferiore delle ra- 
dici della medesima natura delia proposta. 

Ritorniamo all' equazione ai quadrati delie differenze. Il limite inferiore delle 
sue radici positive essendo un numero più piccolo del quadrato della più piccola 
differenza tra le radici della proposta , la radice quadrata di questo limile sarà, 
a più forte ragione, più piccola della più piccola differenza delle radici; dimo- 
doché indicando questa radice quadrata con 5, è evidente che la sostituzione 
dell.* serie dei numeri o,$, ad, 3d, ec. , invece di x, nel primo membro della 
proposta, metterà in evidenza tutte le sue radici reali. Se succedesse che d fosse 
maggiore dell* unità , e che ciò non ostante la sostituzione dei numeri interi 
o, i, a, ec., non avesse dato lami cangiamenti di segni quante radici ha la pro- 
posta , si sarebbe certi che tutte quelle che mancano sono immaginarie. 

96 . Le proprietà dell’ equazione ai quadrali delle differenze Insterebbero, co- 
me si vede, per togliere tutte le difficoltà nella risoluzione dell’ equazioni nu- 
meriche, se la formazione di quest* equazione non fosse essa stessa una difficoltà 
maggiore di tutte le altre. Rimandiamo alla parola Finzioni SmantTnicSB per 
dare un’idea dei calcoli prolissi, a cui conduce la determinazione dei suoi coeffi- 
cienti per le proposte solamente del terzo grado; al quinto grado i calcoli 
diventano impraticabili per la loro lunghezza , dimodoché le indicazioni che sem- 
bra promettere questo metodo mancano giusto allorquando esse sarebbero real- 
mente utili, poiché i processi teorici diretti permettono sempre di passarsene 
per le proposte del terzo e del quarto grado, ai quali si applica esclusivamente 
nei trattati di algebra moderni. É veramente affliggente che , senza dubbio per 
deferenza del gran nome del Lagrange, si sia creduto dover far entrare la teoria 
dell' equazioni ai quadrati delle differenze nell’ insegnamento elementare. 

99 . Teorema del Signor Sfttrm , Questo teorema , la cu» scoperta è recenle, 
offre un metodo semplicissimo e praticabile generalmente, per mettere in evi- 
denza tutte le radici reali di un* equazione numerica qualunque. 

Sia 

ec. -|-Mx-+-N;=:o 
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un' equazione del grado m, che supporremo non contenga radici eguali ; i coef- 
ficienti A, B, C, ec. , essendo numeri reali. Si esprima solamente con X .il suo 
primo termine, e con X, il polinomio 

m Kx m — i)Bx m — a)C* m_3 -t- ec . . . h M , 

che si deriva niolliplicando ciascuno dei suoi termini per l’ esponente della po- 
tenza di .r che esso contiene, poi diminuendo quest' espo lente di uti' unità. Di- 
vidiamo X per Xg, e siccome la divisione non può essere esatta , poiché l’equa- 
zione X = o, non ha radici eguali, indichiamo il resto con X a ; prendiamo — X 2 
per nuovo divisore e operiamo la divisione di X, per — X a : X s essendo il resto 
di questa seconda divisione, dividiamo an.-ora -X 2 , per — X a e cosi di seguilo, 
fino a tanto che si cada sopra un ultimo resto che non contenga più x. Si vede 
che queste operazioni sono le medesime come se si trattasse di trovare il n»*s- 
situo com un divisore ( Vedi Questa parola), fra X e X |t con questa sola diffe- 
renza che bisogna cangiare il segno di ciascun resto avanti di prenderlo per di- 
visore. Ecco la serie dei calcoli 


Equazione proposta X = o, 
Polinomio derivalo da X = X,; 



Avendo cosi ottenuto la serie delle funzioni X, X,, — X a , — X 3 , — X 4 ,ec. , 
se si sostituisce, invece di x un numero qualunque p positivo o negativo, i ri- 
sultamenti, considerali solamente sotto il rapporto dei loro segni, offriranno un 
dato numero di variazioni e di permanenze; e seguirà ancora il medesimo se in- 
seguito si sostituisce un secondo numero maggiore di p. Ora 

La differenza tra il numero delle variazioni della serie dei risultamenti 
dati dalla sostituzione di p e il numero delle variazioni della serie dei ri - 
sultamenti dati dalla sostituzione di q, esprime esattamente il nombbo delle 
radici reali della proposta che si trovano comprese tra p e q. 

Tale è il teorema osservabilissimo di cui si tratta. 

78. Osserviamo, che uella serie indefinita dei numeri interi positivi e nega- 
tivi — ec. —3 , — 2 , — 1 , o , H-r , *-4-2 , -+- 3 , -4-4 ,.••••+■ ec-, i nu- 

meri negativi debbono considerarsi sempre più piccoli quanto più essi s» allon- 
tanano da o; per esempio, se i due numeri sostituiti p e q y fossero — 16 c — 2 , 
— iG sarebbe il più piccolo. 

79. Si ricava subito da queslo teorema la seguente regola : 

Le funzioni X, X,, — X a , — X 5 , ec., essendo determinate , ci faremo 
x ss — oo , e si scriveranno inseguito gli uni degli altri , sopra una medesima 
lineai i segni dei risultamenti di questa sostituzione ; il segno dell ' ultima 
funzione — X m , la quale non contiene x rimane sempre il medesimo. 

Faremo inseguito x = - 4 - oc, e si scriverà sopra una seconda linea , al di 
sotto della prima , 1 segni dei risultamenti dati dalla sostituzione di questo 
valore nelle medesime funzioni . 

Si conterà il numero delle variazioni che offre ciascuna serie di segni. La 
differenza tra i due numeri esprìmerà il numero totale delle radici reali della 
proposta. 

Se, invece di sostituire —00 e -+-00 , si sostituisse il limite superiore delle 
radici negative e quello delle radici positive , si giungerebbe nel medesimo modo 
alla conoscenza del numero totale delle radici reali, ma la sostituzione di — « 
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e + oe non esigendo alcun calcolo, perchè essa riduce ciascun polinomio al suo 
primo termine, è sempre preferibile. 

Per distinguere le radici positive dalle radici negative, basta una nuova sosti- 
tuzione, cioè quella di x=so; si banno allora tre serie di segni corrispondenti 
respettivaraente alle sostituzioni x = — co , x=o, x— -+-» ; la differenza dei 
numeri delle variazioni delle due prime dà il numero delle radici negative, e l.i 
differenza dei numeri delle variazioni drlle due ultime dà il numero delle raditi 
positive. Per esempio, se abbiamo trovato 

Per x= — no , 1 H H 5 variazioni, 

x o, H — t H — t- a variazioni, 

xt=:-t-«> , -t- t — I — t— o variazioni, 

se ne concluderà che, poiché spariscono 3 variazioni nel passaggio da — » a o, 
la proposta ba tre radici reali comprese fra — oo e o, vale a dire tre radici ne- 
gative, e che poiché spariscono a variazioni nel passaggio da o a -+- =o , la pro- 
posta ha, di più due radici posilite- Cerchiamo di rischiarare questa teoria eoo 
alcuni esempi. 

8o. Riprendiamo P equazione del n.° 72, 

x 5 — 4 x* -t-i 3 x— 22 = o , 

nella quale la sostituzione della serie dei numeri interi o, 1,2, 3 , 4 , ec. , non 
ha potuto mettere in evidenza che una sola radice reale compresa fra a e 3 . Il 
polinomio derivato del suo primo membro è 

3 x* — 8 x-t-i 3 = X, . 

Per potere effettuare la divisione, bisogna moltiplicare lutti i termini di X 
pel fattore 3 , e qui dobbiamo osservare , una volta per sempre , che l' introdu- 
zione, o la soppressione di un fattore comune non ha alcuna influenza sopra i 
risultamene , dimodoché si deve operare assolutamente nella medesima maniera 
che nella ricerca del massimo comun divisore. Il resto di questa prima divisione 
è 46 x — 146, o a 3 x — 73 , sottraendo il fattore comune 2. Abbiamo perciò can- 
giando i segni di questo resto, — X a , ss — a3x-+-73. 

Dividendo X, per X a , o 3 x*— 8 x-t-i 3 per — a 3 x-t-; 3 , otterremo per ultimo 
resto, -t-g 43 a. Donde — X, = — 9432 . La serie delle funzioni è in questo caso 

X = x 3 — 4 x, ’+'< 3 x — 22 , 

X , = 3 x*— 8 x-t-s 3 , 

— X,s=— a3x-t*73 , 

— X, = -— 9432. 

Facendo successivamente x = — oo , x=o , x=a-t-» , e non scrivendo che i 
segni dei risultameoti , avremo. 

Per xt=s — ao , t--t 2 variazioni, 

x= o, t--t 2 variazioni, 

x = 4-», 1 variazione. 

Vi è dunque una sola radice reale positiva, poiché il passaggio da — « 10, 
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1.011 produce alcun cambiamento, e quello di o i +« non fu (perire che una 
variazione. 

8(. Riprendiamo aocora l’equazione del n.* 6», 


a 4 — lax’-Hisx— 3 =a o. 


della quale sappiamo che una radice è compresa tra —3 e — 4. due lrj o e i, 
l'ultima tra 3 e 3. Vedremo che il teorema del signore Sturai fa immediata- 
mente riconoscere 1' esistenza delle due radici comprese tra o e i, che di sopra 
non l’abbiamo potuto che sospettare, il che avrebbe condotto a calcoli inutili 
se il sospetto non si fosse trovalo fondalo. La derivazione dà 

ovvero 

x 5 — 6x-t-3 1= X, , 


il resto della prima divisione è 

— ■ 6x a 4-gx— 3 j 

sottraendo il faltor comune 3 e cangiando i segni, abbiamo dunque 
ax* — 3x-+-i t= — X»; 

il resto della divisione di X, per X % è — i-x+g. Donde 
vjx— 9= —X,; 

finalmente il resto della divisione di — X 1 per — X, è —8; donde — X 4 == -+- ft. 
Abbiamo dunque riunendo i risultamenti , 

X =3 X* — I3X*-b I2X — 3, 

X,=a x 5 — 6x -+-3 , 

— X 4 = ax* — 3x -+- i , 

— lyx — 9 , 

— sa 8. 

Sostituendo successivamente — co , o e -4-00, otterremo, 

Per x= — co, -+- — 4 variazioni, 

* = o, h 4- — •+■ 3 variazioni, 

x = - 4 -oo, + + o variazioni. 


il che c'insegna che 1' equazione proposta ha le sue quattro radici reali, cioè: 
una negativa e tre positive. 

Per determinare ora con esattezza tra quali numeri interi ciascuna di queste 
radici si trova compresa , sostituiamo in queste medesime funzioni la serie dei 
numeri naturali o, 1, a. 3, ec., tanto col segno -H quanto col segno — , oller- 
rerao per le sostituzioni positive, 




— — + H — H 
— h 


3 variazioni , 
t variazione, 
1 variazione, 
o variazioni. 
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Ci arresteremo a x = 3 , perché la sua aoitilaxione dà i medesimi segni che 
quella ili + ®, e ne risulta che non ri è radice reale compresa tra 3 e +«. 

Esaminando questa serie di segni, vediamo che o dà tre variazioni , e che a 
non Ae dà che una , donde segue che vi sono due radici comprese tra o e s ; 
egualmente, a dando una variazione e 3 non ne dando alcuna vi è una radice 
compresa tra a e 3. 

Qui é inutile di operare la sostituzione dei numeri negativi in tutte le fun- 
zioni; siccome non esiste che una sola radice negativa, basta per metterla in evi- 
denza, di effettuare questa sostituzione netta proposta. 

8 a. Sia, per ultimo esempio, 1* equazione 

x*— 4x* +-) x* — ax* — 5x — 4 — o. 

Applicandole U regola ( 77 ), si ottiene b serie delle funzioni 


x = x 5 — 5x— 4 , 

Xjsrs 5x* — i6x’-*-iax* — 4 x- 5 ,, 

— X s ss iax* — cpr*-+-58x-+-Go , 

— X,= 41** — 58 x — 108, 

— X 4 = — 4*1 75* — 340^4, 

— X, = -t-6i3o74a55a4- 

Le sostituzioni di — », o e -+-» danno. 


Per x = — oc , 
x= o, 
X=3+ «O , 


-t- 3 variazioni , 

• 1 h 3 variazioni v 

- - 4 - -4- —a— — •+■ a variazioni. 


La proposta noo ha dunque che una sola radice reale positiva; le quattro al- 
tre sono immaginine. Applicando a questa medesima equazione una regola d’iu- 
duzione, il Newton aveva trovato (Arit. L'niv. Tosi, II, Car. 11 ), che essa 
doveva avere due radici negative e una positiva; si vede che la sua regola é falsa. 

Per determinare la parte intera della radice positiva , si sostituir» nella pro- 
posta la serie dei Dumeri o, 1 , a, 3, ec. , il che darà. 


reo, 

x = — 4, 

X=I, 

X s= — 10 , 

ima , 

X=a — aa. 

xea 3 , 

X = — 10, 

»= 4 > 

X = -+- a 00 , 


cosi 1» radice cercata è tra 3 « ), ai molto pifc vicina a 3 che a 


83. Lihiti dui* Sostitczioss. I limiti superiori ordinari delle radici di un'e- 
quazione essendo facilmente numeri grandissimi, e i limiti superiori pili piccoli 
potendo raramente ottenerti senza molti calcoli , è importante , per evitare le 
inutili sostituzioni, di saper riconoscere se i numeri sostituiti contengano o no 
tolte le radici reali , quantunque esse non siano tutte in evidenza. I caratteri 
che indicheremo, e dall’ ispezione dei quali dovremo proseguire o arrestare le 
Dii. di Mai. Poi. IV. 46 
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le «istituzioni, son legali ad un metodo tanto semplice di ottenere i risultamenti 
di queste sostituzioni , che si deve , in tutti i casi, preferirlo all' operazioni di- 
rette. Ecco in che consiste. 

Quando in un polinomio del grado m, m essendo un numero intero, si sosti- 
tuisce, invece di x, la serie dei numeri naturali o, i, 2, 3. 4, cc. , ■ risultamenti 
che si ottengono formano una progressione aritmetica dell’ ordine m [vedi Pao- 
caessioaa), vale a dire, una progressione le cui differenze dell’ ordine m sono 
costanti. Per fissare le idee, sia l’equazione generale del terzo grado 


x’-+-àx*-+-Bx-t-C ss o ; 


se facciamo successivamente x=ao, =1, =a, ec. , avremo 
tith 


*+• c 

1 -4- A -4- B -4- C 
8-4* ^A+sB^-C 
aj4* gin-AB-rC 
64 - 4 - 16 A -4*4B -4- C 
ii5-4-a5A-4-5B-4-C 
ec ee. 


. ■ . (A,)- 


la serie delle quan- 


Ora, sottraendo ciascun termine di questa serie, da quello che lo segue imme- 
diatamente, si ottiene la nuora serie delle prime differenze-. 


1 -4- A -4- B 
7 *4* 3 A -4- B 
19-4- 5 A *4- B 
37 *4* 7 A -4* B 
61 -4- 9 ^ -4* B 
ec ec. 


Operando nella medesima maniera sopra queste, si avrà per la sesie delle se- 
conde differente 

6-4-aA 
11 -4- a A 

18-4- a A 
14 f a A 
ee. . . ec. 


Le differenze di quest' ultima , che sono le differente ierte della serie (A,), 
sono evidealemente eguali tra loro e al numero 6. 

Cosi, i risultamenti (A ( ) della sostituzione dei numeri naturali o, 1 , 3, 3, ee., 
nel primo membro di un'equazione del terzo grado, formano evidentemente una 
progressione aritmetica del terz’ ordine le cui differenze costanti anno eguali a 
6. Si riconosce facilmente che seguirebbe il medesimo se il primo termine x* 
dell' equazione, invece di avere P unità per coefficiente, avesse un numero qua- 
lunque P ; solamente allora le differenze costanti sarebbero eguali a 6P. Osser- 
viamo ora che quaudo si conosce la prima differenza di ciascun ordine, niente 
vi è di più facile che di continuare la progressione. Qui, per esempio, non bi- 
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•ogni rhr aggiungere 6 alla quarta differenza Jet leconJ'orJine 2^-4-aA, per ot- 
lenere la quinta 3o~t-aA ; ma questa, aggiunta alla quinta di IFire ma del prim’or- 
Jine 6i-s-f)A-t-B, Uà la sesta differenza del prim’ ordine 91-+-1 » A-t-B , la quale 
aggiunta al sesto termine della progressione r 25 -+-a5A-t-5B-t-C , fa conoscere il 
settimo termine 

at6+3CA+6B+C. 

Basta dunque un seguito di addizioni per poter costruire tutti i termini 
della progressione (A,), per mezzo dei primo termine di ciascun ordine delle dif- 
ferenze , cioè : 

1-+-A-+-B , 6+>A, 6. 

Per esempio, per l’equazione 

**— aa as o, 

si avrebbe , facendo A =c — 4« B=t3, Cez-sj, 
s-t-A+B = io , 6-t-aA c= — a, 

vale a dire 


Diff. 3.xe 

Diff. a.de 

Diff. l.me 

Prog. 

-+- 6 

— a 

-4- IO 

— aa 


Questi primi termini delle diverte serie fanno conoscere i secondi , aggiun- 
gendo ciascun di loro con quello che lo precede; cosi il secondo termine della 
serie delle differenze seconde è — a-t-6==-t-4< quello delle differenze prime è 
•+• io— a=s -t-8 , e finalmente il secondo termine della progressione è — aa-+-io 
*= — «a. Scrivendo sempre -t-6 nella colonna delle differenze terze , si ottiene 
con questo metodo. 


Diff. 3.*e 

Diff. a.de 

Dff. I.Dir 

Prog. 

-+- 6 

— a 

-4- io 

— aa 

4* 6 

•+- 4 

-4- 8 

— la 

-4- 6 

-+- IO 

*4* ia 

- 4 

4* 6 

«4- t6 

-4- 22 

«4* 8 

4* 6 

■+• aa 

-4- 38 

4* 3o 


I termini della progressione corrispondono evidentemente alle sostituzioni 
x=o, xtst, x = a, *=aS|, x = 4- 

Esaminando la formazione dei termini di queste diverse serie, ti riconosce che 
quando siamo giuuti ad una linea di termini affetti ciascuno dal segno -f, tutte 
le altre linee che si potrebbero formare, e, per conseguenza, tutti i termini ul- 
teriori della progressione, offrirebbero necessariameoie questo medesimo segno, di- 
modoché è impossibile di ottenere delle variazioni di segni nella colonna dei 
risullamenli , o dei termini della progressione, al di là della sostituzione alla 
quale corrisponde questa permauenza generale. Non può dunque io questo caso 


Digitized by Google 


5(ì4 EQU 

eitservi radici positive »a p<*riori al numero 3, poiché 3 corrisponde al risultamento 
-♦-8, preceduto ila termini tutti poaitiri. Abbiamo dunque, con quello processo, 
non lolamenle il vantaggio di ridurre i calcoli delle sostituzioni alle due opera- 
aioni aritmetiche le più semplici, l’ addizione e la sottrazione, ma ancora l’al- 
tro di sapere dote dobbiamo arrestarci. 

Possiamo ottenere i risullamenti corrispondenti alle sostituzioni — r, —a, —3, 
— ec. , con un seguito di sottrazioni , ma generalmente è più semplice , dopo 
ater cercato le radici positite, di cangiare il segno delle radici della proposta e 
di cercare, nella medesima maniera, le radici positite della trasformata; esse sa- 
ranno le radici negatite della proposta ( n.“ ja). 

84. Quello che abbiamo detto per 1‘ equazioni del terzo grado si applica a 
tutte le altre. Quando si è determinata la prima differenza di ciascun ordine, i 
ri, U 1 lamenti delle sostituzioni si ottengono per mezzo di una serie di addizioni. 
Per 1’ equazioni del quarto grado si ha 1 

Equazione generale. x*-*-Ax s -t-Bx J -t-Cx-»-D = o 
Primo termine dei risullamenti -t- D 


1.* differenza prima i-f-A-t-B-t-G 

1.* differenza seconda i4-t-6A-t-aB 

«.* differenza terza 36-H3A 


differenza quarta o costante . . . a4- 
Ecco il quadro dei calcoli sopra l'equazione di giù trattata 
x*— 1 ax’-+- 1 ax — 3 =3 o. 

In questo caso, A = o, B ss — sa, C = -+-ia, D= — 3, e, per conse- 
guenza • 

I +A+B 4 .C s 1 , 

1 4 +6A+2B = — 10 , 

• c. 1 ■ 3 6-t- 6 A sa 36. 


Partendo da questi numeri, si Irora per le sostituzioni positive. 



Diff. 4- *e 

Diff. 3.ze 

Diff. 2. de 

Diff. i.ma 

Ri sull amen! 

X = 0 

-St a4 

4*. 36 

— zo 

~H I 

— 3 

X = 1 

■+• ai 

-4- 60 

-4- 26 

— 9 

— 2 

X = i 

■+• 24 

*4* 84 

-t- 86 

-t- . 7 

— ìt 

*= 3 

"+• 

-Hi 08 

-t-i;o 

-t-io3 

+ 6 


3 è dunque il limile superiore delle radici positive. 

Per cercare le radici negative, cangiamo i segni delle radici della proposla ; es- 
sa diventerh 

**— I2X* — 12 * — 3 — » , 
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ji rremo, paragonandola con io formule precedenti , 

A ss o, B= — «a, C = -— la, D =» — 3, 
l-l-A-)-B-t-C =a — a3 , 
i4-M>A-+**B= — io, 

36-t-GA — 36 , 

it che ci «lari, operando come è indicato 



Dif. 4.W 

Dijf. 3 »<• 

Diff. 3 .de 

Diff. i.me 

Rùullamcnti 

X S= 0 

-+• a\ 

36 

— IO 

- »3 

- 3 

X = I 

-+• 

■+■ 60 

-+■* 26 

- 33 

— a 6 

X =3 2 

+ >4 

-t- 84 

86 

- 7 

— 5g 

x t=s 3 

-+• a4 

-t-»o 8 

-t -170 

-*■ 79 

— 66 

* =4 

-v- 24 

-t-i3a 


-v*4g 

-+• s3 


Il limite delle radici positive della trasformata è dunque 4> *> per conse- 
guenza , la proposta non ha radici negative al di là dì — 4 - 

Non abbiamo senaa dubbio bisogno di fare osservare else tutto ciò che abbiamo 
detto sopra, e che riguarda i cangiamenti di segui dei risnltamenti, si applica 
a quelli che si ottengono con questo processo, vate a dire, che bisogna conclu- 
dere dal primo quadro, che v’ è almeno una radice reale compresa tra a e 3,e, 
dal secondo, che vi è almeno una radice reale compresa tra 3 e 4- 

83. Estendiamo le formule, che fanno ottenere immediatamente le differenze , 
al caso in Cai i primi termini dell' equazioni sono affetti da coefficienti, limitan- 
doci all* equazioni degli otto primi gradi, il che è sufficiente per le applicazioni 
usuali. Il metodo che seguiremo proverà d’ altra parie come bisognerebbe operar* 
per equazioni superiori a questo gradp. 

Sia 

A**-t-B»’-+-C« , -t-Djs‘-t-Ex‘-f-F» s 4-<Jar*-4-Hjr-t-Ic=o .... (t), 

un’equazione deli* ottavo grado nella quale i coefficienti A, B, C, ec. , sono no- 
meri interi qualunque positivi, negativi o nulli; si potrà ridurla a una del set- 
timo grado facendo A = o, a una del sesto facendo .tuo, e Buso, e così di 
seguito. Premesso cià , se si sostituisce invece di x , i numeri interi o, t, a, 

3 , ec. , i risulta menti formeranno una progressione aritmetica dell'ottavo ordine, 
il cui primo termine sarà I. 

Sottraendo ciascuno dei termini di qneita progressione da quello che lo seguo 
immediatamente , si formerà la aerie delle prim* difftrtnze : progressione det 
settimo ordine, che avrà per primo termine « 

A-t- 8 -t- C-+- O-f- &+- E"4-G -t~ H * 
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Operando nella medesima maniere aopra qneata serie delle prime differente, 
ai olttrrfc la serie delle seconde differente, il cui primo termine sarà 

*54 A-+- 1 a 6 B-t- 6 aC-*- 3 oD+ 14 E-F- 6 F-+- aG. 

Continuando nella medesima maniera , fino a tanto che ai giunga alle differente 
ottave, che sono costanti e eguali a 4 ° 3 aoA , ai potranno riunire tutti i risulta- 
menti in un solo quadro, comprendendo cosi gli elementi della risoloiione del- 
l' equationi numeriche , da quelle del primo grado fino a quelle dell’ oliato. 
Avremo in questo modo R , indicando il primo termine delle serie dei risulta- 
menti o quello che corrisponde a ibd, e D, , D a , D t , U«, ec. , le prime 
differenze di ciascun ordine 

R e=I 

Hi— A+B-t-C+D+E-t-F+G-t-H 

* £ 127 V-+- 63 B-+- 3 iC-t-i 5 D- 4 -jE-+- 3 F-HG ] .... 

D,=i 6 [ <) 66 A+ 3 oi fi-MjuC-+-, 5 D-t- 6 E+F ] 

D t =: 24 [ 1701 A-t- 35 uB-+- 65 C+ioD-t-E] 

D,= 120 [ io 5 oA-t-i 4 oB-i-i 5 C-t-D] 

D|= 720 [ aG6A-t-aiB-+-C] 

D, b 5 040 ] 28A+B ] I 

D| = 4o3aoA 

86. Per provare l'applicazione di queste Formule, cominciamo dal prendere 
I' equazione 

x s — 4 x*- 4 - 4 * , — a*’— 5 st — 4 = 0, 

nella quale il teorema del Signor Sturm ci ha Fatto riconoscere che non esiste 
che una sola radice reale positiva. Abbiamo, paragonando con la Formula (I), 

Asso, Baso, Ceso, Desi, 

E— - 4 , F = -H. G = -a, H = — 5 , 1 = — 4; * 

sostituendo questi valori nel quadro (II), otterremo 

R=- 4 , 

D, ss 1 — 4+4 — 2 — 5 = — 6 , 

D,c= a [ i 5 — 18+ iz — a ] ss —6 , 

Djs=G [ a 5 — 24+4 ] = ~*~ 3 o , 

D, = 24 [io— 4] 1= — t - >44 1 
D, ss 120. 
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Per meno di quelle differenze , il calcolo delle totlilntiooì positive sarà coni- 
preio nel seguente quadro: 



Dff . 5. le 

4 -te 

Diff . 3.«e 

D ff. a.de J 

Dff . i.nw 

Risiili . 

X = 0 

120 

*+• i$4 

4 - 3 o 

— 6 

— 6 

- 4 

X ss 1 

120 

-*• 26i 

4- 174 

4 - 24 

— 12 

IO 

zs a 

120 

"t* 384 

4 - 438 

4 - 198 

•f 12 

— 22 

x ss 3 

120 

"H 5c>4 

4 - 822 

4 - 636 

-f- aio 

IO 

* = 4 

120 

+ 624 

4 - i 326 

4 - «458 

846 

200 


ri è dunque una radice potilira compresa tra 3 e 4i ® >1 calcolo é finito, poi- 
ché tulli i legni dell' ultima linea tono politili. 

Se non ti tapeue che quell'equazione non ha che una iota radice reale, bi- 
sognerebbe calcolare » riiullamenli delle loitituzioni negative — i, —a, — 3, ec., 
tanto cangiando il legno delle radici, per non avere che addizioni da fare, quan- 
to prolungando il quadro precedente con lottrazioni dalla parte delle sostitu- 
zioni negative. Quando il calcolo delle differenze è un poco luogo, quest' ultimo 
mezzo è preferibile. Ecco l' operazioni necessarie a farsi 

x— o, 4- tao, -+- 1 44 » *t*3o, — 6 , — 6 :— 4 

* = — 1 , -t-iao, -t-a4 , 4-6 , — sa, 4- G : — so 

la differenza costante 4-120 essendo sottratta dalla differenza quarta 4- 144 , dk 
4- *4 nuova differenza quarta; questa, sottratta dalla differenza terza 4-3o, dk 
4-6, nuova differenza terza; quest’ ultima sottratta da — 6, differenza seconda, 
da —sa, nuova differenza seconda , che sottratta dalla differenza prima — 6 , dii 4 - 6 , 
nuora differenza prima; finalmente, questa nuova differenza prima sottratta dal 
riiullamento — 4 > dk il nuovo ritultamenlo — 10 , corrispondente a x=as — 1. 
Operando quindi sopra la nuora linea delle cifre come l’abbiamo fatto sulla pri- 
ma, si otterrà il ritultamenlo corrispondente a *= — 2 , e così di seguito. Il 
calcolo, continuato fino a tanto che 1’ ultima linea nou offre che delle variazioni 
di segni, è riepilogalo in questo quadro: 



Dff . 5 . se 

Dff . 4 -te 

Dff . 3.se 

Dff a.de 

Dff l.me 

Ri nuli . 

zs 0 

120 

4- <44 

*+• 3 o 

- 6 

— 6 

- 4 

,rs — 1 

120 

4- 24 

*+■ 6 

— 12 

+ 6 

IO 

j: = — 2 

120 

— 96 

-4- 102 

— 114 

120 

— i3o. 


L’ ottima linea non presentando alcuna permanenza di segni, ne risulta che 
l'equazione non ha radici al di Ik di — 2 ; mentre, dalla costruzione dei risul- 
lamenli , si vede che non è più possibile di ottenerne dei positivi : ciascuna dif- 
ferenza negativa dovendo essere aumentala con la sottrazione di una differenza 
positiva, e ciascuna differenza positiva dovendo similmente essere aumentata con 
la sottrazione di una differenza negativa. 
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Si hanno dunque due criterii assicurati per iimitare le sostituzioni, cioè: dall» 
parte dei numeri positivi , quando non vi tono più variazioni di segni , e dalia 
parte dei numeri negativi , quando non vi sono più permanenze. 

Le sostituzioni non avendo messo che una sola radice in evidenza, e il com- 
plesso dei risultamenti 

— so, — 4 , —io 

potendo far supporre ( n.* 63) che esista un numero pari di radici tra i nu- 
meri -+-i e — i, bisognerebbe tentare delle sostituzioni intercalari che l’appli- 
cazione del teorema del Signor Storna rende inutili. Quest' esempio i sufficiente 
per provarne la sua grande utilità. Faremo ciò non ostante conoscere in seguilo 
un altro teorema il quale, benché meno decisivo, può servire di norma in un 
gran numero di casi. 

87 . Lo scopo principale del metodo delle sostituzioni essendo quello di determi- 
nare il valore delle radici a — di unità presso a poco, par quindi poter loro 

applicare i metodi di approssimazione, ci rimane da far conoscere come si può 
ottenere questa prima determinazione senza passare per alcuno dei tentativi in- 
dicati di sopra (n* 71 ), e i quali possono diventare faticosissimi quando l’equa- 
■ «ione è di un grado elevato. 

Partiamo sempre dall’ equazione generale (I), la quale abbraccia gli etto primi 
gradi, e supponiamo che si sia trovato il valore intero a, di una di queste ra- 
dici; se indichiamo con s, il suo valore più piccolo dell'unità, essa sarà rap- 
presentata con r=ss4t, e sostituendo a-t-s, invece di x, nell’equazione (I) , 
ai otterrà un’equazione in z, una delle radici della quale deve essere necessa- 
. riameote minore dell’unità, e siccome supponiamo cbe la proposta non abbia 
che una sola radice compresa tra a e a-t-i , l'equazione in a non avrà cbe una 
sola radice reale tra o a 1 ; ti tratterà dunque solamente di determinare la prima 
cifra decimale di questa sola radice. Avanti di procedere a questa determinazione, 
indichiamo il mezzo di calcolare i coefficienti dell' equazione in * , per mezzo 
di quelli dell'equazione in x. 

Ora, la sostituzione di a-t-z nell'equazione (I), ci darà un'equazione della 
forma 

A's>+BV+C's'+Ifs l +EV+F's 5 +G's , +H'x+l't=o .... (MI), 
per la quale avremo effettuando i calcoli dei coefficienti , 

I f c= I -+- Ilo-t- Go i - 4 - Fa’-r- Ea*-+- Da 5 -*- Ca*-t- Bu 7 -t-Aa* 

H' s=H-r-aGa-t- 3Fa*-t-4 Eu’+S Da*-t -6 Ca s -t *7 Ba '-»-8 Aa 1 
G' ssG-t-31'a-t-6 Ea 1 -+-ioDa , -t-i5Ca‘-+-ai Ba fi -+-a 8 Aa* 

F' — Ea-t-ioDa^-t-aoCa* -t-35Ba*H-56Aa* 

E f cc E+5 Ds+i 5Ca*4-35Ba 5 +7oAfl' 

IV e= l)-*-6C(H-aiBa»-t-56Aa s 

C = C-t- 7 Ba-t-a 8 Aa* 

B3 B-4-8A0 

' A' = A 
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88. Costruf >mo per meno ili queste formule l' equazione in z, risultante dell» 
sosti t uzioDe (li 3-t-z , io luogo ili x nell 1 equazione 

* s — a* 3 — 5x-e-4 = °i 
1 s * 

della quale sappiamo che la radice reale ha 3 per parte intera. 

Abbiamo, paragonandola con le formule (I) e (111), 

D = i, E = — 4, Fa+4, G=s— a, H = — 5, 1 = — 4- 

• 

La proposta non essendo che del quinto grado, bisogna togliere dalle formule 
generali tolte le parti che contengono A, B e (1 Sostituendo questi valori nelle 
formule (Ili), troveremo, facendo a=3, 

V =3 — 4 — i 5 — 1 8-4-108 — 324-4-243 = — »o 
H' = — 5 — i a-4- 1 08 — 43a-t-4°5 = -H 64 
G'=3 — 2-4-36— 2 16-4-2 70= -4- 88 
F f = -t-4 — 90 = -t-4G 
E' = — 4“F , 5 = -+" k 
D' = -4-i. 

L'equazione in « è dunque 

x 4 -t-iiz 4 -4-46z*-+-88* a -4-64 5 tuc=;o; 

e, per la regoli del Descartes, essa non può avere più di una radice positiva, la 
quale è evidentemente compresa Ira o e r , poiché facendo * = o, viene un ri- 
sultamento negativo — to, nel mentre che facendo * = 1, il risultamene è po- 
sitivo. 

Per trovare ora la prima cifra decimale di questa radice, rendiamo le radici 
dell'equazione in «, dieci volle maggiori; con questo mezzo, la prima cifra de- 
cimale cercata diventerà la cifra degli interi della radice, e potremo ottenerla 
con la sostituzione dei numeri interi o , 1 , 2 , ec. , fino a io, se ce ne sia bi- 
sogno. 

La trasformazione non esige altro che scrivere degli zeri (n.° 71), l'equazio- 
ne diventa 


* ,s -4-i 1 o* ,4 -+-$6oo*' 8 -b88ooo* ,a -+-64oooo*'—i 000000 = o. 


Le sostituzioni danno 

Per z' = o, — 100Ó000, 

*' = * t — 267289 , 

z r = 2 , -+• 670592. 

Cosi il valore intero di z r è i, e per conseguenza il valore cercato di z è 0, r. 
Quello di x è perciò 3, r a meno di un decimo circa. 

Il medesimo processo applicato all’equazione in z 1 potrebbe far trovare la pri- 
ma cifra decimale della sua radice, il che darebbe le due prime decimali di jt, 
e cosi in seguito, ma è mollo più pronto di adoprare il processo del Newlou, 
Diz. di Alai. Voi. /r. 47 
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soprattutto lale come è flato mollificato dal Raphson ( Vedi Approssima ztoar ). 
Esamineremo in seguito alcune altre modificazioni , che possono rendere questo 
processo meno faticoso. 

89. Il processo che abbiamo esposto offre il mefczo diretto di separare le radici 
comprese tra due medesimi numeri interi successisi. Se si fosse trovato , per 
esempio, che adequazione X=o, contiene due radici Ira 6 e 7, si farebbe 
X =; G-t-z e l'equazione risultante in z, Z = o , avrebbe necessariamente due 
radici reali comprese Ira o e 1 ; moltiplicando per 10 le radici di quest* ultima, 
la trasformala in z* , Z' = o , avrebbe, per conseguenza , due radici reali com- 
prese Ira o e 10, e le cui sostituzioni farebbero conoscere le parli intere; am- 
mettendo che queste parli siano { e 7, le radici di Z sarebbero o, 4 e 0,7 a uu 
decimo circa, e si avrebbe per le radici cercate X = G, 4 « 6 , 7 , a meno di un 
decimo circa. Nel caso in cui le due radici di Z' = o, fossero comprese fra i due 
medesimi numeri, le radici di X = o , avrebbero non solamente la medesima 
parte intera , ma ancora la medesima cifra decimale, e bisognerebbe operare sopra 
l'equazione Z=:o come si sarebbe fatto sopra l’equazione X = o; si giungerebbe 
cosi alla conoscenza delle seconde cifre decimali delle radici cercale , e così 
egualmente finché si siano separale le due radici. 

Se ci fossero primieramente Ire, o un maggior numero di radici comprese tra 
i due medesimi numeri interi , l'equazione in z, avrebbe il medesimo numero 
di radici reali comprese tra o e 1 , e quella in z\ il medesimo numero di radici 
reali comprese tra o e 10. 

90. Fin ad ora non abbiamo consideralo che equazioni la cni parte intera 
delle radici era espressa da una sola cifra, il che ci ha permesso di determinarla 
per mezzo di un piccolo numero di sostituzioni ; ma se questa parte intera era 
esprcs«a con due o un maggior numero di cifre, quantunque i processi indicati 
siano sufficienti per farla scoprire, i calcoli potrebbero diventare di una lunghez- 
za ributtante, il che possiamo sempre evitare con facili trasformazioni. Sia, per 
esempio, l'equazione 

x % — i8oar’— i 3 oox*— i8ooo.r— 1400001= o ; 

i segni indicandoci che non può esserci che una sola radice positiva, cominciamo 
«lai procedere «Ila ricerca delle radici negative, cangiando, per maggior facilità 
il segno delle radici. La proposta diventa allora 

j? 4 -Hi8oo: 3 — i 3 oojr a .+-i 8 ooox — 1 1 \ 0000 = o ; 
e, paragonandola con le' formule (I) c (11), abbiamo 

A =0, Dco, C = 0, I) o , Ec= 1, F = 180, 

Gs=— i 3 oo, H =-+- 18000 , I = — 1 40000 , 
donde - 1 


fi =- 

140000 

0, = -+- 

lG88l 

c 

13 

II 

1 

1 5oG 


nzG 

I)|=: + 

M- 
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Operando sopra queste differente, avremo 



Dìff, 4-te 

Diff. 3.«t 

Oijf. a.d* 

Oiff. l.mr 

Risultamenti 

r = 0 

a 4 

4* 1116 

| — * 1 5oG 

*4* l 688 l 

— 1 40000 

x =3 1 

a 4 

-+- 1140 j 

- 3». 

- 4 - 1 53^5 

— 123119 

X ss a 

a 4 

+ ■ iG i | 

*+■ 75 .J 

-4- i4985 

— >°7744 

X 3=s 5 

a 4 

-+• 1 1 ès 

■+- 1914 

■+• *5735 

— 9 a 7 5 9 

x = 4 

a 4 

+ 1311 

*+• 3ioa 

-+- 17649 

— 77o 2 4 

x = 5 

a 4 

-t- ia36 

-4* 43*4 

-+- 30751 

■>— 5;)3;5 

in 

II 

H 

a 4 

-+- ia 6 o 

-4- 55*w 

*4- 25oG5 

— 3862.4 

x = 7 

a 4 

■+■ 1284 

-+* Gffio 

-4- 3oGi5 

— 1 3559 

x = 8 

a 4 

4- i3o8 

- 4 - 8094 

-4- 374a5 

Hh 1 ;o56. 


Si scuopre dunque una radice tra 7 e 8 , e il metodo regolarmente decre- 
scente dei risultamenti non c' indica alcuna coppia di radici comprese tra i nu- 
meri precedenti, dimodoché possiamo supporre o che la proposta Ita tre radici nc- * 
gelive comprese tra — 7 e —8, o che essa non ha che una sola radice negativa 
e due immaginarie. Cerchiamo ora la radice positiva che essa deve uecessaiia- 
inenle avere. 

Procedendo sopra V equazione 

x*— i8ac 3 — i 3 oox 3 — 18000? — 140000 = 0 , 

come abbiamo fatto sopra la sua trasformata , non solamente le dieci prime sosti- 
tuzioni non apportano alcun cangiamento di segni nei risultamenti , ma P anda- 
mento delle differenze prova che non si può' sperarne che dopo più di un centi* 
na'o di sostiluzioiii. Potendo suppone perciò che la parte intera della radice è 
compresa Ira 100 e 1000, questo sarebbe il caso di cercare il più piccolo limite 
superiore delle radici positive; tuttavia, non volendo in questo caso aver ricorso « 
a questo mezzo, osserviamo che si possono rendere la radici della proposta 100 
volte più piccole, facendoci x = ioo*, trasformazione facilissima a elleltuare , 
poiché essa si riduce a dividere ciascun coefficiente per la potenza di 100 il cui 
esponente è il numero dei termini che lo precedono, (Pedi Tbzsforjiaziowe). Non 
vi sono dunque in realtà che delle virgole da scrivere, e la proposta divieue 

z A — 1, 8* 3 — o, i 3 z* - 0,018*— 0,001^ =0, 

le cui radici moltiplicale per 100, saranno i valori di x. Così le parti intere delle 
raditi z saranno le cenlinaie delle radici x. 

Se si fosse potuto supporre che il valore di x fosse tra io e 100, si sarebbe 
fatto solamente x=ioz; come si sarebbe fatto x =. 1 000*, se si fosse supposto 
che esso fosse tra 1000 e 10000. 

Appticaudo a questa trasformala le regole insegnate, avremo 


E = 1 

F=s — 1,8 

G = — o, 1 3 

li = — o,ot8 

1 S= — 0,001 4 


Il = — 0,0014 

IJ| — — o,9ÌS 

D» = -+- a .94 

1), ss -+-a5 , 2 

D. 
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e, per conseguenza. 



Diff. 4 

Diff. 3. «e 

Diff. 2 .J* 

Diff. l.me 

liisaltamenti 

z = 0 

A 

•+■ s5, 3 

-+• a i94 

— o,g 48 

— o,ooi 4 

z = 1 

A 

49.» 

•+■ 38, 14 

>i99 a 

— °>9494 

z = a 

A 

■+• 73,a 

-+• 77» 3 4 

-t-3o, 1 3u 

■+■ «,o$sG. 


Dopo aver trovato la parte intera t della radice a, potremo ottenere la tua 
prima cifra decimale, e ancora la sua seconda e la sua terza, per mezzo del* 
l’ operazioni indicate al 0*87. Questi calcoli danno <£=1,87, e per conse- 
guenza aees ioozc= 187 , a meno Ili un' unità circa. In tulli i casi, quando la 

radice a è conosciuta a — circa , possiamo compire di determinarla col metodo 

IO 

del Newton; poi, moltiplicandola per 10,100, ovvero 1000, secondo che si fa 
xkiox, x=iooz, x=iooox, si ottiene il valore di x. 

Le due radici reali della proposta hanno dunque per parli iolere — 7 e -+-187. 
Postiamo assicurarci, per mezzo del teorema del Siguor Sturai, che le due altre 
radici sono immaginarie. 

gì. Ciò che piecede contiene la riunione dei proceisi necessari per ottenere il 
valore approssimato, a meno di un decimo, delle radici di qualunque equazione 
numerica, col metodo delle sostituzioai ; una volta trovalo questo valore, pos- 
siamo dargli a piacere tulli i gradi di approssimazione col processo del Newton, 
di cui rammenteremo il principio, affine di potergli applicare una modificazione 
utilissima in lutti i casi nei quali ci possiamo contentare di 3 o 4 decimali. 

a essendo il valore approssimato della radice, si sostituisce nella proposto a+i 
invece di x, e si giunge a un'equazione in a 

01= M-t-Nx-t*PxM-Qz 3 -t- ec. , 

nella quale si trascura lutti i termini affetti dalle potenze di a superiori alla 
prima , ai ha semplicemente allora 

oe=M-t-Na, 


donde si ricava un valore approssimato di x 


M 



Ora, è evidente che l’errore sarebbe meno grande se, in luogo di prendere 
l’ equazione approssimata 

ot= M-t-Nz , 

si prendesse I' altra 

o ts= M-t-Nx-+-Px 3 ; 


ma bisognerebbe risolvere un'equazione del secondo grado, ed i importante di 
non complicare la serie dei calcoli con estrazioni di radici quadrate i quali di- 
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venterebbero continuamente piti faticosi. Ecco il metodo semplicissimo impiegato 
dal)' Halley per eritare queste estrazioni e abbassare la seconda equazione al 
primo grado senta errore sensibile. Prendiamo il valore di a dalla prima eqna- 

M 

rione, cioè * = — ^ , e sostituiamolo come segue nella seconda 

„ „ „ M 

• o = M-t-Nz— P — t , 


atremo, risolvendo quest' ultima 

MN 

* * MP-NN 


(*V), 


valore facile a calcolare, e necessariamente più approssimato del vero che quello 



La questione consiste dunque a ottenere i tre primi cordici enti della trasfor- 
mata in z, il che può sempre farsi facilmente per mezzo delle formule (III) , poi- 
ché la proposta essendo rappresentata da 


oc= I-t-Hx-t-Gx 1 't-F;e , -t-Er*-+-Dj l -t-C;r‘-t-Bx , -t- ec. 

si ha 

M esI+H(H*Ga i +Ffl , +Ea , +Da i +Ca , a-Ba , 4- ec. , 
Ni=H-+-aG<i-t-3Fo 1 -t-4E<x , -t-5Do 4 -t-6Ca 5 -t-7Ba*-+- ec. , 

P = G-t-3Fo-t-6E<s*-+-ioDa , -t-i5Ca , -t-2iBa‘-t-a8Aa“-t- ec , 

espressioni nelle quali la legge dei coefficienti numerici è evidente , e che pos- 
siamo, per conseguenza prolungare a piacere. • 

Prendiamo, per esempio, l'equazione 

•r* — 4* , "*" , 3x— Uso, 


della quale abbiamo trovato di sopra (n.* 72) che la radice reale è a, 4 a meno 
di avremo, arrestandoci al coefficiente F delle formule precedenti, 

I = — 22, Ha+i 3 , G sa —4 ' Fami; 


e per conseguenza , 

M =a — 22-t-l3(2,4)— 4(2, 4 )*-»-(a, 4 )*= — 0,016, 

Nc=s-+-i 3 — 8 (a, 4 )-t- 3 (a, 4 )* = -t-n,o8, 
p=- 4 + 3 ( 2 , 4 ) =-+- 3 , »• 

Sostituendo questi valori nella formula (IV) , verrà 
—0,016X11,08 

* —o,oi6X3,2— (11,08)* 0,00144» 

aggiungendo questo valore di * a 2,4, si ba x =2, 401 44, valore esalto, fino al- 
1’ ultima decimale. 
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Non bisogna aspettarsi «li ottenere in tutti i rasi 5 decimali esatti; la grande 
approssimazione ehe s’incontra in questo caso dipende perchè la parte 2,4 della 
radice è di già un valore approssimato e meno di 0,001. Questa radice è la ra- 
dice negativa dell’equazione del quarto grado, risoluta per mezzo delle funzioni 
trigonometriche n.* 3 a. In tulli i casi, limitandosi a 3 decimali , e ricominciando 
i calcoli con questo primo valore di x, si otterranno almeno tei o sette decimali 
esalti, una terza operazione ne darà tredici o quattordici, e cosi di seguilo. 

Àppf ichiamo ancora questa formula all’ equazione 

x 4 — i,8z*— o, i 3 **— o, oi8z — 0,0014 = 0 , 

della quale abbiamo trovato di sopra la radice positiva eguale a 1,8 a meno di 
o,i, paragonandola con le formule generali, abbiamo 

I = — o, 0014 , 

II = — 0,018, 

G = — o, i 3 , 

F = — 1 , 8, 

Etss-H. 

Sostituendo gli ultimi valori nella formula (IV) della quale indicheremo la va- 
riabile cou 2', per evitare qualunque confusione, viene 

— <0, 455 ) X ( 5 , 346 ) =0l „ 8 

*~ — (o,455)X(9.59)— (5,346)* °’ 5 

donde *=1,8-1-0,078=1,878. Se facciamo ora 2=1,878-4-/, olterremo una 
trasformata in/, la cui rad ice., calcolata conia formula (lVj, sarà /c=s — o,oo 33 m; 
donde 2=1,878 — 0,003321 = 1,874879, valore esalto lino .all’ ultima decimai»*. 
Questo valore di z essendo la centesima parte della radice dell' equazione in x del 
n.° 90 , abbiamo dunque, per quest’ ultima x= 187,4879. 

92. Teorema del signor liudan. Se si trasforma un'equazione numerica 

o = a-4-£x-t-cx a -4-</x 3 -4- ec. 

ìli un’altra equivalente 

o = a' -i-lf (x-'/iJ-t-c' (x— (x— ^) 5 * 4 - ec. 

/> essendo un numero intero, esisteranno tra i roefficienli a\ b\ c', ec., e quell» 
dell'equazione primitiva diverse relazioni iuiportauli le quali couducouo al se- 
guente teorema. 

Se un' equazione in x ha n radici reali comprese tra o e il numero p, essa 
aifrà almeno n variazioni di segni di più che la sua trasformata in x — p 
quando p è positivo , e almeno n variazioni di me/10, quando p è negativo. 

Quantunque questo teorema non sia sufficiente per fare immediatamente sco- 
prire i limiti di ciascuna delle radici reali, perchè come l'hanno fatto osservare 
il Lagraoge e il Lcgendre nel loro rapporto all’ Istituto, es»o indica solamente 
che possono esserci, ma non che debbono esserci tante radici compì esc trs o e /1, 
quante variazioni l'equazione ha in più o in meno della sua trasformata in x — />, 
la sua facile applicazione lo rende utile per dirigere i tentativi, quando sì vuole 
evitare i calcoli spesso assai penosi che necessita il teorema di Sturai, la co» 


M = — *0, 455 o, 
N = -4-5, 3/,8 , 
= -t-9, r '9- 
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scoperà è «l'altra parie posteriore alla sua. Due esempi basteranno per conoscere 
il partito che si può cavarne. 

Trattando di sopra (n.° 72) l’equazione 

x* — 4 x M- 1 3 x — 2 2 = o , 

abbiamo riconosciuto che nel caso in cui le sue tre radici fossero reali, doveva 
essercene due comprese tra o e 1 ; e per decidere la questione, siamo ricorsi in 
seguito al teorema del signor Sturm (n. 0 ^;); ora formando l’ equazione in x — 1, 
si trova 

(x-1) 5 — (x — i)*-t-8(x — 1) — 12 = 0, 

la quale offre tante variazioni quante la proposta; donde risolta , pel teorema 
del signor Budan , che non potrebbero esjerci due radici reali comprese tra o e 
1 , e, per conseguenza, che le due altre radici della proposta sono immaginarie. 
L’ equazione 

X # — I 2 X a - 4 -! 2 X — 3 t^o, 

della quale abbiamo scoperto , per mezzo di sostituzioni, due radici comprese tra 
o e t, ha per trasformata in x — 1. 

(x — 0 4 -M (x— 1) 3 — G(x— 1)*— 8 (x — 1) — 2 = 0, 

la quale non presenta che una variazione, nel mentre che la proposta ne ha 
tre; è dunque assai probabile , da questa circostanza, che esistano due radici tra 
o e 1. In quest’ ultimo caso, il teorema impegna a ulteriori ricerche; nel primo, 
prova che esse sono inutili. 

93. Il calcolo dell’ equazioni trasformale è tanto semplice, che il signor Budan 
l’ha preso per base di un nuovo metodo di risolutone delV equazioni numeri - 
rfe, raccomandato per I’ insegnamento elementare dal consiglio dell’ Università. 
Ne daremo un’idea, applicandolo come punto di paragone, ad alcune equazioni 
trattale di sopra col metodo delle sostituziooi. 

Cominciamo dall’ insegnare il mezzo di passare dai coefficienti di un'equazione 
in x a quelli della sua prima trasformata in x— 1. Dopo avere scritto i primi 
sopra una medesimi» linea , cominciando da qoello del termine che contiene la 
più alla potenza di x, e che si chiama ordinariamente il primo termine, si pren- 
dono le somme successive 1 di 2 di 3 , ec., di questi coefficienti, fino alla loro 
somma totale, il che forma una seconda linea di numeri di cui ciascuno rap- 
presenta la somma del numero corrispondente della prima linea, con tulli quelli 
che lo precedono. Per esempio, per l’equazione precedente del terzo grado, si 
avrà 

Coefficienti . . . . 1 — — 22 * 

i.me Somme . . . . 1 — 3 -+- 10 — 12.; 

operando inseguito sopra la seconda linea come I’ abbiamo fallo sulla prima , ma 
senza tener conto dell’ ultimo numero 12, si ottiene 

a.de Somme . . . . 1-24-8; 

questa, trattata nella medesima maniera, dà, sempre scoia far conto deU'uUimo 
numero, 

3 .*c Somme . . . . . . 1 — 1 ; 
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e finalmente 1 ’ ultima somma , o la quarta «omnia, è semplicemente i. Il com- 
plesso del calcolo è come «cgue : 

Coelficenli .... i — aa 

i .me Somme . . • . i — 3 -+* io — i a 

a.d' Somme. . . . t — a-t-8 

3 .«e Somme. . . . i — » 

4 - te Somme. . . . 1 . 

L’ ultime cifre di ciaicuna linea «ono i coefficienti della trasformata in X— I, 
cioè : quello dell’ ultima linea , il coefficiente del primo termine , quello della 
penultima, il coefficiente del lecomlo termine, e coti di seguito. 

Quando I’ equaiione non è completa, bisogna sostituire ai coefficienti dei ter- 
mini che mancano o, cosi, per 1’ equaiione di sopra del quarto grado, si ha: 

Coefficienti .... 1-+-0 — ia-4-ia — 3 

1. me Somme . • . • 1 + t — 11-t-i — a 

a<le Somme . . . . i-t-a — 9 — 8 

3 . te Somme . . . . I - 4 - 3 — 6 

4. te Somme .... i-t -4 

5 . te Somme 


il che dii per i coefficienti della trasformata in x— 1 , t, -t-4 > — 6, — 8, — 2 . 

Questa determinazione dei coefficienti della trasformala in x-?l, riposa sopra 
le proprietà dei polimonii derisati. 11 signor Budan ne ha fatto 1' oggetto della 
aeguente proposizione : 

Un polimonio qualunque , procedente secondo le potenze intere t positive 
di una quantità I, dal grado m fino al grado o, si trasforma in un altro 
polimonio di e goal valore, procedente secondo le medesime potenze di (x— 1 ) 
i di cui respettivi coejficienti , a cominciare da quello dell' ultimo termine , 
sono 

i.° La prima somma di tutti i coefficienti del polinomio dato ; 

a.* La seconda somma di tutti i "coefficienti, omesso l’ultimo ; 

3 *. La terza somma dei coefficienti, eccettuato i due ultimi, e così 
di seguito. 

La regola è necessariamente la medesima per pattare dal polinomio in x — 1 
al polinomio in x — a, da questo al polinomio in x — 3, e cosi di seguito. Per 
esempio, avendo 

Equazione in x xt-l-ox 3 — laxM-iax — 3 = o, 

Equazione in (x — 1 ). . . (x— i)*-t-4(x — i) s — 6(x — !)*■ — 8(x — t ) — 2 = 0 , 


li otterrà l'equazione in (x— a) 
regola indicata, 

Coefficienti 

1 Somme 
a de Somme 
3 . <e Somme 
4 te Somme 
fi. te Somme 


mediante 

1 — t— 4 — 8 — 8 — 2 
1 -+- 5 — 1 — 9 — • 11 
1 -+- 6 -S- 5 — 4 
1 + j+ la 

i-t-8 


formando le somme dei coefficienti 


al 
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Quell' equazione è perciò 

(jr— a) 5 ~*-ia(x— y) 2 — 4 (x-r~2)— - 11 ^=0. 

Premesso ciò, è facile comprenderne la sua applicazione alla ricerca della pai le 
intera delle radici reali di un 1 equazione. Ecco il principio fondamentale del 
metodo. 

Essendo data un equazione in x dei g rado in , ci procureremo le sue tra- 
sformate successive in (x — 1), (x — ■?), (x — 3 ), e cosi di seguito fintantoché non 
j i giunga ad una trasjermata in ( x — p ) i cui coefficienti siano tutti dello 
stesso segno. 

Quest" ultima trasformata non potendo avere radici positive ( mediante In re- 
gola del Descartes), il numero intero p è un limite del più gran valore posi- 
tivo dell ’ incognita. 

Quando l'ultimo coefficiente di una trasformata in (x — m ) è di segno con- 
trario all ’ ultimo coefficiente della trasformata seguente in {st — m — 1), la pro- 
posta ha una o più radici in numero impari il cui valore è compreso tra tu 
e tn-M. 

Quest' ultima proposizione è una conseguenza della costruzione dei coefficienti, 
poiché è evidente ehe V ultimo coefficiente di una trasformala in x — /j, p essen- 
do un numero intero positivo qualunque, è eguale al nsultameuto che si otter- 
lebbe sostituendo nella proposta p invece di x. 

Non possiamo con questo processo scoprire che le radici positive di un' equa- 
zione; ma cangiando il segno delle radici, di viene applicabile alle radici negative. 

Sia, per primo esempio, l'equazione 

% x* — saxM-iax — - 

avremo, cominciando dal cercare le radici positive : 


COBFFICIKKTI 

1 DELL' EQUAZIONE^ 


in X . . 

. , . . ih- o—u + u — 3 


in (3M). 

. 1 *4- 4' — 6 — ' ^ 


in (x — a). 

. . . . IH 8h-I 2 — 4 — Il 


in (x- — 3) . 

. . . . 1 H- ISH-42H-48H- fi. 



Tulli » coefficienti della trasformata in x — 3 essendo positivi, dobbiamo con- 
cludere che non ci sono radici poshve superiori a 3 ; di più , il cangiamento di 
segno nei due ultimi roefficieuti — 1 1 e C , fa conoscere che esiste almeno una 
radice reale Ire 2 e 3 ; e finalmente la perdita di due variazioni nel passaggio da 
x a x — 1 iodica che possono esservi due radici comprese tra o r 1 , cosa che d'al- 
tra parte poteva sospettarsi dall’ andamento degli ultimi coefficienti — - 3 , —a, 
— 11 , per la proposizione del n. # O2 , poiché questi coefficienti sono identici con* 
i risullamenti delle sostituzioni, nella proposta, dei numeri o, s, a, e 3 . 

Cangiando i segui delle potenze impari di x , per cercare le radici negative 
la proposta diventerà 

x* — -lax 3 — i2x — 3 s=o; 
e procedendo come sopra , si otterrà 


Coti ITICI LUTI DELL' EQUAZIONI, 
in x esc — x . . . 

in ( x — 1 ) 

in (x — a) 

in (x — 3) . . . . . 

in {* — 4 ) . . .. . . 

Pii. di Mal. Poi. IP. 


ì-i- o — .la — 1 »— 3 
IH- 4— 6 — - 3a— o6 
IH- #h-i> — 38 — 5 3 
1 h- i a H- 4 * H- » 4 66 
1 -y. 16 h- 84 . 4 - 1 4® •+• * 3 . 


4 « 
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Esiste perciò una radice tra 3 e 4 » * dire che la proposta ha una radice 

negativa tra —3 e — 4 - Le variali©!» di segni provano che questa radice è sola, 
poiché non vi è che uua sola variazion? perduta nel passaggio da x a x — 4* 

Per scoprire le due radici probabili tra o e i, faremo ioxcs, il che ci da- 
rà un' equaiione in z 

z 4 — i20ozM-*aooo* — 3 oooo = o, 

le cui radici sono io volle maggiori di quelle dell 1 equaiione in x\ applicali* 
dogli il metodo , verrà 

c 

• * • ». 

CoimciasTi bell' equì/iosi : , 


in 

« 

. • 

. . • I 4 - o — 

1 200 -fi 

1 2000 

3 oooo 

in 

(*- 

-j) 

• .»■ a I - 4 - 4 

1194-4- 

9(104 — 

* 9*99 

in 

<*- 

-a) 

. t i -+- 8 *— 

1176 -4- 

7332 — 

■ 0784 

in 

(*- 

- 3 ) 

a . a I -+• 12 

I «46 -t- 

4908 — 

47*0 

in 

o- 

- 4 ) 

. . . I - 4 - iG — 

1104.-4- 

3656 — 

944 

in 

(*— 5 ) 

. . . l-t- 20 — 

io 5 o -h 

5 oo-f 

6 a 5 

in 

(*- 

-6) 

. . . i-4-a4 — 

9 » 4 - 

i 536 -+- 

96 

in 

(* — 7 ) 

. . . i -+-sS — 

906 — 

3428— 

2399. 


L' equaiione in », ha dunque due radici comprese t’ una tra 4 e 5 , e l'altra 
Ira 6 e 7 ; donde remila che le radici cercate aono x = o ,4 • e xc=o,6, a meno 
di un decimo circa. Questo è quello che precedentemente avevamo trovalo. 

Sia ancora, per esempio, I' equaiione del n* 86. 

Coepficimti dell' equsziom : 

in x i — 4"+' 4 — a — 5 — 4 

io (x— t) . . . l-t- I ■ — ' a — 4 — ■ *— *° 

in (x — a) .... i •+■ 6-t- ia- 4 - li— i 3 — 22 

in (x — . 3 ) . • . t -4- 1 1 4 - • 4® -+- 88 -4* 64 — to 

in (x — 4 ) • • • • - 4 - 16 -4- 100 -4-3oa-f- 437-4-200. 

La trasformata in X — 4 avendo lina variaiione di meno della trasformala in 
x — 3 , ciò indirà che esiste una radice reale e positiva tra 3 e 4 > di piò siero* 
me da o a x abbiamo perdale due variazioni, possiamo supporre che ci siano due 
radici Ira o e 1, le quali potranno essere o reali o immaginarie. 

Coefficienti bell' equazioni. 

in x= — x . . . . 1 -t- 4 4 ■+■ * — 5 - 4-4 

in (x — ■) • -4- g -4- 3 o -4- 48 -4- 3 a -4- 1 o. 

Quest’ ultimo risullamento prova che la proposta non ha radici negative al di 
b.dlf-i, e ci presenta un caso in cui il teorema non è applicabile, poiché In 
trasformala in x — i ha due permanenze di più dell' equazione in x , il che an- 
nunzierebbe due radici comprese tra o e i, le quali non esistono a seconda di 
quanto abbiamo veduto al n.° 86. 

qj. Si vede «la questi esempi, che il metodo del signor Rudan dà la «lelermi- 
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nazione della parie intera delle ridici incommensurabili con una estrema facilità, 
poiché esso non esige altre operazioni aritmetiche che l'addizione c la sottra- 
zione; siccome però, eccettualo il calcolo delle differenze (n.° 85 ) , il quale non 
e mai molto penoso, il metodo delle sostituzioni si riduce similmente a addizioni 
e sottrazioni il cui numero è sempre mollo minore che nel metodo del signor 
Budan, quest’ ultimo gli è inferiore sotto il rapporto della prontezza, soprattutto 
quando il grado dell' equazione è elevato, che i loro coflicienli sono numeri gran- 
di, e che è necessario di costruire nove a dieci trasformale. 

Il signor Budan applica ancora il suo processo alla determinazione approssi- 
mata della parte delle radici incommensurabili minori dell 1 uniti, ma non pos- 
siamo entrare negli sviluppi che sarebbero indispensabili per l'intelligenza del- 
I' operazioni, e dobbiamo rinviare alla sua opera (Nauseile milhodt pour la rc- 
solutìon des t'i/uations iiume'riquct) , il quale contiene diverse osservazioni in- 
gegnosissime, adattale a far distinguere le radici immaginarie dalle radici reali 
nei casi dubbiosi. 

l’er facilitare I' applicazione del suo teorema, ci rimane da far conoscere come 
possiamo passare da un'equazione in x alla sua trasformata in x — p, senza es- 
sere obbligati a calcolare tutte le trasformate intermediarie. Sia 

o t= I-t-Hx-4-Gx J -t-Fx®-+-Ex' -+• ec. 

un'equazione di nu grado qualunque; poniamo xsxp-byr , otterremo un'equa- 
zione in x 

0= l' 4 -fl' /+ Gy-t-Fy+E>'+ ec. 

i cui coefficienti saranno dati dalle formule (III) facendo a=sp\ ora, quest'equa- 
zione é la trasformata domandala , poiché la relazione x=/j-+-y dà y = J — p ; 
cosi, scrivendo x — p invece di y, si ha 

o=aI'-+-H'(x — f)-t-G'(x — />)*—»- ec 

Supponiamo, per esempio, che dopo aver trovato (n.° 90) che l'equazione 

x*-t-i8ox 5 — 1 loox 1 -)- 1 8ooox — 140000:= o, 

ha un numero impari di radici comprese tra 7 e 8, si voglia fissarne il numero 
esatto che può essere 1 o 3 , poiché i segni presentano tre variazioni; si calco- 
leranno i coefficienti della trasformata in x — 7, con l'aiuto delle formule (III), 
poi , per mezzo di questi, si calcolerà , col processo indicato , i coefficienti della 
trasformata in x — 8, il che darà 

Coefficienti dell' Equazioni : 

in (x — 7) .... i-t- 208 -+- 2774*+- 2 ? 63 a — 1 355 ij 
in (x — 8) . . 4 . 1 -t- aia -t- 3404 -t- 338 o 8 -l- 17056. 

Cosi, siccome non ci é che una variazione perduta dal passaggio di x — 7 a 
x — 8, o da x' a J — 1 (x / esprimendo x — 7), non può esserci più di una ra- 
dice compresa tra 7 e 8. In questo caso , 1 ’ ispezione sola dell’ equazione in 
(x — 7) fa conoscere che essa non può avere più di una radice positiva compresa 
tra o e s , e per conseguenza, che la proposta non ne ha che una fra 7 e 8, 
poiché quest’ equazione non presenta che una sola variazione di segno. 

95. Il Fourier ha dato nella sua Analisi dell’ equazioni , un teorema il quale, 
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benché differente., nel *uo enunciati», da quell» del Signor Buda», è ' «lentie, i- 
mewle lo .le«o. Se come icrobr», I. .coperta di quelli troverai è itala latte pre»so 
a poco nel medeiim» tempo da quelli due geometri non poniamo però rictmrr 
lo priorità dell» pubbticaMoiie al Signor Butlan. ’ « ; /-■» 

E lamineremo ora l’ eiiitena» delle radici per meato delle «uree , e quindi ap- 
plicheremo questa teoria ai melodi dati dal hewlon e dal Fourier nella ricerca 
delle radici incommensurabili. 

97. Sia f[x) = kx m -ypx m ~ l -¥qx m ~' 1 . . . euendo poiitiro, o si coalroii- 

ca ( Tav. C IX VII, fig. 1 ) logli ani rettangolari A*, Kjr la corra MM'M" .... 
la eoi equino ne è yt=/(i). Ad ogni aiciis» AB corri» pondo un’ ordinata unica 
PM: qualunque paralella all' aste Ay taglia dum/ue la qnna in un punto 
unico ; la curva i una traccia continua, che si stenda all 1 infinito, tanto a de- 
stra ohe a sinistra, senta nodi e senta doppi comi; affa può formare delle 
ondnlationi. Quella corra si chiama Curva parabolica , per l'analogia che ha 
colla parabola, la cui liquazione è y=. ax*. 

Quando l'arto taglia l’asse delle* in qualche punto t , I’ asciata Ai di questo 
punto corrisponde a r=o, ed è per conseguente radice dell’ equanime f(x) a= «■ : 
le radici positive 10110 le ascisse dei punti di «azione posti alla destra dell’ori- 
gine A; le negatile sono alla sinistra. Un’ordinata positiva PM dà un punto M 
della curva lituato al di sopra dell’asse A*; una negativa P'M’ dà un punto M' 
al tlt solto. 

Affinchè ad un’ascissa kk\ radice del»’ eqùazione>/(x) = o , ne Sue cèda un’al- 
tra A*', bisogna che l’arco si. ricurvi e »» avvicini di nuovo all’ asse A.r, il che 
produce i serpeggiamenti che si vedono nella citata figura ; le ondulazioni che non 
giungono fino all’asse non danno alcuna radice reale, sic» urne la forma della cur- 
va determina le radici , e siccome ne’ suoi diversi punti la direzione dell’ arco è 
quella medesima della sua tangente, perciò sarà ulilc conoscere le inclinazioni di 
queste tangenti sull’ asse delle x. 

Sia BM.Yi' ( Tav. CX\VII,jf^. 2 ) un arco della curva rhe ha per equazione 
rs=/‘(x) ; siano M e M' due {muli di quest’arco, x e y le coordinale di M, 
x-i-h e quelle di M', cioè AP=x, PM=J*, PP'ss/^QM'sif. Sostituen- 

do, in yz=.f{x), x-4-/i ad x , y-i-k ad y , si ha {Fedi Differenziale n.* 14*) 


y-S-kxxf [*)-t-/s /■'(*)+ y >?f ~ hf" (x)-i-cc 

rionde * v * » {* - 

-*v-£- A» r" («)•*■ «c. • . • (a), 

a motivo di yz=sf(x). Ora risolvendo il triangolo QMM', e indicando con S l'an- 

Q >/ k 

goto che la secante M'MS fa eoli’ asse kx s si ha tang S=» — - =3 — ; cosi l’e- 
spressione (a) è il valore di tangS. Ora a misura che h diminuisce, questa espres- 
sione ai approssima ad essere eguale a f (x), nel tempo stesso che S tende a di- 
venire 1 ’ angolo T che la tangente nel punto M fa con kx : si ha duoque 

tang T =y r (x)c= derivata del polinomio f{x). 

1 « 

Coai , quando ai prendono per x tulli gli alati poaaibili di grandezza tra A !’ 
e At* r (Tav. CXXY il , fig i ), i differenti valori di f(x) saranuo quelli delle 
tangenti ili tulli gli angoli X che fanno coll’ asso A* le Ungenti tacocsùvr al- 
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l'arco 1111'. Quoti angoli anno acuti dalla parte destra quando f'(x) ha il se- 
guo coiue per l'arco BM [Tav. CXWII , a); sono poi ottusi quando 

f (x) ha il seguo — , come per Oli' (Tav. CXXV1I, _/?£.. ■ !; la tangente è 
paralella alle x in o, O, O', O'' , quando y'(x) =*=<>•, le ondulazioni della curva 
risultano dalle variazioni di segno che prova f'(x). 

Siccome, per la forma diy'(x), nessun valore di x può rendere questo poli- 
nomio infinito, la tangeute alla curva non può essere in nessun punto perpen- 
dicolare alle x; la curva non può dunque presentare la forma di un besaesso 
(Tav. C\X\ll, Jig. 3). 

97 Siccome nel triangolo rettangolo HMQ [Tav. CXXVH,/ig, a ) si ha 
HQ = /j/’'(x), perciò P'U=/'(x)-t-A/’ , (x), espressione che rappresenta l’ ordinata 
■lei punto H della tangeute che ha per ascissa x-t-h. Ila l'ordinala del punto M' 
della curva è 1 ’ espressione (t), i primi due termini della quale sono il valore di 
P'H , cioè 

P'JP = r -h k = P'H -t- -i- Pf" (x) -t- y Pf" (x) ... 1 - , 

e siccome h è piccolo quanto si vuole, il segno della quantità sommata con P'H 

è quello del primo termine —fPf n (x) , vale a dire quello che ha f u {x\. poiché 

il fattore h è aitato a quadralo. Dunque P ordinata P'M' della corra supera quella 
P # H della tangente, o ne è superata, pei punti prossimi ad M, secondochè 
f”{x) è positivo o negativo, il che avendo luogo qualunque sia il segno di /i, 
una tal circostanza è vera tanto alla destra quanto alta sinistra del punto M di 
contatto. Così i' arco in questo punto volge in alto la sua' concavità o la sua 
convessità , secondochi J' n (x) ha il segno o — , pel valore che si è scelto 
per 

Tulio ciò che fin qui abbiamo detto conviene pure al caso in eoi la curva aia 
situala sotto l'asse delle x, il che può dimostrarsi collo stesso ragionamento. Del 
resto, se si cangia y in /,-i, P equazione y^f(x) diviene y l t£sj\») -*• i* cosi 
P ultimo termine u di f(x) si trova semplicemente cangiato in i/-f- x, il che non 
altera in nulla le derivate f r (x) ,/"(x) . . . . Ora questa trasformaziooe equivale 
ad abbassare 1 ' asse delle x paraleilamente a se stesso , per portarlo ad una di- 
stanza arbitraria <: si può dunque supporre che adesso i serpeggiamenti della 
curva siano tutti situali al «li sopra del nuovo asse delle x, ed applicare egual- 
mente il teorema enunciato di sopra. 

Se si vuole riferire Parco della curva all'asse delle x, è facile vedere che il 
nostro teorema si riduce a questo: r arco volge la sua concavità aliasse delle 
x quando f(x) e P'fx) sono di segno contrario , e la sua convessità quando i 
segni sono li stessi. 

98 . Il punto I ( Tav. CXXVIl. fig. \ ) , in cui un arco convesso si unisce con 
un arco concavo, si chiama Inflessione. L'ascissa x di questo punto dovendo 
essere al passaggio di (x) dallo stato positivo al negativo, deve essere radice 
di f" (*) = o. Infatti, nel punto I d' inflessione la tangente è diretta tra i due 
archi che esso taglia e tocca in questo punto I ; lo sviluppo ( 1 ), privato del suo 
terzo termine, diviene 

T-+* ec. 

= PH+Ifi>/"'(x) + «o. 



Digitized by Google 


» 


382 EQtl 

rumilo PH 1 ’ ordinati della tangente al punto d’ inflessione. Siccome % i picco- 
lissimo, il segno di questo sviluppo è quello del soo primo termine , che cambia 
al cambiare di h; perciò secondochè il punto prossimo ad I sarà preso alla destra 
o alla sinistra del punto I, l’ordinata della tangente sarà maggiore o minore di 
quella della curva: cosi l'arco ò situato ai di sopra della tangente da nna parte 
del ponto I di eòntalto , ed è situato al di sotto dall’altra parte: ì questo il 
carattere proprio dell’ inflessione, che non avrebbe luogo se _/""(x) non fosse nullo. 

Cosi, per ottenere le ascisse dei ponti d’ inflessione, bisogna risolvere l'equa- 
zione f'(x) se o; e le radici reali di essa determineranno i punti di separazione 
dei serpeggiamenti. Cercando i valori di f(x) che corrispondono a queste radici, 
si hanno le inclinazioni, delle tangenti in questi punti. 

99. Ad ogni ondulazione della curva vi è un punto O , O* . .’. . . ( Tav. 
CXXVIl'fg. t) in eoi la tangente è paralella alle x, e l'ordinata è un maltinto o 
un minimo, vate a dire più grande o più piccola delle ordinate prossime a destra 
e a sinistra. Le radici dell’ equazione _/*(.r)c=:o sono le ascisse di questi punti. 
£«0 come si distingue il inissimo dal minimo. Il punto in cni 1 ' ordinata è un 
massimo positivo o negativo appartiene ad un arco concavo verso"!’ atte delle x, 
e gip abbiamo veduto ohe allora i segni di J\x) e di f"(x) sono differenti: men- 
tre questi segni sono gli stessi nel caso di un minimo, che corrisponde ad un 
arco convesso verso I’ asse delle x. 

Ed infatti, siccome ti ha f(x)ax o, la serie (1) i mancante del suo secondo 

termine, e l'ordinata P'M r (Tati. CXXVll,_^£, a) della curva si riduce a 

\ 

. % - le 

P'M' =/(x)-+- ~ A»/"(x) = PM-t-i- Ay"<x)-+- ec. ( 4 ). 

Ma per h piccolissimo questa serie prende il segno diy''(x), qualunque sia A 
o positivo o negativo: coti, quando f(x) tf'(x) hanno Io stesso segno, le ordi- 
nate a dèstra e a sinistra di PM superano quest’ordinata; il contrario accade 
quando questi segni sono differenti. 

Dunque, pei massimo positivo o negativo, fl(i) e ("(1) sono di segno contra- 
rio; i segni sono i medesimi nei caso del minimo. 

Applichiamo questa teoria all’equazione 

r = *«- yX>-t- ^ *»-6x-t- y ®/fx) , 

donde 

/' (*)=<**—' i6x*-4-I9x— ' G r 
/■"(*)= !2x J — 3 ax-+- 19. 

Faeendo/ , (x)c=;o, si bt * = - e a; queste radici si portano sull’asse Ax 

i * ' S , ‘ 

( Tav . CXXVII fig. 5 ) da A in P , P' e P" ; le ordinate corrispondenti sono 

quelle dei rasatimi o dei minimi, e sono PO = —7?, P'O' i=-t- — , 

qo qo 

i 5 

P^O'' ms- 4 -y Siccome xsso di AB = y , la curva patta per B 00 ' 0 ' f , l’e- 
quazione f(x) = 0 , dì x s= o , 89 .... e 1, 77 . . . pei valori delle ascisse AQ, 
AQ' dei punti d 1 inflessione I, 1 '. E siccome de uno di questi punti all’ altro 
f"(x) si conserva negativo, l'arco in questo intervallo rivolge in alto la stia con- 
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realità ; in lolli gli altri punti la curva rivolge in allo la tua concai iti. Vi è 

dunque un massimo negatilo in O, uno positivo in O' , ed un minimo positivo 

in O''. Si hanno due punti di sezione coll'asse in C e D; AD=i e AC sono 
radici reali dell' equazione f(x) = o; le altre due sono immaginarie. 

IOO. Le radici dell’ equazione f'(x)=zo sono le ascisse dei punti della curva 
in cui la tangente è orizzontale, ed abbiamo veduto che 1' ordinata di questi 

pnDli è un i.. animo o un minimo, secondo i segni ili f(x) e di _/''(*). Ma se 

alcuna di queste radici rende nullo ancora f"(x), allora non vi è più nè massimo 
nè minimo, ma soltanto un' inflessione orizzontale, come nella ( Tov. CXXVII, 
fig- 4). Infatti la parte dello sviluppo (4) che deve aggiungersi all'ordinata PM 

è allora — Ay , '(x)-t- ec. ; e siccome il primo termine cangia di srgno con A, 

I’ arco rimane al di sopra della tangente da una parte del punto di contatto , 
e resta al di sotto dell'altra. Siccome questo valore (li x dà nel tempo stesso 
J'(x) “= o e f'( x)=zo la prima di qoeate equazioni ha due radici eguali. Que- 
sto caso.avviene quando due ondulazioni successive si riuniscono in una sola, 
mediante 1' evanescenza dell’ arco che uoisce un massimo o Un minimo col mas- 
simo o col minimo successivo, e mediante la coincidenza dell' uno coll'altro e 
delle loro tangenti. 

Parimente potrebbe accadere che anco f'"(x) fosse nullo; la parie additlrva a PM 


nell' eipresaione (4) sarebbe — ■ Ay ,T (x)-+- ec. , che conserva il segno di f ,r (x) dalle 

*4 


due parli del contatto; vi farebbe dunque un massimo o un minimo secondo il 
segno — o -+- di f"(x): Ire ondulazioni della curva si riunirebbero dunque io 

una sola. 

In generale, per avere un massimo o un minimo, quando la tangente è ‘oriz- 
zontale, bisogna clic la prima derivata che non si annulla pel valore della radice 

di fi'(x) o sia di un ordine pari; e il segno di questa derivata serve a distin- 

guere il massimo dal minimo. Ed affinché la radice di fi"(x) = o corrisponda ad 
un' inflessione , bi>ogua che la prima derivata che non ai annulla aia di un or- 
dine ìmpari. 

Dalla forma della curva parabolica risulta che una convessità deve succedere 
ad una concavità, e reciprocamente: un massima positivo succede ad un mas- 
simo negativo, s^T arco taglia l'asse delje x, o ad un minimo positivo , ae non 
lo incontra il niaisimo negativo è parimente seguilo da un minimo negativo o da 
un massimo positivo. Non ostante se avviene che la curva abbia una tangente 
orizzontale nel punto atesto d’ inflessione {Tao. CXXVII, fig. 4). caso in cui 
ai ba nel tempo stesso fi'(x) = o e fi' r (x) = o, ciò non è più vero, e questo 

punto singolare iien luogo ad un tempo di un massimo e di un minimo riuniti 

insieme. Se si ba iuollre f"(x) = o , ai ricade nel caso precedente, ma allora 
tre punti di quella specie si confondono in un solo, e coti successivamonle. 

Quando la tangente è obliqua all’ aise delle x, f(x) uon è più nullo, e ae 
f'(x) — o , abbiamo veduto che la curva ha un' inflessione : ma qnesla infles- 
sione sparisce se la stessa radice di questa equazione dà f"(x) — o ; due ondu- 
lazioni ai sono allora riunite in un sol punto. E se si ha ancora fi ,, (x) s o l' in- 
flessione ricomparisce, ec. In una parola, tulle le circostanze enunciate nel caso 
in cui la tangeule è orizzontale possono verificarsi pnre quando osa è obliqua , 
mediante 1’ evanescenza o soppressione di più ondulazioni. 

ioi. Da questi ragionamenti risulta che quando due ascisse AP , AP' ( Tao 
CXXVII , fig. i ) danno per f(x) due ritullameuli di segno contrario PM, P'M', 
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■ punii M, M' «Iella curro eijenJo dalle due parti dell' aure x'x , e l'arco do- 
vendo pauare da uno di questi punti all'altro mediante una traccia continua, la 
curva de>e tagliare I' aire in uu punto intermedio k. E può anche essere che in 
questo intervallo PP' la curva faccia dei serpeggiamenti , o formi 3 , 5 . . . . . io- 
tersexioni eoli' aste, come si vede nell'arco punteggialo della ( Tao. CXXV1II 
fig. a e 3), nelle quali la «urva pasta da rn in M, attraversando l'asse nn nu- 
mero impari di volte. 

Due asritse Al*, AP'' (Tav. CXXV 11, Jig. i)che danno per J"(x) dei risultamenli 
di uno stesso segno PM , P^'M'' , indicando che due punti SI , M'' della curva 
tono situati dalla stessa parte dell’asse x'x, l'arco che gli unisce può non ta- 
gliare l'asse; ma se l'arco fa delle ondulazioni può tagliare l'asse in a, 4, . , . . 
-punti, come si vede nell'arco punteggialo ohe da m va In M ( Tao. CXXVII, Kg. 
6) e (7 Vìs>. CXXVIII ,_/ig. s). 

Non deve considerarsi come un’ eccezione a questo numero, sia pari sia im- 
pari, d’intersezioni della curva coll'asse a/*, il caso in cui essa toccasse que- 
st’asse ( Tav. CXXVlIl , Jig. 4 ,) ; poiché allora f(x) t f(x) sarebbero nulli si- 
multaneamente per 1* ascissa x = a del punto k di contatto , uel qual caso l'equa- 
zione f(x) = o In una doppia radice a e il fattore (x — a)* ; sono dunque due 
punti di sezione che si trovano riuniti in un solo, e questo ponto di contatto é 
deve coniarsi per due intersezioni. E se * = a desse pure f'[x) = o , il punto 
unico di setìone e di contatto corrisponderebbe a una radice tripla di f(x) = o, 
m un'inflessione MòM" , e conterebbe per tre intersezioni, a motivo del fattore 
( x — a )\ In generale ,y(x) avrebbe il fattore (x— ta)"* , e la radice x == a conte- 

• m— i 

rebbe per m punti di sezione ; quando tutte le derivale (ino a f (x) fossero 
nulle, e la curva avrebbe realmente m punti di sezione, ed rn curvature riunite 
insieme. 

Dunque , quando due valori sostituiti in luogo di x in f(x) danno dei risul- 
iamenti di segno contrario , P equazione f[x) = o ha , tra questi valori , un 

numero impari di radici , ed ha sempre almeno una radice intermedia : se i 

risali amenti hanno lo stesso ségno , sia -+• sia — , o t valori sostituiti non 
intercettano tra loro alcuna radice , o ne comprendono un nùmero pari . 

102 . Ciò posto, esaminiamo i due casi del grado p.iri e del grado impari. 

f. Se P equazione f(x) c= o è di grado pari m, prendendo per x il limite Al' 

( Tav. CXXVII,/* G) e ( Tav. CXXVI1I» fig. i) delle^ radici positive, o il 
primo legnine kx m del polinomio J{x) positivo e maggiore della somma dei ter- 
mini negativi, r ordinala PM è positiva. Per la stessa ragione /(x) e f r (x) sono 
pure posi! ivi ; la tangente nei punti della curva da M fino all'Infinito fa un an 
golo acuto T coll'asse Ax, e rivolge la sua con vessili all' asic, dal quale va còn- 
linuamente allontanandosi. L'ascissa AP essendo un limite delle radici negative, 
/(x) c / f '(x) sono ambedue positivi, poiché gli espopenli m el m — 2 del primo 
termine di questi polmoni) sono pari; la curva è dunque pure convessa verso l'as- 
se A-z' dal quale va continuamente allontanandosi dalla parte superiore. Ma J*{x) 
è negativo , perchè rn — i è impari ; dùnque la tangente nei punti della curva 
da m fino all* infinito fa un angolo ottuso t eon Ax. 

Ora, se V ultimo termine di f(x) è negativo , — u , facendo .r=±o, y diviene 
— is, e bi» 9 gna portare la lunghezza ABt=— u {Tavi CXXVII,/* 6 ) al di 
•otto dell 1 origine A: la curva passa pei tre punti m, B e M, e deve tagliare 
l'asse almeno una volta in k r a sinistra, e una volta iu k alla destra: ina può 
ancora tagliare quest'asse in 3,5.... punti «la ciascuna parte, se essa fa dei 
serpeggia men li abbastanza grandi da poter giungere all'asse, come si vede appunto 
nella linea punteggiata. Dunque, qualunque equazione di grado pari , il cui 
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tììtimo termine è negativo , ha un numero impari di radici positive ed un nu- 
mero egualmente impari di radici negative ; ma ne ha sempre almeno una 
di ciascuna specie. 

E se T ultimo termine di f(x) è positivo , -+-n, facendo x = o, y diviene -Hw, 

« he bisogna portare in AB ( Tav. CXXVIII , Jig. i ) al di sopra dell’ origine A. 
La curva passa pei tre punti m , B e M si l nati al di sopra dell’asse c ri- 

man dubbio se essa faccia dei serpeggiamenti capaci di giungere a tagliarlo : ma, 
se vi sono delle intersezioni, esse sono in numero pari tanto a destra che a si- 
nistra, come si vede nella lìnea punteggiata. Dunque, ^ qualunque equazione di 
grado pari t il cui ultimo termine i positivo , o non ha nessuna radice reale , 
o il loro numero è pari tanto delle positive quanto delle negative . 

II. Se f(x) è di grado impari m, tutto ciò che abbiamo detto della forma della 
curva dalla parte delle x positive è egualmente vero: cominciando da M ( Tav. 
CXXVIII, Jig. a e 3 ), essa è convessa verso l’asse Ax, dal quale si discosta 
continuamente elevandosi all' infinito, c le sue tangenti fanno angoli acuti con 
quest’asse. Ma se si prende per x il limite Xp delle radici negative, siccome l’e- 
sponente m del primo termine di J[x), e quello m— 2 diJ f, (x) sono impari, que- 
sto primo termine è negativo, e si ha un’ordinata negativa pm o un arco con- 
sesso verso l’asse Ax. Inoltre, nel punto m situato sotto l’asse, la tangente fa 
un angolo acuto colle x, perchè 1’ esponente m — z del primo termine di J f {x) 
è pari. 

Ora , se V ultimo termine di f(x) i negativo , — u , x o dì» y ^ — u , va- 
lore che bisogna portare in AB ( Tav. CXXVIII, Jig. a ) sotto l’origine A: la 
curva passa dunque da m in B e quindi in M. Donde si vede che essa può non 
tagliare l’asse xx f nello spazio Ax 7 , ma lo deve tagliare indubitatamente almeno 
una volta Ira A e P. Le intersezioni che potrebbero esser prodotte dai serpeggia- 
menti sarebbero in numero pari da A in x 7 ", e in numero impari da A in x. 
Dunque, qualunque equazione di grado impari , il cui ultimo termine è ne- 
gativo , ha un numero impari di radici positive e ne ha sempre almeno una , e 
può non averne nessuna negativa ; ma se ne ha di quest ’ ultima specie , esse 
sono sempre in numero pari. 

E se r ultimo termine di f(x) è positivo , -4-u , bisogna prendere AB = u % 
( Tav. CXXVIII, Jig. 3 ) al di sopra dell’ origine A: la curva passa da m in 
B e poi in M , taglia l’asse tra A e p in un numero impari di punti, può non 
incontrare qnest’ asse da A in P, ma se lo incontra, ciò non può seguire che in 
un numero pari di punti. Dunque, qualunque equazione di grado impari, il cui 
ultimo termine è positivo, ha un numero impari di radici negative , ma ne ha 
sempre almeno una , e può non avere alcuna radice positiva o averne un nu- 
mero pari. 

Il caso in cui la curva fosse tangente eli’ asse delle x non forma un’eccezione 
a questi principi!, poiché abbiamo veduto che allora l’equazioneyìx) = o ha delle 
radici eguali , e che queste radici si debbono considerare come corrispondenti a 
un numero eguale «li punti comuni tra la curva e 1' asse. 

Quando un' equazione ordinata per le potenze discendenti di x è composta 
di più termini positivi seguiti da altri termini tutti negativi , non vi ha che 
una sola radice positiva ; tutte le altre sono o negative o immaginarie. lufalli 
1* equazione 

-+-yx'— rx'- 1 — —u = o , 

diviene 
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quando ai divide par x*. La propoli» ha una radica posi tira a , poiché 1’ ultimo 
suo termine è negativo; x = a rende dunque eguali i due membri di quest’ul- 
tinta equazione. Facendo crescere o diminuire x, 1 ' eguaglianza sari impossibile, 
poiché uno dei membri aumenterà mentre l'altro diminuirà. 

,o3. Siccome qualunque equazione di grado pari dete avere le lue radici reali 
in numero pari, o non averne nessuna, e riflettendo che se il grado è impari, 
le radici reali sono in numero impari, ne segue che le radici immaginarie di 
un 1 equazione sono sempre in numero pari : un ' equazione che non ha radici 
reali i necessariamente di grado pari , con un ultimo termine positivo. 

Quando tutte le radici dell’equazione f 7 (x)c=o sono reali, la curva ha m — l 
tangenti orizzontali e rn — 1 serpeggiamenti. Se ognuno di questi archi giunge 
all’asse delle x , le m radici dell’ equazione J\x) = o sono pure reali, e sic- 
come allora non si hanno che dei massimi alternativamente positivi e negativi , 
J[x) e /"(/) hanno sempre segni differenti per tutte le radici di f(x)x=o e il 
loro prodotto rimane negativo. 

Ma le radici reali sono rimpiazzate due a due da altrettante radici immagina- 
rie, quando queste intersezioni doppie vengono a mancare , vale a dire quando 
alcuni dei massimi vengono rimpiazzati da minimi, poiché allora l’ondulazione 
non ba uno sviluppo abbastanza grande per giungere all’ asse. 

E quando l’equazione /^(xjssso ha delle coppie di radici immaginarie (giac- 
chi come abbiam detto esse sono sempre in numero pari) , la curva la cui equa- 
zione é y = f[x) perde altrettanti serpeggiamenti, e f(x) — o perde altrettante 
coppie di radici reali. Cosi in generale, l'equazione f(x) t=a o ha tante radici 
immaginarie quante ne ha f'(x)=o, o un numero maggiore ,cioi tante quante 
ne ha f*(x) s o più quante sono le radici reali di quest' ultima equazione che 
rendono f(x) e f"(x) dello stesso segno, o il prodotto f(x)X f ) positivo ; poi- 
ché le intersezioni della curva coll' asse delle x mancano a coppie , quando la 
curva ha dei minimi. 

Se 1’ equazione y\x)=:o, ba tutte le sue radici reali, le equazioni / > (x)s=o, 
f"(x) = o , le hanno pure reali; ma la reciproca non è vera. 

104 . Essendo data un'equazione f[x)= o, é facile conoscere le differenti forme 
che può avere la eunuche ha per equazione jr—J"(x). Prendiamo primieramente 
quella del terzo grado jr s=> ix*-t-/>x 1 -t-yx-+-r: i rami che vanno all’ infinito sono 
disposti come nella ( Tav. CXXV1II ,jfig. a e 3). L’ equazione f(x) =: o è del 
secondo grado. Se le sue radici sono reali, la curva ha due tangenti orizzontali 
a dne serpeggiamenti. Quando l’asse x'x ( Tav. CXXVI II, Jig. 5) taglia queste 
due ondulazioni, l'equazione f(x)= = o ha le sue radici reali: ma se quest'asse, 
come kk! , BB’, uon le taglia, l’equazione non ha che una sola radice reale, 
che é positiva o negativa , secondochè l’ultimo termine r ha il segno — o -t-. 
Tra questi due stali vi é quello in cui l’asse x'x i tangente ad una delle due 
ondulazioni, nel qual raso f(x) = o , e f(x) =z o hanno una radice a comune; 
allora (x— a)* è fattore di_/(x). E se f[x) = (x — a)’, i due serpeggiamenti ai 
confondono in un solo; la curva é allora come MiM" [Tav. CXXV11I , Jig. 4 ), 
cioè tangente all’asse nel punto d’inflessione i. 

Quando I’ equazione /’(x) = o ha le sue due radici immaginarie , non vi è 
nessuna ondulazione; la curva ba la forma della ( Tav. CXXIX, Jig i), e la 
proposta non ha pib che una radice reale, e di segno contrario a quello dell’ ul- 
timo termine r 

Per l’equazione del 4° grado y =: ix*-+- ec. , la derivata f(x) =z o i del 3.® 
grado. Se le tre radici sono reali, la curva ba tre ondulazioni ( Tav. CXXIX, 
Jig. a ) ; 1’ asse delle x può tagliarle tutte , e 1’ equazione J\x) so ha allora le 
sue quattro radici reali ; ma se uon ne taglia che una sola , come kk r , o nessuna 
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rame BB' , non vi tono che due radici reali o nessuna. La enrra ha due punti 
d’inflessione dati da^^xjeso. 

Ma te 1 ’ equazione f'(x) = o non ha che una tota radice reale, 1 ’ equaiione 
f'(x )t= o non nc ha alcuna, la curva non ha inflessione, e non fa che una aola 
ondulazione ( Tav. CXXVIl,_/Tg. 6) che può tagliare I’ atte in due punti, o 
può non incontrarlo, coti vi tono due radici reali , o quattro immaginarie. 

Per l'equazione del 5 .® grado, la curta è della forma ( Tuo. CXXIX , fig. 3 ), 
sef(x)c=. o ha lo tue quattro radici reali, o della forma ( Tao. CXXVUl.yTj. 
5 ), te non ha che due iole radici reali, o finalmente quella della (Tav. CXXIX, 
J i ) te le quattro radici di f'(x) co tono immaginarie. 

«o 5 . Siano a, 6 ... . —a* , — 4 ' .... le radici reali di un’ equazione 

f(x) = T(x — a)(x — A) .... (x+a')(x+t') .... 

Si suppone adetto che T = o non abbia radici reali , e che per consrguenza 
il polinomio T sia di grado pari col tuo ultimo termine positivo. L’ultimo ter- 
mine di f(x) essendo il prodotto di quello di T per —a, — 4 , -H*', 

-t-i' . . . . , il suo segno non dipende che dal numero pari o impari dei fattori 
negativi. Dunque 1 ’ ultimo termine di un’equazione è positivo o negativo, secon- 
doché il numero delle radici positive è pari o impari, qualunque d’altronde sia 
il numero delle negative e delle immaginarie. 

■ 06. Supponiamo che avendo risoluto 1 ’ equazione f'(x)xx o siansi distinti i 
mattimi dai minimi della curva y=/(x ) , mediante il confronto dei segni di f(x) 
e di_/*'(x) pei valori di x che tono radici di _/’ , (x) = o. Supponiamo che queste 
radici corrispondano a M massimi e m minimi. 

Ciò posto, immaginiamo che un punto mobile, partendosi dall’infinito nega- 
tivo, descriva questa curva andando fino all’ infinito positivo. Per un immenso 
tratto del tuo cammino, questo mobile non incontrerà l’asse, poiché le ondula- 
zioni non cominceranno che in vicinanza dell'origine. Dopo ciascun massimo, 
esso ti avvicinerà all'asse, e quindi lo taglierà , a meno che prima di giungervi 
non ti ripieghi e dia luogo ad un minimo. Cosi ogni minimo distruggerà un’in- 
tersezione indicata dal massimo vicino. Bisogna concluderne che M — m- t-i è il 
numero delle intersezioni , vale a dire delle radici reali dell’equaziooe,/'(x)E=:o: 
si aggiunge il termine -t-i , perché nel moto del mobile non abbiamo contato 
l’ intersezione che precede il primo massimo o che succede all’ ultimo. Se il nu- 
mero dei massimi e eguale a quello dei minimi, cioè te si ha M = m , _non vi è 
che una sola radice reale , ed allora I’ equazione è di grado impari : quando vi è 
un solo massimo e non ba luogo alcun minimo, l'equazione ha due radici reali; 
essa è allora di grado pari, e il massimo è negativo: finalmente, quando non vi 
é alcun massimo e non si trova che un solo minimo, nessuna radice è reale, 
l’equazione è di grado pari, e il minimo è positivo. 

Premesso ciò parleremo drgli accennali metodi del Newton e del Fourier nel- 
la ricerca delle radici incommensurabili. 

107. Metodo del Newton. Dopo avere spogliato un’eqoaziooe proposta dalle 
•ue radici eguali e commensurabili , si tratta di trovare le radici irrazionali. 
Supponiamo di estere giurili a conoscere un valore approssimato 7 di una di que- 
ste radici, che sia compresa Ira a e 9, e che aia la sola tra questi limiti: facen- 
do x e=3 7 io/(x), si giudicherà dal segno del risullamento (n* sor), se la ra- 
dice è compresa tra a e 7 , o tra 7 e 6 : Supponiamo che essa ti trovi tra a e 7. 
Facendo di nuovo x = p, numero compreso tra questi ultimi due , ti vedrà se 
la radice è tra a e ( 3 , o tra |S e 7. In tal modo ai ristringono sempre più i li- 
miti, e ci avviciniamo indefinitamente alla radice. 
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Ma questo metodo «irebbe troppo laborioao, m ai richiedessero grandi approtti- 
inazioni , perciò non ae ne fa nso cbe per ottenere un numero a che sia ap- 
prossimato a meno di un decimo al valore di x. Indicando con y 1' errore , ai 
ba x = a -+-/ ; e aoslituendo quello valore in f(x) c=o, ai trova (n.“ 96) 

(“)•»• ■+• iy m = o ; 


ove per snppoaixione y è una piccola quantità, ed a non entra nel denominatore 
di alcuno dei coefficienti, che aono i valori di f(x ) e delle aue derivate, quando 
ai fa x = et. La regola del Newton contiate nel conaiderare le polente y* , y*,... 
come abbastanza piccole da poter essere trascurate, il che riduce la trasformata 
a /( * )+yf ( a ) = o, donde 

f(a ) _ k «”+/i * m_I -+-f a - 1- « 

y " f\a) “ _ ijz"- 1 .. . -t-i * 

Rappresentando con s questa frazione, o soltanto il suo valore approssimato, 
y = s dirà x = a -w per una seconda approssimazione. Facendo a-+-r=sa It e in- 
dicando con y, la nuova correzione, essa verrò data dalla stessa espressione in cui 
ad a si tarò sostitnito a,; dunque ics e cosi successivamente 

Abbiasi, per esempio, l’equazione x*— ax — 5 = o; Incende x = a e 3 , i ri- 
sullamenti — 1 e -t-16 manifestano che esiste una radice tra a e 3 , e che essa è 
piii vicina a a che a 3 . Ma x = a, ■ dò 0,061 , dunque a, 1 è maggiore di x e 
più vicino del a alla radice; quindi, facendo asma, 1, la correzione è 


s cs — 


a * — a * —5 



0,061 

n,a3 


0,0034. 


Limitandoci ai dieci-millesimi , per una prima approssimazione , si avrò 
x = a,o<) 46 . Prendiamo questo numero per un nuovo valore di a e si otterrò 




o,ooo54>55o536 

. * ®" Qn 

II,l 6 ;t 0474 tt 


0 , 00004851 . 


I.a nostra quarta cifra decimale era dunque difettosa, e si ha con assai mag- 
giore esattezza xt=i a, 09455149. Si spingerò più oltre questo calcolo per cor- 
reggere le ultime cifre decimali ed avvicinarsi maggiormente alla radice. 

Se nello sviluppo si conserva il termine io j 1 , ti ba 


/'(«)*♦—/"<*) 

Dopo aver trovalo la prima correzione s , si sostituisce questa in luogo di y 
nel denominatore, e ti ottiene un valore più approssimalo. Cosi, nel nostro esem- 
pio, r=a— o,oo 54 posto in ~yf'( a) dò — o, o 3 ^ : il denominatore diviene 

11,196, donde /s= — o,oo 54483 , quanlitò nella quale è erronea la sola nttima 
cifra decimale. 

Abbiasi ancora l'equazione x J — x*-»-ax= 3 , che ba una radice tra i,a e s, 3 . 
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numeri che danno per risultamene — o,3ia e -4-0,107. Facendo 3 = 1 , 3 , si 
ha y c= — o,oa, e quindi arasi, a8. Siccome — r/ T, (»)=(3z — 

4-47 a 


il denominatore aumentato di — o,o 58 diviene 4i4 ia , donde 7-= — 0,0243 , e 
*=1,2758. Si prende 33=1,276, e si coolinua l’approssimazione. 

108. Il metodo del Newton non é esatto che sotto certe condizioni. Infatti, si 
costruisca come al n.° 96, la curva parabolica ( Taf. CXXVII , fig. 1 ) che ha 
per equazione y=af{x). Le radici dell'equazione fi(x)n=io sono le ascisse dei 
punti A, k' ... d’intersezione di questa curva con A*. Sia ,r=sAP = a un va- 
lore approssimato della radice AA = a (Taf. CXXIX, fig. 4 e 6 ): si avrà l’or- 
dinata l’Mis/'fa), e la tangente dell’angolo T che fa con kx la tangente in 91 
a\r» f'( z ) (n.® 9G) Risolvendo il triangolo TMP, si trova TP . tang T=PM —/"(a), 
e il valore della suttangente isTP è 


/(» 


donde 


AT = z 




Tale C il nuovo valore approssimalo di AA = a, secondo il metodo del Newton, 
che ha, come si vede, per oggetto di sostituire all'arco MA la sua tangente MT, 
nella ricerca del punto di sezione A coll'asse. Si fa inseguito servire questa se- 
conda approssimazione AT a trovare no’ altra taogente M'T', e quindi un nuovo 
valore AT' più approssimato, e cosi successivamente. Ma questo metodo non è 
buono che quando i punti T , T' . . . , cosi ottenuti , ai avvicinano continua- 
mente a k. 

Ora, se per 1 ’ approssimazione a , si fosse presa la parte kp ( Tav. CXXIX , 
Jìg. 4), che corrisponde al punto m vicino al massimo O, è chiaro che la tan- 
gente mi in questo punto, lungi dal condurre ad un valore più approssimato di 
AA, potrebbe ancora dare tsna suttangente quasi infinita, che anzi, pel punto di 
contatto n! questa suttangente sarebbe diretta in seoso contrario. Cosi la forma 
e la posizione dell’ arco m M relativamente all’ asse possono esser tali da rendere 
la regola erronea: bisogna dunque assoggettarla a condizioni speciali , se si vuole 
esser certi della sua riuscita. 

s.° Bisogna conoscere due numeri a e fi, Ira i guati non sia compresa che 
una soia radice : poiché se la curva tagliasse 1’ asse in più punti intermedi tra 
a e fi, essa vi farebbe dei serpeggiamenti, e sarebbe dubbio se il punto di tan- 
genza fosse atto a dare un valore più vicino ad a di 2. Ciò può vedersi nella 
( Tao. CXXVII, fig. t ), ove i limiti kp, kp’ non permetterebbero di avvicinarsi 
ad AA e ad A A'. 

a.* Nessun valore di x , compreso tra a e fi, deve render nulle le derivate 
f(x),f'(x): poiché allora nell’ intervallo si troverebbe un punto massimo o mi- 
nimo, ovvero un* inflessione (n.i 98 e 99), circostanze che evidentemente po- 
trebbero render difettoso il metodo del Newton. 

Inseguito daremo dei metodi ( n.° 119) per trovare i limili a e fi, e assicurarsi 
che la condizione precedente sia soddisfatta. 

3 .® Quando si saranno trovali i due limiti a e fi, non si potrà prendere , 
per proseguire T approssimazione , che quello /li questi numeri che rende fì(z) 
c f"(x) del medesimo segno. La ( Tav. CXXIX , Jìg 4, 5 e 6) e la ( Taf. CXXX, 
fig. 3 ) rappresentano le posizioni differenti che può avere T arco , secondocbè ri- 
volge io allo la sua concavità o la sua convessità: AA é la radice a: AP, kp 
sono i limili et e fi ohe l’ intercettano sola : la sutlangente PT é la correzione s 
indicata dal melodo, pel valoro APs>. Ora è chiaro che, per la sicurezza del 


Digitized by Google 



390 


EQU 


metodo, bisogni che il piede T della tangente aia tra quello V dell' ordinata e il 
punto è di «elione coU'ane: cosi dal punto P deve lederti la contessili dell'ar- 
co, il che esige, come gii si sa (u.* 98), che il segno dell' ordinata f(x) sia Io 
stesso di quello di f'(x) per l'ascissa AP=x=*. Tale è dunque il limite che 
dete scegliersi per 1’ approdi maxione ulteriore. 

Quando la considerazione dei segni airi condotto a preferire il limile a mag- 
giore di a, risulta dalla (Toi> CXX1X , fig. 4 e 5), che tutte le approssima- 
zioni successile saranno tempre maggiori di a, ma decrescenti sempre terso que- 
ala radice a. E se al contrario si è preso «<o, come nella ( Tav . CXXlX,_^g. 
6) e nella (Tav. CXXX , fig. 3), si salirà terso a con una serie di approssima- 
«ioni tutte minori di a. 

109. Ecco dunque 1' andamento da seguirsi : 1.* ti cercheranno due limiti je5, 
tra i quali non sia compresa che una sola radice; 2.° si ristringeranno questi 
limiti in modo che non ti possa essere nessun valore intermedio che sia radice 
dell' equaiioni f(x)c=so ,f(x)= o; 3.° finalmente si prenderà per prima approssi- 
maiione quello 2 dei due limiti che sostilituilo in f(x) e f"(x) darà dei ri- 
sanamenti dello stesso segno. Il calcolo farà conoscere il valore s, che è la cor- 
rezione da aggiungersi, col suo segno , ad a, per ot tenere la seconda approssima- 
zione a-t-r; questa, presa per un nuoto valore di a, servirà a trovarne un 
terzo, ec. 

È chiaro che postiamo dispensarci dal prendere esattamente il valore di r, 
quale vien dato dal calcolo, e che se ne può sostituire ad esso un altro meno 
composto, purché corrisponda a un punto T compreso tra P e t. Cosi, riducendo 
s in frazione decimale , non vi si conserveranno che le cifre che convengono alla 
radice, per non complicare inutilmente i calcoli successivi. È dunque indispen- 
sabile di conoscere il grado di approssimazione di ciascuna correzione. 

Ora, se pel punto m, che corrisponde al secondo limile Ap={i , si conduce 
una partitila mq alle tangente mT, questo limile si troverà nella parte concava 
della curva, e il punto k si troverà evidentemente tra i piedi T e q. M trian- 
golo mpq dà pq = y-yj' ^ on< * e ** h* Ay=8 — P 0 *®^. estendo 

J( «) e f( 5 ) di segno contrario, e dovendo la correzione di f) eseguirsi in senso 
contrario a quella di a, per ottenere ciò ti rende necet-ario di attribuire alle 
due correzioni un medesimo segno. Ecco dunque due limili conosciuti , Ira ■ 
quali cade la radice cercala a , cioè : 


1 9 — ■' 


A! 5 ) 


/'(>)’ '' /'(«)■ 

Pel valore di a' non ti conserveranno che le cifre decimali comuni a queste 
due espressioni , e sarà questa la seconda approssimazione. Ben inteso però che 
in questi calcoli debbono attribuirsi alle quantità i segni che vengono determi- 
nati dair operazione stessa. L’ approssimazione, in principio assai lenta, converge 
quindi rapidamente verso a, subitochè si sono ottenute 3 o 4 cifre decimali dell* 
radice. 11 Fourier ha dimostrato la legge di queste approssimazioni nella sua 
inaliti del? Equazioni determinate. 

Riprendiamo 1 ’ equazione x*— ax — 5 t=o. Abbiamo trovalo che la radice è tra 
a e a, 1 : e siccome f(x) e sono positivi per x=a:=a, t» perciò dovranno 

aeropre preferirsi i valori maggiori di x. D’ altronde le ràdici dell" equazione 
y'CxJe^Sx* — ac=o non sono comprese tra a = 2, 1 , e ^=a. Finalmente ai è 
ottenuto 

/(xjs + o, 061 , /*( 7. ) = -t- ir, a 3 , e resa — o,oo 5 $ 3 : 


r 
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coti a' = 1,09457. Prendiamo ^ea,oj<a , come poi riconoscerli a motivo di 
f( S) = — 0,050671 ; dividendo f( fi ) per /'(a), li ottiene — o, oo / t 5 1 ; coil il •«- 
condo limite di a è / 5 '=s 2,09451. Le prime quattro cifre decimali sono dunque 
«atte e ti ha 1 = 1,09(5. 

Prendendo ora 2,0946 per on nuovo valore di a , ti ha/) a ) sa -t-o, 00054 1 55 
(ove il legno -»- fa vedere che quello limite è > di a), e f*( a )=a 1 1,16204748 ; 
il quoziente è la correxione 0,00048517, donde ct'es 2,094551483. Per di- 
itinguere le cifre difcltoie, ai faccia jS =32,0945, donde J\j3)=xz — 0,00057459; 
il aegno — alletta che questo limite è minore di o, come appunto deve 
«•ere. Dividendo per J'( x ) , ai ottiene il quoiienle — 0,000051(7, donde 
3, 09455147. Si hanno dunque lette cifre decimali esatte. 

Il calcolo diviene lungo, quando a è un numero grande: ma vi è modo di 
abbreviarlo. L' approssimazione a ha fatto già conoscere J\ a ),_/*( a) , donde ti 


• fi * ) ■ • 

i tratta la correzione tesa —' ^ cr ispiugere più oltre il calcolo, bisogna 

sostituire sr, = a-+-r ad x in J'{x),J' , (x) , /”(*); donde risulta questo sviluppo, 
che a motivo della piccolezza del numero t si limita ai primi termioi : 


/(«.)=/{* h-ìA y"< *)»/'(*.) =r(* )+'/"(«)• 

Il calcolo è dunque facile a terminarsi. Nel nostro esempio, si è preso >al,i , 
e si è ottenuto^ a )= -t-o, 061 ,J y ( x ) = ii,a 3 ,_/""(a) 1= 12,6, a = — o, oo 54 - 
Per avere un' ulteriore approssimazione , si farà i,ss — o, oo 5 ( , donde 

f ( a,) sa o,o6i— o, oo 54 Xi i,a 3 -t-{o,oo 54 )*X 6, 3 

/'(*,)= 11, a 3 — o,oo 54 X«a, 6 

e 

y(a,) = o,ooo 54 i 7 , /’(»,) = 11,16196, a* =3 —o, oooo 4853 . 

ilo. Metodo del Fourier. Abbiasi un’equazione di grado m , f(x) = o : pren- 
diamone le derivate successive, che scriveremo in ordine inverso, f* m \ •• • 

f” \f if- Facciamo in questi polinoroj xco, numero arbitrario, positivo o ne- 
gativo; ognuno di essi darà un risultamento numerico il cui segno sarà o -+* o — ; 
ti scriveranno questi segni consecutivi nel loro ordine, sotto le funzioni respet- 
tive che gli hanno prodotti, e cosi si avrà una linea di segni che indicheremo 
con A. 

Prendendo quindi ar = 4 ><j, ti formerà un'altra linea di segni che si scri- 
veranno sotto i precedenti, linea che indicheremo cou B, e cosi di seguilo. Con- 
frontiamo le variazioni di segno di queste diverte serie. 

Sia <f{x) uno qualunque dei nostri polinomj. Prendiamo per x tre valori vi- 
cinissimi a — 0, a, a-t- J ; si avrà 

7(0 — i) = 7(n) — J y'(a) — ò*p"(a) — •g-d , f ,,, ( a )"+' 

f ( « -t- 5 ) es <f (a) + 3 <f' (a) -t- 3 * <p "(a) ■+• ~ S * f '"(a) -+- 
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Noi supponiamo cbe 9 aia piccolissimo, e che y (a), non aia nollo: questi tre 
risultamenti hanno il segno di y (a) , poiché il primo termine aupera tutti quelli 
che aegoono e che hanno un aegno contrario al ano. Dunque, quando si fa cre- 
scere insensibilmente x, ognuna delle nostre funzioni i t ) 1 , . ..I” , 

r, f conserva il suo proprio segno, fochi non divenga nulla. 

Ma ae a è radice dell' equazione _/"(*) = o, le aerie (i)> perdono il loro primo 
termine, e i risnltamenli prendono il aegno del termine successivo ■( f '(a) , 
vale a dire che fintantoché ai fa x<a, il aegno di y{x) è quello del prodotto 
— 5X/i«), cioè contrario a quello di y '(a) ; mentre per *>« il segno diviene 
quello di y'(a)\ i due segni sono dunque differenti per questi dne nsultamenti. 
Dunque, quella delle nostre funzioni che passa per zero cambia subito il se- 
gno dei risultamenti che essa somministra. 

ni. Applichiamo questi principj ai polinomj . . . .f 1 ' , f, f. Se si fa 

arca a, i risultamenti formeranno una serie di segni; e se x cresce per gradi 
insensibili, i segni di ciascuna aerie resteranno sempre gli stessi, finché ai cada 
in un valore x = a che renda nulla alcuna di queste funzioni, che noi indiche- 
remo con y(x); poiché allora per questa soltanto il aegno sarà cambiato. Si avrà 
dunque una di queste due disposizioni. 

/ <m > . . y’ y o/<">. . . y' y 

a<o -4- — -t- + — — 

X = a -4- O 4* a • a a a a a a a s 4* O — a a . s a 

"t- ..... ..... 

una variazione , che esisteva nei segni , si trova rimpiazzata da una perma- 
nenza dopo che y (x) i passato per zero, mentre tutti gli altri segni rimangono 
i medesimi tanto prima che dopo xe -a'. 

Ma bisogna considerare ancora i segui della colonna che rimane alla destra 
di y. Quando essi sono gli stessi di quelli di y' la serie data da x < a ha una 
seconda variazione che diviene una permanenza per x^>a ; donde ai vede che 
due variazioni sono scomparse insieme. Ma se il segno comune ai termiui che 
seguono y è contrario a quello di y' , la prima serie ha una variazume e una 
permanenza, e la terza ha una permanenza e una variazione, dimanierachè, nes- 
suna variazione i scomparsa , ma la variazione si trova remossa di un posto 
verso la destra- Al di là di x ss a , continuando a far crescere x iusensibilmen- 
te, la nuova aerie di segni ai conserverà la stessa, fintantoché s'incontri qualche 
funzione che divenga nulla, e cosi di seguito. 

Tutto ciò non si applica che in parte alla funzione J\x ) , poiché essa non è 
seguita da alcun segno. Se dunque ics i radice di f(x) =. o, bisogna soppri- 
mere tulli i segni che sono a destra di y , c ai vede allora che, nel passaggio 
per una radice a deir equazione f(x) t= o , sparisce una Variazione sola. 

ila. Esaminiamo il caso in cui due derivate successive sono nulle iusicme per 
ibi, cioè y r (u) = o , y(a)=zo: allora le aerie (t) divengono 

y{ a — J ) = — - 5 1 y"(a) — — y '"(a) 4- cc. ) 

?( a ) — ° ? (a). 

?(a-t-3)c=i — ec. j 
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I legni dei riiultaraenli eiiendn quelli del primo termine , tono gli aleni di 
quelli di ?"(") > lauto per x-<ii quanto per x>m ; cori pel lecoudo zero che 
corrisponde a 5.(0), ricompariice il legno di y"(a). Ma y' e y" inno nel mede- 
timo cato nel quale li trovavano precedentemente y e y' , poiché 
= v f (o)r^d y f, {a)-t- ec. ti riduce a -^;ìy"[a\, a motivo di y'(o)=o; coli per 
x<n li ha un legno contrario a quello di y'\ e per x>.a li ha il icguo di y". 
Ecco dunque i quadri dei due sistemi: 


Ji»ì . 

• • • y" f* f .... O /<"*> . . . 


. . 



. . - 4 - — -f T , , 






x>a 

• • • *+* - 4 - Hr - 4 - . . . . 




culi il hanno per x<a due variazioni che li cambiano in due permanerne per 
x^mi, perciò ti perdono due variazioni quando e(x) e »'(z) pattano simulta- 
neamente per z ero. Non elimineremo addio quali tono i legni della colonna a 
delira, poiché eiiendo tulli e tre gli tieni é indifferente che tiann -4-0 — . 

Ciò non può applicarti at cito in cui la funzione y fono f, poiché t' equazione 
f{x) = o avrebbe delle ridici eguali , te li avene ancora y*(x) 1= o , mentre noi 
•opponiamo f(x) liberato dai fattori eguali. 

Se per x = a divengono nulle tre funzioni comerutive, cioè p, y' y " , lo 
iletio ragionamento dimoitra che x<a ha 4 0 3 variazioni , lecondo il legno 
della colonna leguente , mentre per x>a non li ha alcuna variazione o unitoli; 
coriccbè vengono a perderli 4 u a variazioni. 

/<”>. . . y H> y" f* p . . . o /•««> y u 'y"y'y 

......*+■ — -è- — -+•• *• ...... . . H H — • . ■ 

IBI + a o o -4- . 

*>a -4- -4- -4- -4- -4- -4- -4- -4- -4- — . . . 

i ' 

Quando x = u rende nulle $, 5 ...., funziuni luoreni ve , gli sviluppi (1) per- 
dono altretUuti termini iniziali , e il primo termine è affetto da -4- ae quello 
numero di zeri è peri, e da ie é impari. Ogni zero corriiponde a una varia- 
zione per x<a , e ad una permanenza per x>m , e le variazioni spariscono 
tempre a coppie Biiogna dunque concluderne che, ae vi tono a zeri conieculivi, 
spariscono 1 variazioni quando z è pari, e llh t quando t è impari , prendendo 
il legno -f- quando il legno che precede quelli zeri i lo stesso di quello che gli 
•ogue * il legno — nell’ altro calo. , 

Nell’ «tempio seguente, ai suppone dita la aerie di x e= a : la prima ai ottiene 
ponendo al di aopra di ogni zero un segno contrario a quello che è alla tua ii- 
1 ai tra , e la terza ai forma ripeleodo al contrario queitu stesso segno ; cosicché 
si forma un egual numero di variazioni per x<a e di permanenze per x>a : 
li consertano i segni nelle colonne che non hanno zeri. 

-1 4- h — 1- 8 variazioni 

000 -4- -4- 

— -4- -+- a variazioni e 

Si perdono tei variazioni nel passM^io j*er x = n. Questo metodo ai chiama 
Regola del doppio legno: ne faremo un u>o frequente. 

Dit. di Mat. fot. 11 '. 5 n 


x <a -4 - H -4 ■ -4- — ■ ■ — 

«s i -4- -4- o o o o — — 
x > a -4 — 1 — | — | — t — I 
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< 1 3 Parlemla ri .Ut valore x==. jl che dà una «erte di segni , facciamo crescerò 
x per gradi ourfVìuf: i risultamenti conserveranno i loro segni, finché non si 
cadrà in un valore x = a, che renda nulla alcuna delle funzioni . . . •J 1t , 

Se questo valore rende nulla J\x) > svanirà una sola variazione. Ma se non 
divieue nulla che alcuna delle derivate, o svaniranno due variazoni , o almeno 
sarà spinta una variazione verso la destra. Potranno contemporaneamente sparire 
a, 4' 6 . . . . variazioni, perchè più derivate successive potrebbero divenir nulle 
simultaneamente. Ma quando x riceve i valori r, r* , r ft . , , . della radici del- 
Y equazione /(x) = o , le variazioni si perdono ad una ad una, mentre le radici 
delle equazioni y v (x)a=o,y ,// (x) cs=o, 4 / n, "(x) = o .... le lasciano sussistere o le 
tanno sparire a due a due. Ma una variazione perduta non può mai ricomparire 
nella serie dei valori crescenti che si attribuiscono ad x. 

Nessuna delle nostre funzioni y può passare per zero , senza che il risullamento 
della sosiiliuione in questa funzione di un valore uo poro minore della radice 
\ di <s> (x) = o dia un segno contrario al segoo che si ottiene dalla funzione prece- 
dente, onde questa variazione possa cambiarsi iu una permanenza immediatamente 
al di là di questa radice. d*J*4 

Siccome il primo termine dei polìnomj y**"’) % f t t f è alternati valsente 
di grado pari e impuri, se si fa xs= — od, ovvero se si prende per x un valore 
eguale al limile — V delle radici negative di f\x)=zo, f (x) = o . . . * non si ot- 
terranno che dei risultaraenti -r- e — successivi, os»ia m variazioni, perchè il pri- 
mo termine supererà quelli di segno contrario che lo segtiooo. Se si fa x = -+- oo, 
o *=/, limile delle radici positive, non si avranno che segni Così, facendo 
crescere x insensibilmente da — V fino a tutte le variazioni saranno scom- 
parse. Reciprocamente due numeri —/'e -♦-/, che non danno Tulio che delle 
variazioni, l’altro che delle permanenze, sono i limiti tra i quali sooo comprese 
tutte le radici delle equazioni f{x) = o , f\x) =a o .... Infatti , ogni radice di una 
di queste equazioni dovendo fare svaoire una sola variazione, non si può trovare 
fuori di questi limiti nessun numero che produca questo effetto. È questa dunque 
una prova che qualunque numero /, che rende i nostri poh n orò j •• •• 

positivi, è un limile superiore delle radici dell’ equazione y*(x) = o. 

Se ai è il numero delle radici immaginarie di f{x)s=zo, m — ai varà quello 
delle radici reali che si trovano tra — e /. Quando si farà passare x gradata- 
mente da — l' • /, le m variazioni della prima serie di segni spariranno fino al- 
r ultima. E siccome le radici reali r, /•', r " ,.... distruggono le variazioni ad 
ima ad una, le altre ai variazioni si perderanno, a coppie, rendendo nulle le 
diverse derivate y*(x), f ,f {x) .... Queste ultime sostituzioni palesano dunque 
l’esistenza delle radici immaginarie, e ne indicano il numero. 

n4- Ciò che precede dimostra il teorema della Regola dei segni del Descartes 
con maggiore estensione. Facendo x = o, la linea dei segni sarà composta dei 
segni successivi di ([x)\ poiché ogni funzione si trova allora ridotta all* ultimo 
suo termine, che , come già si sa , è il prodotto per 1 , a, 3, . . . . dei coefficienti 
repellivi di f{x) presi in ordine retrogrado. Questa serie di segni , data da xso 
ha le stesse variazioni e permanenze di f{x). Sia v il numero dette prime, aarà 
«t — v quello delle altre Passiamo da x=ao a x = - W ; Li prima serie perderà le 
sur v variazioni, e se f[.ì)tszo non ha che radici reali, questa equazione ha v 
radici positive. Parimente tacendo x«= — l * , siccome non si hanno che variazioni 
(e il loro numero è allora m), si perderanno dunque m — v variazioni passando 
da — t é o; vi sono dunque m—v radici negative, cioè tante quante sono le per- 
manenze di J\x). Ma se la proposta ha delle radici immaginarie , siccome le va- 
riazioni spariranno a coppie, è evidente che qualunque equazione che non ha che 
radia rea//, ha precisamente tante variazioni quante sono ie sue radici positive. 
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e tanti permanente quante tono te radici negative (*). E te ei sarto delie ra- 
dici immaginarie , ei saranno v— ai radici positive , e p — a»' radici negative , 
indicando con w il numero delle variazioni e con p quello delle permanenze 
del polinomio f(x), ed essendo i e i' numeri interi. 

n5. La nostra teoria dimostra che *e si sostituiscono ad x due numeri nel» 
in tutte ie nostre funzioni, e se si scrivono i sedili dei risullamenti in due serie 
corrispondenti i e B, estendo 6 maggiore di a , se ne possono dedurre le se- 
guenti conseguenze. • 

l.* Le variazioni di fi non potranno mai essere in maggior numero di quell* 
di A. 

а. ° Se il numero delle variazioni è lo stesso in A e in B, l« proposta non ha 

nessuna radice tra a e A . 

3.* Se la serie B ha una variazione di meno di A, vi è una sola radice Ira 

« e A « ... * 

4 ° Se in B si trovano due variazioni di meno che in A, o la proposta ha due 
radici reali tra a e ò, o queste radici mancano e sono rimpiazzale da due radici 
immaginarie; rimarrà allora da distinguere l'uno dall’altro di qnesti casi. Nel 
primo si potranno separare le radici sostituendo dei numeri intermedj che facciano 
svanire le variazioni ad uua ad una « il che sarebbe impossibile nel secondo 
vaso. - 

5.° Quando la serie B ha tre variazioni di meno di A , o esistono tre radici 
reali tra a e ò, o non ve n' è che una sola , essendo le altre due rimpiazzate 
«la due radici immaginarie; e così di seguito. I metodi speciali che in appresso 
esporre«nt> faranno coooscere quando hanno luogo queste diverse circostanze. 

б. Il valore di x che, senza esser radice di f(x) = o , fa perdere due varia- 
zioni, passando secondo la legge di continuila da a a ò, si riferisce alle radici 
immaginarie di questa equazione e ne è l' indicazione ; esso rende nulla al- 
cuna delle derivale che si trova Ira due funzioni che hanno lo stesso segno: due 
«li queste funzioni possono pure annullarsi nello stesso tempo. Se svaniscono 4 va- 
riazioni , annullandosi 3 o 4 funzioni consecutive, si hanno due coppie di radici 
immaginarie per V equazione f{x) tc o. Finalmente, quante volle le serie per- 
dono a variazioni, mentre te sostituzioni seguono la legge di continuità , al- 
trettante coppie di radici immaginarie si trovano nella proposta. 

n6. Siccome la sostituzione dei numeri continui non è possibile, per fare 
uso di questa teoria, bisogna operare come appresso. 

|.° Si sostituiscono dei numeri presi a piacere, cominciando da che non darà 

che segni alternativi 4- e — , fino a l che non dark che segni questi numeri 

/ e l saranno i limiti tra i quali si troveranno comprese tutte le radici. Fra 
essi vi sono spesso dei grandi intervalli che non intercettano alcuna radice, ma 
che è bene conoscere per evitare dei calcoli inutili; anco dei numeri presi a caso 
conducono facilmente a fare scoprire questi intervalli. 

a* Quando due serie A e B sono composte degli stessi segni, nessuno dei po- 
linomi f , f' , f ft .... può divenire zero per un valore di x preso tra a e A 
Ma una di queste funzioni diverrà nulla, quando una variazione sarà trasportata 

(•) Se P equazione f (*) 5=1 o è mancante di uno de' suoi termini , e se i due termini tra 
i quali questo manca hanno tifi stessi segni , una tale eq unzione ha delle raditi immagi* 
ginn rie. Infatti il polinomio /{r) comprende i termini qjrl l -\-s*h “ a f e quando si fa x s= o 

in tutte le derivate, la serie dei segni consecutivi contiene 0 -f- , che equivale a -t- o 

* -+• 

simbolo else annuncia resistei»» delle radici immaginarie (n ° tis). 
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ili nn posto verso la «lastra ; e se non vi è che un semplice trasporto di varia- 
zione, il numero che lo produce non accusa 1 ' esistenza di alcuna radice imma- 
ginaria deH'e«|uazione J~{x) = 30 . Questa equazione avrebbe' due radici immaginarie, 
se svanissero due variazioni per un valore di x che annullasse qualche derivata. 

3.* Quando , partendo da a e andando fino a b , si perde nn numero impari 
di variazioni, è chiaro che f[a) e f(b) hanno segni differenti: il segno rimana 

10 stesso quando in questo intervallo si perde nn numero pari di variazioni. Koi 
dunque abbiamo il teorema , che cioè esiste nn numero pari o impari di radici 
tra osi, secondochd i risultaroenti f(a) e f{b) hanno un segno simile o diffe- 
rente, contando lo zero tra i numeri pari. 

4° Quando, facendo * e a , la serie di segni A contiene un termine nullo , 
o più zeri successivi, si formeranno le serie a — 3 e a-t-d secondo la regola del 
doppio segno ( li* ita); la prima ai paragonerà colla serie ebe precede A , per 
itcoprire le radici minori di a , e la seconda con quella che succede ad A, per 
far conoscere le radici maggiori di a; finalmente, confrontando tra toro le due 
setie di a — 3 e 04 - -3 , fi saprà quante radici immaginarie sono annunziate dal 
numero pari di variazioni perdale dall' una all’altra. 

Per esempio, f(x) = x‘4-x-t-i , f(x) t= 5 x*4-i , P'(x) ess aox* , ec. , danno 

11 seguente quadro, nel quale si fa uso delta regola del doppio aegno , per cia- 
scun riiultaiuento nullo. 


r p'f" r r / 

x = —1 . . . . + — -I- — 4- — 5 variazioni 
— 4 - — * 

* — o 4>o o o 4-4-4°° wiatsooi. 

4-4-4- 

’ " . » • *,*, . ' t • 3 

Si vede che esiste una radice reale fra —1 e o , e che le quattro variazioni 
cha svaniscono da x<o a x>o annunziano 4 radici immaginarie. La corra rbe 
ha per equazione /=/(a| i quella della ( Tav. CXXI X, Jìg. 1 ). 

Per/(x)«=a x‘— 4 *»— 3x4-a3, f(x) ss 4 x*— tax»— 3 , 
f(x) = .ax‘-a4x , f"'(x) = ^x-^ , /"(x) a 24. 

/ ,T f"f"f f 

• • - * • > t ' 

•4? 

'■■■ x = o 4 - — o — 4 - a o 4 variazioni. 

I ' 1 

v = 1 4 - o — — 4- a variazioni : 

4- 

tet 4 . 4- o — 4 . 3 variazioni. 

4- 

x = 3 4- 4- 4. — — 1 variazione. 

xs=s4 ....4- 4- 4- 4- 4- o variazioni. 
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Vi inno due radici immaginarie che fanno «vanire due variazioni da x<o a 
x> o ; gli ieri che >' incontrano ad * =5 1 e a non fanno perdere alcuna varia- 
zione, il che avviene perché ogni uro si trova tra due legni differenti. Fi- 
nalmente si ha una radice tra a e 3 , ed un'altra tra 3 e 4 > non rimarrà 
dunque che a trovare che un’ ulteriore approssimazione. La curva j = f(x) è 
rappresentata da MOM' ( Tav. CXXX,_/Sg. t ). 

117. Quando non esiste che una sola radice tra due numeri a e 4 , e che per 
conseguenza noo si perde che una variazione dalla serie 4 alla serie B, possiamo 
approssimarci a questa radice col metodo del Newton. Ma prima bisogna che 
siano soddisfatte le condizioni prescritte per questo metodo ( n.* 108), cioè che 
f e f” non cambino di segno da a a b\ il che significa che la variazione deve 

perdersi precisamente nell' ultima colonna f. Tutti i segni di 4 e di B rimangono 
allora gli stessi, eccettuato I’ ultimo. Ciò accade appunto per la radice che si 
trova tra a e 3 nell'esempio precedente. 

Ma se la variazione si perde prima dell’ultimo termine delle serie e f 
nou sono più nella condizione richiesta. Bisogna sostituire dei numeri intermedi 
ad oca A, acciocché ristringendo lo spazio che contiene la radice, non vi sia 
più in questo intervallo nè inflessione né tangente orizzontale alla curva ^ =>/\x), 
e si ricada cosi uel primo caso. 

Cosi, nell'ultimo esempio, per approssimarsi alla radice che è tra 3 e 4 > bi- 
sogna remuovere fuori dei limiti il massimo che è annunziato dal cangiamento 
di segno di f . Si stabilisce l'equazione f'(x) = o, e si trova che la sola radice 
reale di questa equazione è tra 3 n 3 , 1. Ora, siccome quella di /\x) = o si 
troia tra 3 , 1 e 4 , * di più bisogna che f e f abbiano lo stesso segno, si farà 
x = 4 , donde/* = 6 r ,/ =11, re — 0,3, e x = 3 , 8 , per prima approssima- 
zione. Facendo x t= 3 , 8 , donde f s= 43 , ao8, f = o, 6256, s = — o,oi 44 * 1 »i 
ottiene x = 3,78552, e cosi successivamente. Si noti che s è la suttangeote 
( n* 108). 

118. Quando si perdono due variazioni nel passare da 4 a B , rimane a rico- 
noscersi se effettivamente vi siano due radici Ira nei. Divideremo questo esame 
in tre rasi. 

Si confronteranno, da sinistra a destra, i segni corrispondenti delle due serie: 
subitoché s’ incontreranno due segni contrari sotto la stessa funzione , ad una va- 
riazione subentra una permanenza; più oltre, verso la destra, si troverà, un'al- 
tra variazione perduta. Se questa seconda variazione si perde prima della colonna 
dei segni di/^r), ciò formerà il soggetto del 3 .* caso che tratteremo in breve; 
c se la seconda variazione non ti perde che all’ultimo segno, si distingueranno 
i due seguenti sistemi, nel primo dei quali le due variazioni si perdono negli 
ultimi tre segni, e nell'altro la prima variazione si perde prima di/*'. 

i* Caso ..... f fff ' ; »■* Caso . . f n 

• • - . * I 1 I . *••)«'!* la . ‘ I ■ «*' *4 la.O. > • J 

X = a •+• *fv a a . • a • •+• -f* 4> “f- e • • • • 4* — | + 

X ta 6 . • V i w 4* 4* 4* 4» '••••• 4* 4- + 

Si costruisca tra le ascisse 4 P ss a, 4 P* se 4 la Curva parabolica MOM' ( Tav. 
CXXX , Jig. 5 ) , la cui equazione è jr n=/l(x). * 

If. B. I valori di J\a) e /(i) possono essere lotti e due negativi, talea diredi 
segno contrario a quello col quale gli abbiamo supposti ; ma questo caso non esi- 
ge un'esame particolare, e basta far girare le figure dall’ altra parte delle X, me- 
diante una rivoluzione intorno all* aste , per far rovesciare le figure dallo parlo 
di sopra. 4 llora tutto divien' simile a quello che abbiamo esposto. • 



398 EQU 

119. ».• Caso. Le funzioni /'(n) e f(b) «ono di legno contrario: esse lono I 
valori delle tangenti degli angoli T e T' che fanno coll’ asse delle x le rette 
MT, M'T*, che toccano la curva nei punti M e M', le coi ascisse sono a e b. 
Si vede che uno di questi angoli è acuto verso la destra e P altro ottuso. Sic- 
come /*(x) as e non perde che una sola variazione « essa non ha che una radice 
sola tra a e 5 , il che significa che la corva y =J\x) ha ona tangente paralella 
■Ile x in on punto intermedio O. Il termine /'"(x) non perde nessuna variazione, 
e rimane positivo in tulio 1* intervallo tra a e b : cosi Parco volge la sua con- 
cavità verso la parte superiore (n.°9G). La ( Tao. CXXX, fig. 1 e 5 ) rap- 
presenta la forma di questa parte dell'arco, che in O ha pery*(x) un punto di 
passaggio, dal negativo al positivo, per zero. 

Se la curva giunge fino all'asse nell'Intervallo PP 7 (Tao. CXXX, fig 1 ), 
vi sono due radici reali Ai , Ai*. Queste radici sono immaginarie nel caso con- 
trario ( Tao. C XXX , fig. 5 ), e allora le tangenti nei diversi punti dell'arco 
MOM' vanno viemaggiorroente inclinandosi sull'asse da M in O, punto in cui 
ha luogo it puntelliamo, quindi si rialzano in senso opposto verso M\ La na- 
tura concava dell' arco fa si che esso resti compreso nell'angolo formato dalle 
due tangenti in M e M 7 . É chiaro dunque che, se il vertice B (Tao. CXXX , 
5 ) di quest'angolo è situato al di sopra dell'asse, !a curva nou può tagliarlo, 
e le radici sono indubitatamente immaginarie Ira P e P / . 

Ora le sut tangenti in M e M f sono 




■/w 

fw' 



La prima è positiva, perché J r (a) ha il segno — • , e la seconda è negativa. È 
chiaro che, facendo astrazione dai segni , .re una delie suttangenti o la loro 
somma eguaglia o supera f intervallo b — a , le due radici annunciate sono 
immaginarie. j 1* ? 

E se questa circostanza non ha luogo, si rimane nell'incertezza sulla natura 
delle radici , che possono allora esser reali o immaginarie , polendo la curva ta- 
gliar P asse o non incontrarlo tra P e P'. In questo caso deve operarsi in uno 
ilei due seguenti modi. 

Si considereranno i limiti a e b come troppo distanti tra loro per decidere la 
questione, e prendendo per x qualche numero intermedio si vedrà se la se- 
rie dvi segni , paragonata con A e con B , fa svanire le variazioni ad una ad 
una : poiché allora le radici sarebbero reali, P una tra a e « 7 l'altra tra af e b. 
E se la doppia variazione si perde ancora tra a e a* , si calcolerà la sutlangente 
per x e= a* , onde verificare se la regola precedente ha lungo. 

Ovvero si opererebbe come se si avesse la certezza che le radici intermedie sono 
reali e se ne volesse ottenere un valore più approssimato col metodo del Newton ; 
poiché allora si giungerebbe a due nuove smungenti, la cui somma potrebbe es- 
ser msggiore di b — 1. 

Siccome, a misura che ci avviciniamo al minimo O, le tangenti si approssi- 
mano ad essere paralelle all'asse, le sutlangenti divengono grandissime, e la re- 
gola di sopra esposta può più facilmente applicarsi Si comprenderà beoe che se 
le radici sono immaginarie, non si larderà a scoprirle n edianle le loro suttan- 
gcnti la cui somma è maggiore di b — a. 

Al contrario, quando le due radici sono reali, le smungenti non aumentano 
più indefinitamente; ai vede anzi rhe ciascun valore di x converge verso due 
termini che sono le radici cercate Ai , Ai 7 ; e diviene facile trovare un valore 
medio che sostituito in luogo di x separi queste due radici. 
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tao. a.* Cito. Quando le funzioni /"(a) af"(b) tono affette da tsgui contrari, 
la questione è di uo’ allea Datura. Allora f'{x) pasta per aero Dell' inlertello tra 
a e A, e perde per conseguenza una variazione, e 1’ equazione f"(x) t= o ha 
una radice Ira a e 6 : I' arco è contesso terso le parte superiore in ut ( Tur. 
CXXX , fg. 5 ) al primo limita kp=a, e concaro al aecoodo AP' = A .- in 
questo spazio esiste un punto d’ inflessione I, la cui ascissa kqi rad tre di f'(x) <=* o. 
All'ora le sullangenti non tolgono più la difficolti, poiché la tangente mt non 
può prestarsi alle condizioni prescritte di sopra. Bisogna primieramente ristrìn- 
gere I’ inlertallo , affinché I 1 inflessione I non ti ss trota più compresa. Si so- 
stituirà dunque per z un altro talore intermedio a', atto a porre' la due ra- 
dici fuori dell' esleusione Della quale si trura il punto I , il che ci farà ricadere 
nel primo caso. » tir.-!.; -tati- ■ 

Potrebbe non ortante accadere che la corta atesse la figora M1M* indicata 
dalla ( Tav. CXXVII Jig. 4). che ha l'inflessione precisamente nel punto in cui 
la tangente è orizxonlale: allora si tenterebbe intano di ristringere tanto l'in- 
terrallo da eritare che le funzioni f" avessero segni differenti. Ma siccome f 1 e 
f sono nulle simultaneamente te equazioni f'(x) sss o ,f"(x) ss o hanno allora 
una radice comune: è questa un caso di radici eguali. Le radici cercate fareb- 
bero immaginarie , a meno che l' inflessione I non fosse il punto stesso di se- 
zione della curta coll' asse, il che supporrebbe che si atesse contemporaneamente 
J(x) = o , e per conseguenza la proposta avrebbe dei fattori eguali. 

lai. 3* Caso. Il paragone delle serie A e B manifesta la perdila di due varia- 
zioni prima di giungere all’ ultima colonna. Supponiamo che la perdita della 
seconda variazione si verifichi al termine f" : si tratterà l'equazione f"'(x)=z o, 
c si cercherà se essa ba due radici tra nei. Se queste radici non esistono, 
1’ equazione f"{x) = o ha pure due radici immaginarie, indicate dalle due va- 
riazioni perdute; infatti la tangente all' arco delta curta che ha per equazione 
r =/"(*) no ° P u ò essere orizzontate Insci, poiché J'"{x) non può esser 
nulla : quest’ arco non ha dunque nessun massimo nell' intervallo tra a e t. Si 
vede in egual modo che 1’ equazioni f'(x) — o,f{x)z=o hanno pure due radici 
immaginarie corrispondenti allo stesso intervallo. 

Ma se le due radici di ss o sono reali tra a e A, la curta y ==/' f, (x) 

ha due tangenti orizzontali in questo spazio ed ha la forma che si tede nella 
{Tav. CXXX, fig. 4). presentando un doppio serpeggiamento con un mas- 
simo e con un minimo. La distanza da a a A è dunque troppo grande, e biso- 
gna diminuitla fintantoché le inflessioni non ti siano più comprese , e ti si trovi 
il solo minimo o il solo massimo. Si conoscerà allora se l’ equazione - / ,, <x)=i» 
ha due radici reali tra i nuoti limili più ristretti a! e A'. Quindi si cercherà se 
la cursa che ha per equazione y zx.f'{x) ha o non ba due sezioni coll'asse, ed 
inseguito si vedrà te ciò abbia luogo per la curva y =f(x). Basta che le due 
raJici cercale siano immaginarie per una dell' equazioni 

/"'(*) t=o, f(x)z=o, yv) = o, 

perche quelle che la seguono siano nello stesso raso. 

Mon bisogiM dimenticarsi , nella circostanza attuale di accertarsi se Tequaiioue. 
J* r \x) ss o ha radici eguali; poiché la nostra teoria suppone sempre che l’ equa- 
zione che si tratta sia liberata da tali radici. Su questo rapporto osserveremo che 
la ricerca delle radici eguali è cosi lunga, che conviene evitarla, a non occupar- 
sene che quando le operazioni ne fanno veliere la necessità. Siccome il caso delle 
radici eguali è eccezionale , è un gran vantaggio del metodo del Fottrier di non 
cercarle che quando, per caso, ciò si riconosca indispensabile. 
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133. Rimane da «Mini nani ciò cha li deca fare quando svaniscono più di do* 
variazioni tra a e b. Si comprenderà facilmente che restringendo quelli due li- 
miti , accadevi che la variazioni li perdano o ad nna ad una, o a due a due , il 
cha ci farà ricadere nei tati già trattati di aopra. Non ostante potrebbe accadere 
pure cbn per un valore di * tra a e b divenissero nulle più derivale il che con- 
durrebbe a trovare più meri successivi nella serie di segui corrispondente a 
qualche numero intermedio incognito a', come ciò è avvenuto (a.* 116) ; sparireb- 
bero allora 4 ° 6 variazioni ad un tempo, indizio sicuro di altretlaote radici 
immaginarie. Questo caso è facile a ricoooscerai, poiché tali derivate che ti an- 
nullano hanno dei fattori consulti , che eguagliati a mero danno il valore di x 
che produce questi zeri successivi , a pone in evidenze 1’ esistenza delle radici 
immaginarie. 

sai. Applichiamo questi principi a diversi esempi. 

1. /}*)=> sr»-5*-t-3, />= 3x>— 5, /"«= 6*. f'ss 6. 

3 variazioni. 
a variazioni. 

a variazioni. 

I variazione. 
o variazioni. 

Le tre radici della proposta sono reali e si trovano tra —3 e —a, o e -+-i , 
i e ». La curva è rappresentata dalla ( Tav. CXXVill , fig. 5). 

IL J\x)axx'— »*-5, /' = 3*»-a, /"ss 6x, f"= 6. 

r" r f s 

x — — i -4- — -t- — 3 variazioni. 


o . ..... -f- o — — t variazione. 
■4- 

-♦-i 4- + + — i variazione. 

•4-a . -4- -4- -4- — i variazione. 


-4-J ...... -4- -4- -4- »4-o variazioni. 

Oltre la radice reale che ai trova tra » e 3. se ne possono congetturare due 
Ira o e — I ; ma esse sono immaginarie, perchè per x = — i ai trova _/ v s=-4-s , 
f ss — 4» donde r, = 4 . che è maggiore di i. 

III. /(x) = x‘-t-x , -4-»x 1 -4-a, /' = 5x‘-t-3x*-4-4* , 

/ f ' = aox»-f6x-t-4, z=6ox>-4-6, /" = uox, f ss tao. 

/ 

— 5 variazioni . 

4 variazioni. 

-+* o o 4 variazioni. 


r f" /-" r r 


— i 


r f r s 



—a ■+- — -f- 


o -+- o — 

H-I 
•4-a 
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Esiste una radice Ira — i e — a, la altre quattro radici tono tutte immagina- 
rie, come facilmente ai scorge per la regola del doppio legno. La proposta equi- 
Tele a (x*-4-2)(x*-4-t) = o. 

IV. y\xl = *‘— x’-t-ax* — 6x-t-5, J 1 = 4-c 5 — 3x*-t- ec. 

JV f" f'ff 

M — o -t- — -4- — -+- 4 variatimi. 

I ■+■ -+- -4- — • -+- a variazioni. 

a ■+• -4- -H -t- - 4 - o variazioni. 

Può presumersi che ti siano due radici tra i e a; siccome le funiioni f,J '' 
hanno lo stesso segno -4-, e le f' hanno un segno diverso, perciò si calcoleranno 
le suttangenti. Da x=i si ha x,,s=i numero eguale all’ intervallo a — i; rosi è 
chiaro che le due radici non esistono. Lo stesso deve dirsi delle radici che po- 
trebbero supporti Ira o e I, poiché le due variazioni si perdono a J" , e IV 
quatione f'(x) = o ha evidentemente le sue radici immaginarie. 

V. f(x)=zx* — xM-ax — 3, f 1 => 3x* — ax-4-3, ec. 

f“ j ” r s 

x = o -t- — ■ -f- — 3 variazioni. 

I -4- -4- -4- — i variazione. 

a ...... -4- •+■ -4- -t- o variazioni. 


La proposta ha una radice tra ■ e a; quanto a quelle che debbono cercarsi 
tra o e i , esse tono immaginarie; si vede infatti che le due variazioni si per- 
dono a e che I’ equazione /'(x) o non ha radici reali. La curva è quella 
della ( Tay, CXXIX, fig. ■ ). 

VL y\x)=x* — 3x* — 4x-t-t3, — 6x — 4» ec. 

f" f f, f 

X — — S -4- — • -4- — 3 variazioni. 

—a -4- — -4- -I- a variazioni. 

«4-a - 4 - -4- — -4- a variazioni. 

-4-3 ..... «4- -4- -4- -4* o variazioni. 


Oltre la radice che ti trova tra < — 3 e — a, possono essertene due tra a e 3. 
Si trova 

x = -4-2,5 -4- -4- — — r variazione. 

Coti vi è una radice tra a e a, 5, e quindi nn’ altra tra 3, 5 e 3. Siccome la 
suppotiiione x=2,5 che ha posto queste radici in evidenza, i dovuta ai caso, 
cosi ecco in qual modo avrebbesi dovuto operare per riconoscerle sicuramente. 
Le funzioui f e f" sono positive per x = a, e ley* passano dal — al -t-: si 
tratta di distinguere quale ì quella delle forme ( Tav. CXXX , Jig. i) che con- 
viene alla curva. Si prenderanno le suttangenti ai due limiti 


xc= 2 ,/=i,/' = _ 4 , r, = ; x = 3,/=i,/'t=5, x, = — . 

Biz. di Hat. Voi. IV. 5i 


Digitized by Google 


\ 


4 01 


EQE 


■j 4 ... « 

Si supporrà dunque x=*a — * x = a-£-, Il primo di quelli w lori dày«o,a, 

4 J 

/' = — a, 3 , f , r= — =o, 09 , e xcca, 34 : dal fecondo li ottiene yt=o,a 3 , 

f — a,?a, s,=s — 0,08 e xaa,ja. Siamo dunque condotti a prendere un nu- 
mero intermedio, come x=aa, 5 . 

f" f" f" f f 

— -+■ H 4 variazioni. 

o - 4 - — • -i* *04 variazioni. 




1 variazione. 
O variazioni. 


I limiti delle radici sono o e 1 , e siccome le quattro variazioni svaniscono in 

1 a 

questo intervallo, perciò bisogna ristringerlo. S. fa dunque x=— e —.Pel pri- 
mo valore si Irosa uno zero tra due -+- , cosi vi sono due radici immaginarie: 

r a a 

pel secondo si vede che vi è una radice Ira — e — , e poi un'altra tra — e 1. 
Vili. ^aez'-ftr'+^-Jlr+J. 

r /” f" r r f 

* = — 4 • ■ • • — •+■ — •+■ — 5 variazioni. 

— 3 ....-+- — -+- — — t- 4 variazioni. 

O....H- o — — "♦* 4 variazioni. 

I .... -I- 4 - 4 - — . — -Ha variazioni. 

a . . . . -+■ h- ■+■ o variazioni. 

L'equazione y(x) — o ha una radice tra —3 e — 4 1 ** ne possono congettu- 
rare due tra o e 1 , e altre due tra rea. Per le prime, siccome le due varia- 
zioni si perdono a f , si farà J 7 (x)=c-o : ora f* e/" haono segni contrari quando 

isti l'intervallo deve dunque diminuirsi. Si prende x= — , dondey"' = — ai. 


y" = — 1 — 5 —, e la differenza di segno diy* e f'' non esiste più. 

a ib 

Si prendono le suttangenli , per assicurarsi se veramente vi sono due radici tra o 
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r — : s % è maggiore di—, il che dimostra che queste radici sono immaginane. 
Dunque lo sono pure quelle dell' equazione f(x)=.o- 

Quanto alle radici tra i e a, bisogna pure diminuire l' intervallo; si fa x = i — , 
e siccome /"= — 1,9 . . mentre per xs=i e a i risultameuli sono 1 e S, si ve- 
de che vi i una radice tra 1 e 1 —, e quindi un'altra tra 1 — e a. 

a a 

IX. _/■(*)= 3 ** — a 5 x* -t- 90X — 137. 

r f" r r / 



5 variazioni . 
3 variazioni. 
3 variazioni. 
1 variazione. 
o variazioni. 


Si scorge resistenza di una radice tra a e 3 ; facendo « = 2,5, si ottiene 

/=o, 34 ,/' = ao7,i9, x== — o,ooa, donde « = 2,498 

Quanto alle altre radici esse sono immaginarie. Infatti , le variazioni che si 
perdono da 1 a 2, svaniscono a f\ il che conduce a trattare primieramente l'e- 
quazione f* (jt) = o. Si pone « = i, 5 , il che non lascia sussistere in f 9 («) che 
una sola variazione (*) , e separa le due radici reali. Rimane a vedere se quelle 
dell’ equazioni y*(«) = o, sono parimente separate. Si ha 

- r /" f" /" r r 

m 1 -+- -+- — -+- — 3 variazioni. 

xz=i ,5 -t- -+• — — — 1 variazione. 

Le condizioni dei segni essendo soddisfatte può procedersi al calcolo delle sut- 

tangcnti. Si trovay= — 53 , 5 g,y'= — a, Si , >o, 5 ; cosi la proposta 

201 

manca delle due radici tra i e a. 

Per le radici che possono supporsi Ira — i e — a, siamo condotti all’ equazione 
f'(x)= o, che ha due radici reali separale da x= — 1,6: cosi si ha 

r /" r" rff 

s ca — a -e- — — -+- — 5 variazioni. 

— 1,6....-+-— -f — — — 3 variazioni. 

— i ,5 .... -t- — -+- — — 3 variazioni. 

L’ equazione (*) f(x)tzì i5(x* — 5x*-t-6) e= o si risolve col metodo di quelle del secondo 
grido, e ti ridare a ^x 1 — 3)(x a — aj — o; cosi si ottiene x — lì: y 3 — 1,732 

e = li: V 2 = ri ; * - 4 1 1 
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Le condizioni dei segni avendo luogo, ti calcola la sutlangenle >o:S. 

3 7 

Può osservarsi che x = — 1,5 dà f e f di segno contrario, il che fa vedere che 
l' interrano da — i,5 a —a è troppo grande. 


X. J‘(x)~x t — 6x‘-4- 4«x* -4- 6ox* — x — i. 

/’■ r f" f" /" r r 

variazioni, 
variazioni, 
variazioni, 
variazioni, 
variazioni, 
variazioni. 


x = — i . . 
— o,5 . 


3 . 


. - 4 - - 4 - - 4 - 


— + 6 

- - 4 - 4 

— — 3 


o — o 


Siccome, omettendo X — — — , farebbero svanite 3 variazioni da — i a o,è 
a 

stato necessario prendere questo termine intermedio. 

I risultarnenti zero non ci fanno nulla conoscere sull'esistenza delle radici im- 
maginarie , perchè essi si trovano tra segni contrari ( n.° nG). Vi è una radice 

tra e o, ed un'altra tra o e i. Esse sono x =s — o, i3 . . . . e - 4 - 0 , 12 . Pas- 


siamo alle altre quattro che possono supporsi tra — 1 





e tra a e 


3. 


Le due variazioni si perdono a f", perciò si deve fare f"{x)z=. o: ma prima 
di tutto bisogna accertarsi se questa equazione ha radici eguali, il che infatti ha 
luogo , poiché 


J"— 3o(x* — ax — 2 )*, f" — iao(x— i)(x* — ax — a ). 


La curva che ha per equazione (x) tocca l’asse nel punto che ha per 

ascisse le radici dell'equazione x* — ax — 2 = 0 , cioè x=r 3 (Tav. CXXX. 
fig. a), a motivo di queste radici doppie. Se duuque si prendessero questi valori 
■li x per dedurne la serie dei segni delle nostre funzioni , si troverebbero due 
zeri successivi, e per conseguenza la regola del doppio segno farebbe vedere che 
svaniscono due variazioni , per quanto vicini siano i due limili a queste radici, 
che non essendo comuni a _/ 7 (x)=so fanno vedere che quest' ultima equazione noa 
ha radici reali tra — 1 e — o, 5 , né tra a e 3 : la proposta é dunque parimente 
nello stesso caso. 

XI. Per x 4 -4 xS " t "'**'f'6x-4-a=o, i /'' =4*® — iax a -4-ax-4-6, ec. 


f" f" f" f f 


i- 1 -+- 

0 -4- 

1 -4- 

3 -4- 

3 .... , -4, 


*Ì" 


■+- — - 4 - 4 

-4- 2 

— o -+* a 

•4- — -H 2 

*+» rh o 


variazioni, 

variazioni. 

variazioni. 

variazioni. 

variazioni. 
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Può congel tararsi che le railici ai trovino a coppie tra o e — l , e tra a e 

a a i 

3 . Cercando queste ultime , n trova s, = — , fj ss — — , la somma e — <i, 

e si rimane nell'incertezza se vi siano due radici intermedie; si ottengono le ra- 
dici approssimate x = 2,4 e a, 8. Si sostituiscono questi valori e si trova 

x = a ,4 -+- + — 3 ,oa 4 ■+* o,o 4 i 0 , 

2,8 . . . s . - -t — l — i — t- 5, 3 » 8 *t* 0,^6. 

Cosi r, =ao,oi, x a = — 0,06, x=a, 4 s e a,^ 4 - Siccome le satlangcnti, invece 
di crescere, vanno diminuendo avvicinandosi al minimo, si scorge che le radici 
sono reali. Esse si separano prendendo nn valore mediò, come 

arsa, 5 -t- -+- — — ; 

cosi sono poste in evidenza due radici reali, e si può procedere all’approssima- 
zione. Si vede egualmente che le radici sono pure reali Ira o e — i. La proposta 
ha cosi per radici 

x = irty assii: I, 4 ' 4 ai . . . , e X=I it iy 3 = r±li,73ao5. . . . 

Essa equivale a (x* — aar— i ) (x* — ax — a)=o: la curva yx=.f(x) ha presso 
a poco la forma della (Tao. CXX 1 a). 

h'edi, in questo Dizionario, per quello che riguarda gli altri processi della 
risoluzione dell’ equazioni numeriche, l’ingegnoso metodo del Bernoulli esposto 
alla parola Appaossiniziona , dimostrato alla parola RicoKaeitTE, e il bello sviluppo 
in serie delle radici di un'equazione che dobbiamo all' Eulero. (Fedi Stinte). 
Vedi inoltre gli articoli Arraossiaazioae , Limite, R anice e Tessfokmszio.ve. 

12.4 Eqcaztoei Tasse BanstiTt. Le diverse specie di equazioni che abbiamo esa- 
minate, come pure tulle quelle che non contengono che potenze intere dell’ in- 
cognite, ti chiamano generalmente equazioni algebriche , nel mentre che si dà 
il nome di trascendenti , all’ equazioni le quali contengono, lauto potenze irra- 
zionali come x V "\ quanto esponenti essi medesimi indeterminali come a r , 1 
quanto funzioni derivale dalle variabili come senx o logx ec. , quanto finalmente 
quantità infinitesimali. Queste equazioni li dividono io piti classi che rapidamen- 
te esamineremo. 

Dobbiamo fare osservare in questo punto che l' equazioni, le quali contengono 
esponenti frazionari sono algebriche e non trascendenti , perché è sempre possibile 
di fare sparire questi esponenti, f^edi Tbssfokmszsoee. 

12S. Equazioni esfobeezisu. Queste sono equazioni nelle quali gli esponenti delle 
potenze sono incogniti, come o - ' = i , ec. , cc. Quando esse sono sem- 

plici, vale a dire quando gli esponenti soli sono indeterminati, si risolvono fa- 
cilmente con l'aiuto dei logaritmi. 

Sia infatti I’ equazione 

n r =zb, 

prendendo i logaritmi dai due membri si ha 

log. a' = log. b, 

Ma dalla proprietà dei logaritmi 

log . <r r = x log . a 


] 
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*log.a=:log.i, 

donde 



e cercando nelle tavole i logaritmi di b e di a, il loro quoziente fari conoscere 
il valore di x. Se ti avesse per esempio a= 12 e 4 = a 0 , o l'equazione 


ia* = ao , 

prendendo i logaritmi di ra e di ao, si troverebbe 
log . ao i,3oio3oo 


log . sa 1,0791813 


i, ao 55 


L’equaxione «‘"sac può ancora trattarsi nel medesimo modo poiché facendo 
l* xx a si ba 


donde 

Ing.c 

* = — " ni», 

log. a 

indicando con m il quoziente dei logaritmi; ma 4 x s=t, dò allora 4* asm, donde 

log. m 

*«=— - -, s 

log . 4 


vale a dire 




log . 

log. 4 


L'equazione x r — a presenta molte più diflìcollli; poiché prendendo i logarit- 
mi si ha xlig.x = a, espressione dalla quale non possiamo liberare x che me- 
diante sviluppi in serie complicatissimi ( Fedi Risolozio.ve e Sesia). È molto 
più semplice e più pronto in questi casi di servirsi della regola di falsa posi- 
zione (Pedi Qczsta parola), regola preziosa in tutti i casi io cui non possiamo 
cercare direttamente la valutazione delle quantità. 

Locazioni delle Dirraaaazs. Si dividono in equazioni a differenze finite e 
in Eqoazioki nirraaaaziALi. 

Per esempio, A e B essendo funzioni qualunque delle variabili * e y. 


A . dx-t-B . by c=j o 


è un'equazione a differenze Baite, e 

A . rfx+ B .djxx » 

è un' equazione differenziale. 
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Que>le equazioni si classano dall* indice il pii) elevalo delle differente che essa 
contengono; così si chiamano equazioni del prim' ordine , quelle che non con- 
tengono che differente semplici, Ax o dx ; eq ustioni del sccond' ordine , quelle 
che contengono differenze seconde , A*x o J a x, ec. , ec. 

Quando 1* eq ustioni delle differenze contengono la differenza completa delle 
l'unzione primitiva, si dà loro il nome di equazioni totali ; per esempio q es- 
sendo una fuuzione qualunque delle tre variabili x,^*, z, la differenza totale di 
questa funzione presa facendo variare successivamente *,/, e z, è della forma 
( l edi Calcolo dille differenze). 

e 1’ equazione 

è Utl' IQtUZIOKI TOTALI DILLI DUTIICRIK. 

Egualmente 1' equaiione 

è Un* EQUAZIONB DI IPFEBB JZI A LE TOTALE. 

Se 1* equazione non contiene la differenza completa della funzione primitiva, 
essa prende il nome di equazione a differenze parziali. 

Finalmente quando una medesima equazione contiene nel medesimo tempo del- 
le differenze finite e delle differenziali , si chiama equazione 4 differerze 

SUSTE. 

Olire la clasiazione di tptte queste equazioni rapporto all* ordine delle diffe- 
renze, ne esistono due altre fondate sul grado della potenza al quale si trovano 
le differenze, e sull'ordine d'indeterminazione delle variabili. Così un'equazione 
delle differenze di on ordine qualunque è del primo grado , del secondo grado , 
ec. , secondo che le differenze contenute in quest’equazione sono al primo grado 
della potenza; al secondo grado, ec., e essa è del prim' ordine d ’ indeterminazione , 
del secondi ordine , cc. , secondo che essa contiene uua, due, ec. , quantità va- 
riabili. 

Risolvere pn* equazione delle differente, significa determinare 1* equazione 
primitiva che esprime la relazione delle variabili, equivalente a quella che é espressa 
dalla proposta. Questa risoluzione è 1* oggetto del Calcolo Integrale. Fedi que- 
sta parola. 

EQUAZIONE (Astron. ). In generale si chiama equazione in astronomia la diffe- 
renza che passa tra V elemento vero di un corpo celeste e il suo elemento medio; 
Vrfle a dire la quantità di cui bisogna aumentare o diminuire la sua posizione, 
calcolala nell'ipotesi di un movimento medio uniforme, per trovare la sua vera 
situazione resultante dal suo movimento reale ed ineguale. Vi sono varie specie 
di equazioni astronomiche. 

Equazione del tempo. È questa la differenza tra il tempo vero ed ineguale indi- 
calo dal sole, e il tempo medio indicato da un pendolo ben regolato. 

Il tempo non si misura che col moto; e siccome il tempo in sè stesso scorre 
sempre uniformemente, così per misurarlo si fa uso di un moto che sia eguale 
e«l uniforme, cioè che couscrvi sempre la stessa velocità. Il moto del sole, clic »»• 
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gcnei ale sì è supposto eguale ed uniforme, essendo pili facilmente osservabile di 
i|ualunque altro moto, ha servito di misura al tempo, e troviamo infatti che 
tutti i popoli hanno preso per base della divisione del tempo il giorno solare, che è 
l'intervallo tra due passaggi consecutivi del sole pel meridiano o tra due meixo- 
•11 veri; ed è quell’ intervallo che diviso in ventiquattro parti eguali determina 
la grandetta dell' ora civile e per conseguenta quella delle suddivisioni di que- 
st' ultima. Ma la durata del tempo scorso tra due passaggi del sole per lo stesso 
meridiano non é costantemente uniforme , e per conseguenta i giorni solari non 
suno eguali fra loro; donde avviene che dividendo ogni giorno in ventiquattro 
parli eguali, queste parti non hanno in tatti i giorni la stessa grandetta ; oosiccbè 
un buon pendolo, di cui tutte le ore sono necessariamente uniformi e che aia re- 
golalo in modo da contare esattamente ventiquattro ore nella durata di un dato 
giorno solare, se segna mettogiorno nell’istante preciso del roettogiorno vero, 
non si accorda più col sole nei giorni seguenti, e segna mettogiorno un poco 
prima o un poco dopo del mettogiorno vero secondo le circostante. Questa ine- 
guaglianza, la cui importante è poco sensibile negli usi civili, esercita una grande 
influente nei calcoli astronomici, che esigono una misura di tempo fissa ed in- 
variabile. 

La differenza della grandetta dei giorni solari é dovuta a più cause che noi 
ri faremo ad indicare. Nel suo moto annuo intorno al sole, la terra é animata 
•la diversi gradi di celerilà corrispondenti alle diverse distante alle quali essa 
trovati da quest'astro. Questa velocità è al tuo massimo stella parte dell’orbita 
la più prossima al sole ossia al perielio, mentre all’afelio essa £ minima. Sic- 
rome noi riferiamo al sole il moto della terra , ci sembra che esso ti muova nel- 
l'ecclittica precisamente colle celerilà variabili della terra, in modo che in certe 
epoche dell’ anno sembra che esso descriva in un giorno un arco di 6i' 1 1 ", men- 
tre in altri giorni quest’arco non è che di 5j' il". Ma la rotazione della terra 
intorno al suo asse, ostia la rotazione apparente della volta celeste che ne è la 
conseguenza, effettuandosi sempre nello stesso intervallo di tempo, e il sole non 
polendosi ritrovare sul meridiano che dopo una rivoluzione intera della sfera più 
una piccola parte di rivoluzione proporzionale all' arco che esso ha descritto in 
questo intervallo di tempo, in sento inverso al movimento diurno della sfera, è 
evidente che la grandezza variabile di quest’ arco diviene una prima causa d’ine- 
guaglianza per la lunghezza del giorno solare, poiché la durata di questo giorno 
si compone della durata della rivoluzione diurna della sfera, e più della durata 
della parte di rivoluzione corrispondente a quest' arco. Ma questa causa non è la 
sola ; poiché supponendo ancora il movimento apparente del sole nell’ ecclittica 
perfettamente uniforme, questo movimento non sarebbe tale rapporto al meri- 
diano, e i giorni solari, la coi durata é precisamente l' intervallo tra due passaggi 
consecutivi del sole pel meridiano, non sarebbero neppnre allora eguali. Infatti, 
se si divide 1’ ecclittica in parti eguali e se si fanno passare dei meridiani per 
tutti i punti di divisione, questi meridiani divideranno l’equatore in parti di- 
leguali; e siccome le ore ai contano sull'equatore, per quanto regolaresi voglia 
Mipiasrre il movimento del sole sull’ ecclittica , il suo movimento rapporto all’e- 
quatore e per conseguenza rapporto al meridiano, preso per termine di confronto, 
sarebbe sempre diseguale. 

L'ineguaglianza dei giorni solari riposa dunque su due canse principali; l’ obli- 
quiti! dell' ecclittica e l’ ineguaglianza del moto proprio del sole. Per determinarne 
le circostanze , bisogna calcolare gli archi che il sole descrive ogni giorno aui- 
1' ecclittica , projeltare questi archi sull’equatore per mezzo dei meridiani, e pren- 
dere le differenze successive degli angoli orarj compresi tra questi. 

Per confrontare i giorni veri ed ìueguali col giorno medio sempre eguale , 
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preso per unità ili misura, s' immagina un sole medio ed uniforme che giri sul- 
l'equatore e termini la sua rivoluzione su questo circolo esattamente nello stesso 
intervallo di tempo che il sole vero impiega a terminare la sua sull' ecclittica. 
In questo modo, supponendo che il sole medio parta dall' equinozio di prima- 
vera nel tempo stesso che ne parte il sole vero, si dice che è mezzogiorno me- 
dio tutte le volte che questo sole medio passa pel meridiano ; e se in quest'istante 
il sole vero ai trova più o meno avanzato , talché sia più o meno del mezzo- 
giorno vero , la differenza forma 1’ Equazione drl tempo. 

L' equazione del tempo era già conosciuta ed usata all' epoca di Tolomeo, che 
ne parla nel suo Almagesto (lib 111, cap. X ). Non ostante fino a Keplero gli 
astronomi non tennero conto della ineguaglianza resultante dalla obliquila della 
ecclittica : questo grand' uomo , che si può considerare come il fondatore del- 
1 ' astronomia moderna, calcolò il primo l'effetto della variazione del movimento 
proprio del sole. In seguilo, si è riconosciuto che l'equazione del tempo era in- 
fluenzata dalla precessione e dalla nutazione (Si vedano queste parole nel Di- 
zionario). Sebbene i nostri orologi pubblici siano oggi regolali sul tempo medio, 
non entreremo in più minute particolarità su questo argomento, poiché 1' An- 
nuario dell’ U tizio delle Longitudini di i’arigi e la maggior parte degli almanac- 
chi danno l'equazione del tempo per ciascun giorno dell’anno, o almeno l'ora 
esalta che deve segnare un buou pendolo al mezzogiorno vero di ciascun giorno. 
Dobbiamo peraltro aggiungere che quattro volle l’anno, cioè: verso il »4 
Aprile, il i5 Giugno, il 3o Agosto, e il 23 Settembre, l'equazione del tempo è 
nulla, e che il massimo suo valore si eleva fino a 16 ' 1 \ n verso il i.° Novembre. 

Equazione dell’ Ordita. Equazione del Centro , Prostajeresi. Differenza tra il 
moto ineguale di un pianeta nella sua orbita e il moto medio, eguale ed uni- 
forme che si suppone che esso abbia, per poter calcolare più facilmente il suo 
luogo vero. Questa differenza è eguale a quella che esiste tra P anomalia vera e 
l’ anomalia media. Vedi Anomalia e Orbita. 

Da quanto abbiamo detto all’ articolo Anomalia può facilmente rilevarsi : 
i.° che l'equazione dell’orbita è nulla all' apside superiore cioè all'afelio, poi- 
ché in quel punto il luogo medio e il luogo vero di un pianeta si confondono 
insieme; ma partendo dall’afelio la loro differenza va di giorno in giorno au- 
mentando perchè la velocità vera è minore della media. 2. 0 Che questa differenza 
è massima verso i tre segni ed alcuni gradi di anomalia media, poiché allora la 
velocità vera, che è andata sempre crescendo, è giunta ad eguagliare la velocità 
media: da questo punto l'equazione dell’orbita comincia a diminuire fino al- 
!’ apside inferiore ossia fino al perielio, ove diviene nuovamente nulla, perché 
allora il luogo vero e il luogo medio del pianeta si trovano d’ accordo una se- 
conda volta. 3.° Che ne' sei primi segni l’equazione dell’orbita è negativa e si 
sottrae per conseguenza dal luogo medio per avere il luogo vero, perché la ve- 
locità media partendo dall’afelio è maggiore della vera ed il luogo medio si trova 
più avanzato del vero finché I’ aumentata velocità reale non ha fatto riunire in- 
sieme i due luoghi al perielio: il contrario accade dopo il perielio , poiché in 
quel punto la velocità vera essendo maggiore della media il luogo vero si trova 
sempre più avanzato del medio fino al ritorno del pianeta all’ afelio; per con- 
seguenza negli ultimi sei segni l’equazione è positiva e si aggiunge all’ anoma- 
lia media per avere l'anomalia o luogo vero. 

La massima equazione dell'orbita di un pianeta si può calcolare allorché si 
conosce la sua distanza afelia e la sua distanza perieli», vale a dire la sua eccen- 
tricità, come si può egualmente trovare col calcolo il grado di anomalia media 
ossia il luogo medio ove arcade questa equazione massima : a tale effetto basta 
trovare il punto M ( Tav. CXXXI , fig. a) nel quale la velocità reale è eguale alla 
Diz. di Mat. Voi. IV. 5a 
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velocità medi*. Infatti, dal momento in cui il pianeta è arri fato al punto ove la tu» 
velocità angolare DFM (cioè l'angolo che egli percorre veduto dal aole) è eguale 
alla velocità media, l'equazione dell'orbita cioè la differenza tra la longitudine me- 
dia e la vera, che fino dall'afelio era andata tempre aumentando, comincia a dimi- 
nuire e per contrguenza trovati in quel punto alla roattiraa sua {grandezza. Coti 
ogni difficoltà consiste nel trovare il punto Mei' anomalia AFM del pianeta nel 
momento in cui la tua velocità reale è eguale alia tua velocità angolare media: 
a tale effetto, dopo aver preso una linea KM media proporzionale fra i due te- 
miatti dell’orbita, ti detrriverà col fuoco F come centro e con un raggio FM un 
circolo MGN che avrà una tuperfìcie eguale a quella dell’ ellisse. Supponiamo 
ora un corpo cbe descriva il circolo MGN in un tempo eguale a quello che il 
pianeta impiega a percorrere la tua orbila ; la tua velocità angolare sarà costan- 
temente eguale alla velocità angolare media del pianeta, e l'area descritta nel 
circolo sarà tempre eguale all'area descritta nel tempo stesso nell’ ellisse, perché 
1’ aree totali tono eguali e sono percorse in tempi eguali , ed inoltre l’aree par- 
ziali dell'ellisse per una delle leggi di Keplero sono sempre proporzionali ai 
tempi: ciò posto, te nel punto in cui il circolo taglia l’ellisse il pianeta de- 
scrive in un dato tempo un' area piccolissima DFR della tua ellisse, eguale per 
esempio alla millesima parte della superficie totale ellittica , l’ area EFO sarà 
pure presto a poco la millesima parte dell'area del circolo, e la velocità vera 
del pianeta sarà eguale alla velocità media in M cioè all'angolo EFO, perchè i 
due settori ellittico e circolare prossimamente eguali in superficie tono pure com- 
presi fra angoli eguali. L' approssimazione all’eguaglianza delle due superficie 
sarà tanto pili grande quanto le superficie stesse ti prenderanno più vicine alla 
intersezione del circolo coll'ellisse, ose avrà luogo la esalta eguaglianza. Per con- 
seguenza per trovare il punto della velocità media bisogna trovare l’intersezione 
M dell' ellisse col circolo che le è eguale in superficie. Avendo tirato dal punto 
M all’altro fuoco B dell'ellisse una linea MB, si avrà un triangolo BFM nel 
quale ti conosceranno i tre lati, cioè BF che è il doppio dell'eccentricità, FM 
che è la media proporzionale tra i due semiassi, e BM che è la differenza Ira 
FM e Fiuterò asse maggiore: cosi, risoliendo il triangolo BFM, ti cercherà l'an- 
golo AFM che è 1’ anomalia vera del pianeta nel tempo della massima equazione: 
questa anomalia vera ti convertirà in anomalia media e la differenta*sarà?il va- 
lore della massima equazione. 

EQUAZIONE pelle Altezze cobeisvosdesti ( Astron .). Se il sole descrivesse co- 
stantemente lo stesso paralelio durante il suo movimento diurno apparente in- 
torno alla terra , l'ora del suo passaggio pel meridiano sarebbe, come per le stelle, 
la semisomma dei tempi delle osservazioni di uno dei suoi orli fatte alla stessa 
altezza al di sopra dell'orizzonte, prima e dopo la culminazione. Ma questa cir- 
costanza non avendo luogo sensibilmente che in prossimità dei solstizi , è in ge- 
nerale necessario di applicare all'ora del passaggio determinato con questo meto- 
do una piccola correzione di alcuni secondi doruta al movimento dell’astro in 
declinazione, cioè al non essere esattamente eguali i due angoli orar) oaaervati. Que- 
sta correzione del mezzogiorno trovato per •pprozsimaziooe onde conoscere il mez- 
zogiorno vero, si chiama equazione delle altezze corrispondenti , e si determina 
nel modo seguente. 

Siano T, T' le ore del pendolo o del cronometro quando il sole era alla slessa 

T-+-T* 

allena dalle due parli del meridiano; il mezzogiorno approssimalo sarà — - — -, 

contando però le ore consecutivamente come se il pendolo segnasse le ventiquat- 
tro ore del giorno. Sia inoltre H la latitudine ilei luogo. D la declinazione boreale 
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del iole S, e supponiamo che T osservazione sia falla tra la primavera e il sol- 
stizio «Teliate', indichiamo infine con Z lo zenit e con t* il polo eleiato. Ciri 
pollo, il triangolo sferico ZPS darà 


coi ZS = ien H len D -i- cos H coi D coi P , 

e, a motivo del movimento del sole in declinazione, D e l'angolo orario P va- 
rieranno nel medesimo tempo. Ora, siccome la variazione della declinazione e quella 
consequenziale dell'angolo orario sono piccolissime, potrà differenziarsi questa e- 
quazione considerando P e D come variabili , e ZS e H come costanti; e iledu- 
cendone quindi il valore di dP, si avrà 

sen H cosD — cosHsen Dcos P 

cos H cos Dsen P 


In questa espressione differenziale gli archi dP e dD si considerano dati in se- 
condi di grado: ma siccome conviene di avere il primo in aecondi di tempo, 

cosi si cambierà dD in — poiché un'ora corriaponde a t5 gradi deU’equatore. 

Si ba dunqne 


i m dD/tangH \ 

V dP= 3o ( senF tang DcolP). 


Quando la declinazione boreale aumenta, dD è positivo, e l'angolo orario P' 
della sera è P-t-dP, indicando con P quello della mattina. Se dunque m i il 

T-t-T' 

mezzogiorno approssimato, cioè , ed M il mezzogiorno vero, si avrà 


donde 


T=M-P, T'=P-+-dP-+-M, 

T-+-T' « 

m=z — — — = M H di’ , 

a a 


e finalmente 


mezzogiorno vero M = m dP. 

la 


Coti , sottraendo dal mezzogiorno approssimato la quantità — dP trovata di so- 
pra, cioè V equazione delle altezze corrispondenti , ti ha il mezzogiorno vero, 
che sarà tanto più esattamente determinato quanto maggiore sarà il numero 
delle osservazioni che si saranno raccolte nello stesso giorno verso le nove della 
mattina e le tre della sera. 

Si osserverà che la variazione dD ì il cangiamento in decimazione durante 
l’intervallo tra le doe osservazioni, variazione che è facile calcolare poiché la 
Connaissanee der temps la dà per ogni ventiquattro ore. Essa verrà presa po- 
sitivamente quando il sole si accosta verso lo zenit , e negativamente nel caso 
contrario. Di più, se D è australe, tangD sarà negativa. In ogni caso perù, si 
prenderà per T angolo orario incognito P la semisomma dei tempi delle dne os- 
servazioni ridotta in gradi, mentre Terrore che risulta non influisce che sulle 


l 


Digitized by Google 



412 EQU 

ultime cifre decimali. Quello calcolo, che ti eseguisce per meno dei logaritmi 
con 5 decimali, è troppo icniplice perchè dobbiamo arre» latrici più a lungo; ma 
bisogna ilare molto attenti ai legni algebrici. Delambre ha dato, per abbreviare 
l'operaiione, una tavola dei fattori di d D. Si veda il iuo Traité compiei d' astro- 
nomie théorique et pratique , Toni. I, pag. 5j6. 

L' osservazione di due paisaggi conaecutivi del iole pel meridiano fa conotcere 
quanto avanza o ritarda un pendolo in ventiquattro ore di tempo vero , e per 
conseguenza anco in ventiquattro ore di tempo medio. Si vedano nel Dizionario 
queste parole. 

EQl! AZIONI di coaniztoae ( Astron . e Geod.). Le tavole astronomiche, come 
quelle dei pianeti e della luna, la cui costruzione è fondata essenzialmente sulla 
teoria dell’attrazione universale, tono giunte ai nostri giorni ad un grado sommo 
di esattezza. Non ostante, siccome i principali elementi di cui occorre fare uso 
in questa costruzione sono ricavati dalle osservazioni, queste, per quanto siano 
perfette, non potrebbero esserlo tutte che io uu caso veramente fortuito, per- 
chè sono delicatissime ad eseguirsi ance nelle circostanze le più favorevoli: 
cosi si osservano spesso tra le tavole e i risultali di un gran numero di osserva- 
zioni raccolte in epoche molti distanti da quella che ha servito di punto di par- 
tenza, alcune piccole differenze che si considerano allora come gli errori delle 
tavole. Cosi determinando, per esèmpio, il luogo del sole in un'epoca qualunque 
dell'anno, la longitudine trovata mediante l'osservazione può differire di un se- 
condo ed anco di più dalla longitudine calcolata per mezzo delle formule della 
meccanica celeste. Da ciò appunto emerge la necessità di correggere di tempo in 
tempo gli elementi delle tavole particolari di ciascun astro: ma a tale effetto bi- 
sogna conoscere i rapporti che tra questi elementi stabilisce l'analisi matematica, 
per non trascurarli nella ricerca delle correzioni delle quali gli elementi stessi 
sono suscettibili, correzioni che debbono esser fatte nel modo il più vaulaggioso. 
Quella ricerca si fa per mezzo del mel alo delle Equazioni di condizione. 

E primieramente, se nell’equazione che esprime la dipendenza che tra loro 

hanno gli elementi o Costanti A, B, C si sostituiscono a questi elementi 

le espressioni A-t-x, R-+-/ , C-t-z .... (essendo per supposizione le quantità 
x, y y s, . . . . correzioni piccolissime), e se quindi si fanno lotti gli sviluppi 
necessarj , è chiaro che in virtù dell’ipotesi si potranno trascurare le potenze 
superiori di x, y, a, . . . , e rappresentare il risultato con questa equazione 
lineare 

ox-t-ijr-t-cz 

Supponendo dunque che i coefficienti a, i, c . . . . siano stati somministrati 
da una prima osservazione, e che da una seconda osservazione siasi avuto 

a' x-\-b' y-q-d z ..... =m f , 

e cosi successivamente, in modo che il numero delle equazioni superi d'assai il 
numero delle incognite , resleranuo a trovarsi queste ultime con uno dei seguemi 
metodi. 

i.* L'idea che in primo luogo si presenta per combinare successivamente que- 
ste equazioni, in modo da ottenerne altre che siano favorevoli alla determinazione 
di ciascuno elemento, è di sommarle insieme o di sottrarle le unc dalle altre, se- 
condocbè nell' uno o nell' altro caso resultano altre equazioni in cui il coefficiente 
numerico dell’errore relativo a questo elemento sia il massimo possibile, mentre 
quelli degli altri elementi siano dotati della proprietà opposta. Si comprenderà 
infatti facilmente che questo scopo verrà pienamente conseguilo per tal mezzo 
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cosi , applicando lo desio metodo ad ogouno degli altri elementi, si giungerli 
a formare tante equazioni speciali quanti saranno gli errori da determinarsi. Tale 
è in poche parole >1 metodo di cni il celebre astronomo Tobia Mayer è stato il 
primo a fare oso per perfezionare le sue tavole dalla luna , e cbe si potrebbe 
adottare egualmente in ogni ricerca fisico-matematica, in cui si trattasse di rap- 
presentare un gran numero di osser razioni per meno di ’ formule risultanti da 
una teoria nota. 

3 ° Vi è non ostante un altro metodo non meno generale e che conduce in un 
modo più diretto e più sicuro ai valori i più probabili delle incognite: jed è 
quello immaginato da Legendre e cbe è stato da lui chiamato Metodo dei minimi 
quadrati , nella sua dottissima memoria sulla determinazione dell' orbita deite 
comete. 

Supponiamo sempre x^y, a.... le correzioni degli elementi, e rappresen- 
tiamo con r, t* , t" .... gli errori commessi nelle osservazioni successiva ; si 
avrà 

t =30 -+-bx -t-c y-\-d * .... . 

i' —al -t-6'x-t-ò' y-t-d’z 

t" = a"-t-b’’x+c"y+«l"i 


equazioni il cui numero sarà eguale a quello delle osservazioni ma maggiore as- 
sai di quello delle incognite. Ciò posto, se ai fa la somma dei quadrati di lutti 


questi errori, e se per brevità t'indica r 1 ~t-.’ , *-+-i .... con is, se ti fa 

= 2 (o a ) , oò-+-«'A'-*-n"i' , -t- c= I (ab ) , e cosi 

successi ramenle, si avrà 

u= i (o*H-s(4V , + z(<^:ir 1 +z^ 1 )* : ‘-t- 


-t-a J (oi)x-l-a 2 («djr-+-2 I (ad)z-h 

H-»X(bc)xy-h3t(bdyrz-t- . . . 

........ 

Differenziando questa espressione successivamente rapporto a x, y, * • ■ i ed 
eguagliando ciascun differenziale a zero, ti avrà < . 

du 

- J— = X (ai)-+- 2 Lb*)i-t- X bc)y-t-X(bd)i = o 

dx 

- d ‘‘~ s= X (ac)- 1 - 2 (c J )r+ 2 (ci)x-T- 2 (cd)z = o 

dy 

du 

: — = l (od)-t- 2 (d^js-t- 2 (db)x-t- 2 (dc)y 


Da ciò risulta che, per formare l'equazione del minimum rapporto ad una delle 
incognite, bisogna moltiplicare tutti i termini di ciascuna equazione di condi- 
zione pel coefficiente dell’ incognita in questa equazione, preso col suo segno, ed 
egusgliare a zero la somma di tutti questi prodotti. Allora non limangouo più 
che a risolversi le equazioni risultanti coi metodi noti, 
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Qoejlo metodo, come è evidente, consiste in certo modo nel prendere il cen- 
tro di gravi 111 delle osservazioni cbe si confrontano, per trovare i valori i più 
probabili ; ma Laplace ba dimostrato nella profonda sna Teoria delle Probabilità 
cbe esso è inoltre il più vantaggioso di qualunque altro potesse proporsi ; cosi, 
sotto questo rapporto, merita esso la preferensa su quello di Majer , malgrado la 
lungheria dei calcoli numerici ai quali conduce, e da cui è impossibile liberarsi 
affatto quando il numero delle equaxiooi di condiiione è alquanto grande. 

L' applicazione seguente, scelta in geodesia, indicherà sufficientemente al let- 
tore il cammino da tenersi in tutti gli altri casi. 

Si dimostra, all’articolo Rittivicaziohb, che le lunghezze M, M (l >, M (J >, M (1 > 
dei gradi dei meridiani vanno crescendo presso a poco come i quadrali dei seni 
delle latitudini 1, >.* J > , ).**>, l*’*, corrispondenti respettivamente ai loro mezzi: 
se dunque e, «*•*, i (, l, i 11 ) esprimono gli errori da coi possono essere affette 
queste misure, ti avranno queste quattro equazioni di condizione 

M — z — j-^ten* X ss t 
M* 1 ) — e — y ten 1 ).*'>=: .f‘l 
M f *l— * — y sen*À < *' = : < * > 

M**l — a — y sen>V <») = ,<*) 



nelle quali si ha 



* == 787 o(, “ e * ) ’ 


essendo a il raggio dell’equatore, e* il quadrato dell'ecrentrirità dei meridiani, 
e »r=s 3 , 1415926, il rapporto della circonferenza del circolo al diametro. 

Per altra parte ti b trovato, mediante le misure astronomiche e geodetiche, 


all' equatore 

M ssnoSSa 1 " 

s> 1 

\ ss— 1 * 

3/ 

o ",5 

nell’ Indie 

M<‘)= 110628 

,6, 

><'>=-+-.3 

6 

3z ,0 

in Francia 

M<’>=nu3i 

v»s 

l«»)=-t-45 

4 

18 , 1 

in Svezia 

M (, l= 111489 

st , 

)<»==-+- 66 

20 

10 ,3. 


Cosi le equazioni (1) divengono 

1 toS8a, 1 — z — y . 0,00070 ss s 

1 10628,6 — *— / . o,o 5 t 44 = •*'* 

1 1 1 ■ 3 1 , a — a — y . o, 5 oi a 5 = 1 
111489, t — * — y .o, 838 go = ,*’) 

e si riducono, io forza della condizione del minimum , a queste due 
44383 o ,4 — 4 z —y. 1,39229 = o, 

— i 55 ooo ,4 -t- z . 1,39229 -à-y . o,95;G5 ss o ; 
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donde si trae 

y = io89’“,o36, 

* =3 1 10576", o54 ; 

r siccome lo schiacciamento 2 ha per espressione 
a _ > _a_ « r 

J== 7^-T7’ 


ed inoltre il raggio dell'equatore è 

‘8o 

a - s *( 1 + 1 » ), 


coti li troia 


« = o,oo3283i ; Logo 

1 

* 304758 5 ° 

e tioalmeute gli errori pih probabili nno 

1 ss ■+■ 2 ", 8 
,(i) = — 6 ,1 
1 **!=-+• 6 ,8 
«<»)=- 3 , 6 . 


C3 6,8046357 

s 6377284" ; 
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Ma, atte» l'estrema precisione delle miiore di Francia e delle Indie, gli errori 
probabili da coi sembrano esse aflette debbono attribuirsi piuttosto al non essere 
la terra, sebbene schiacciata ai poli, un'esatta ellissoide di riroluzione. 

EQUIANGOLO. (Geom.) Si chiama figura equiangola , ogni figura che ba i suoi 
angoli eguali. Cosi un rettangolo è una figura equiangola. Un triangolo equità* 
tero e ancora equiangolo. In generale tutti i poligoni regolari sono equiangoli. 

Ci serviamo ancora di questa parola in un altro significato, si dice, per esem- 
pio, che due triangoli sono equiangoli tra loro , quando ciascuno degli angoli 
del primo sono eguali rispettivamente a quelli del secondo. 

È dunque importante di non confondere un poligono equiangolo del tutto 
solo, con un poligono equiangolo ad un altro , poiché il primo è una figura di 
cui tutti gli angoli sono eguali tra loro, nel meutrc che il secondo ha solamente 
i suoi angoli eguali a quelli di un altro poligono. 

D’ Alembert aveva proposto per evitare I’ equivoco, di non usare la parola 
equiangolo che nell’ ultimo significato, e di sostituire ad essa nel primo signi- 
ficato la parola equiangolare , ma P uso ha prevalso. 

EQUIDIFFERENZA. Si chiama cosi l'eguaglianxa di due rapporti per differen- 
za. A, B, C, D essendo quattro quantità qualunque, se la differenza delle due 
prime è eguale alla differenza delle due seconde , la relazione 


A — B = C — D 


sarà un’ equidifferenza. 

Questa perula è stata introdotta dal Lacroix, invece di quella di proporzione 
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aritmetica , con U quale »’ indica generalmente una tale relazione. V tdi R ae- 
ro» ro e Paoroanoa». 

EQUIDISTANTE (Geom.). Si dice che due punti «ono equidistanti rapporto a nn 
terzo punto, quando le loro dittarne a queat’ ultimo sono eguali. Coal tutti i 
punti della circonferenza del circolo «ono equidistanti dal centro. 

Metodo dette coordinate equidistaeti. Questo è un metodo che si deve al- 
1’ Button , per trovate per approssimazione l'area di una figura terminata da 
una parte con una linea retta e dall* altra con una linea curva. 

Avendo misurato un numero impari di ordinate equidistanti , o di perpendi- 
colari elevate sopra la linea retta e che vanno a terminare alla curva , indichiamo 
con A la somma della prima e dell'ultima, con B la somma della seconda, della 
quarta, della sesta, ec. , con C la somma di tolte le altre, e con D la cornuti 
distanza dell' ordinate, avremo, presso a poco 

A^B-t-aC ^ q_ jrea j el ] a fig„ ra . 

Vedi. L’Huttoo, Misuramento , pagina 374 . 

EQUILATERALE e EQUILATEItO (Geom. )( Da aequus eguale, e da latus lato. ) 
Nome che si dà a tutto ciò che ha i lati eguali. Un triangolo equilatero è un 
triangolo di cui tutti i lati hanno la medesima grandezza. 

Tutti i poligoni regolari e tutti i corpi regolari sono equilateri. Vedi. Taiss- 
colo, Pougoho, Resoli»». 

Si dice ancora che due poligoni sono equilateri tra loro , quando hanno i lati 
respettivamente eguali, e situati nel medesimo ordine. 

La parola equilatera generalmente non si applica che all’ iperbole. Si chiama 
iperbola equilatera quella che ha gli assi coniugati eguali. Vedi (fessola. 

EQUILIBRIO { Mec.). Si chiama cosi lo stato di uo corpo sollecitato al moto da 
torse opposte che si distruggono; o eguaglianza perfetta di forza tra due corpi 
clic agiscono 1’ uno contro 1' altro; una bilancia è in equilibrio quando il suo fla- 
gello si mantiene in una posizione paralella all'orizzonte. Da questo istrumento 
deriva la parola equilibrio, poiché essa si forma da aequus eguale, e da libra 
bilaucia. 

Le leggi de)!' equilibrio formano l'oggetto della Statsca, uno dei due rami 
fondamentali della Meccanica 

, Tutto quello che appartiene alla natura e alla misura delle forze si trova in 
questo Dizionario alle parole PoazA, Qcaktità di moto , Quantità d’azioke;cìò 
che ha rapporto alla loro composizione è trattato alla parola Resultaste; e le 
leggi del loro equilibrio sono esposte alle parole Momenti e Velocità vietcau. 

EQU1MULT1PLO ( Antm. ) Le quantità equimultiple sono quelle che proven- 
gono dal prodotto di altre quantità per un medesimo fattore. Cosi A e B essendo 
quantità qualunque, 4 A e 4B sono gli equimultipli di A e di B. Egualmente 
5A e 5B sono altri equijnulljpli di queste medesime quantità. 

11 rapporto di due quantità equimultiple è sempre lo stesso di quello di due 
quantità primitive dalle quali esse provengono, poiché in generale in essendo un 
fattore qualunque, 

m A A 

m B li 

EQUINOZIALE ( Astron. ). In astronomia, l'equinoziale è la stessa cosa che l'equa- 
tore (Vedi Aessillase n.° 1 1 ). 

Questa parola si usa pure aggettivamente ; cosi si dice linea equinotiale che 
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M^niflct- lo stesso che equatore, quantunque alcuni abbiano voluto farsi una cer- 
ta distinzione : secondo essi, l'equatore è il circolo segnato sulla superficie delta 
terra il quale diride l’emisfero boreale dall'australe, mentre la linea equino- 
ziale è il circolo corrispondente che s'immagina descritto nella sfera celeste. 

Punti equinoziali sono i due punti nei quitti l'equatore taglia T ecclittica. 

Si dice quadrante equinoziale, in gnomonica quel quadrante il cui piano è pa- 
rafilo all’ equatore. Vedi Ghoxohica- 

Si chiamano ancora oriente e occidente equinoziale idue punti in cui l'equa- 
tore taglia 1* orizzonte , perché in essi ai leva e tramonta il sole il giorno dei- 
li equinozio. ‘ - i . ..ni yv- . • 

EQUINOZIO (vdstron.). Momento in cui il tote , passando per uno dei punti equi- 
noziali, si trota sull’ equatore : chiamimi però talvolta equinozj ancora i punti 
equinoziali, quelli cioè nei quali l’equatore taglia ecclittica. 

Gli equinozj hanno luogo due volte l’anno, cioè verso il 20 di Marzo e il 2 a 
di Settembre. In queste epoche, la rivoluzione diurna del sole facendogli deaeri- 
vere l’equatore, i giorni sono eguali alle notti sn tutta la terra, meno quelle pic- 
cole differenze che resultano dalle refrazioni il cui effetto è di far comparire il 
sole al di sopra dell’orizzonte un tempo più lungo di quello che vi sla realmente. 
Dall’ equinozio di primavera fino a quello dell’ autunno i giorni sono più luoghi 
delle ootti nelle nostre regioni settentrionali, ed il contrario avviene dall’ equi- 
nozio, di autunno fino a quello di primavera. 

Il moto proprio del sole essendo diseguale, cioè ora più lento ed ora più ra- 
pido, vi sono circa otto giorni db più dall’ equinozio di Marzo a quello di Set- 
tembre che da queato a quello, perché il sole si muove con maggior velocità nella 
parte aettentrionale dell’ ecdrtlica che nella parte meridionale. Secondo le tavole 
di La Caille, il sole impiega >86 giorni si Ore e ^9 minnli a pere mere i sagni 
settentrionali, e i j8 giorni >8 ore e 5 minuti a percorrere i meridionali. 

Il sole movendosi senza alcuna interruzione lungo 1' ecclittica, non può fer- 
marsi nei punti equinoziali, quindi nel momento atesso che vi giunge gli lascia. 
Cosi sebbene dicasi giorno dell' equinozio quello in cui il sole entra nel punto 
equinoziale perchè è reputato eguale alla notte , pure ciò non è rigorosamente 
esalto: infatti, se il sole levandosi entra nell’ equinozio della primavera, tramon- 
tando l’avrà oltrepassato, e se ne sarà allontanato dalla parte seltenl rionale di 
circa la minuti ; per conseguenza questo giorno avrà uo poco più di sa ore, e la 
notte ne avrà in proporzione meno I soli abitanti dell' equatore hanno uu equi- 
nozio perpetuo, perchè sotto l'equatore i giorni sono io tutto 1’ attuo eguali alle 
notti, fatta ben inteso astrazione dai Crepuscoli e dalle refraxioni. 

L' osservazione ha dimostrato che i pùuti equinoziali nou tono fissi , ma che 
hanno uo movimento retrogrado o in senso inverso all' ordine dei segni , diraa- 
nierachè il sole non passa due anni di seguito per lo stesso punto dell' equatore. 
Questo movimento ai chiama precessione degli equinozj. Vedasi nel Dizionario 
questa parola. 

Molti autori hanno detto che zi fu un tempo sulla terra un equinozio uni. 
versale, vale a dire, che l’equatore e 1' ecclittica coincidevano insieme, e quan- 
do poi ai riconobbe che quesiti due circoli zanno insensibilmente avvicinandoti , 
si disse che questo equinozio sarebbe ritornato un* altra volta. Ma I’ attuale di- 
minuzione dell’ obliquiti dell' ecclittica essendo cagionala dalle attrazioni di 
Giove t di Venere, si sa oggi che essa non può oltrepassare un certo numero 
di gradi, e che dovrà un giorno cambiarsi in aumento. Vedi Ecclittica 
ERA ( Crono ! . ). Non si conosce un’etimologia soddisfacente di questa parola, che 
da. lungo tempo viene usala in cronologia per indicare specialmente un'epoca sto- 
rica o astronomica precisa , donde cominciano a contarsi gli anni. I più credono, 
Diz. di Alai. Voi. IV. 53 
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rhe sii* stala formata ct>IT unire insieme le lettere iniziali delle parole Ab Exordio 
Regni Augusti , colle quali in Spugna *' indica?» l’epoca donde si contavano gli 
anni. Tali parole soleransi scrivere abbreviate in questa guisa: A.K.R. A;e non 
è improbabile che Tusp di vedere sempre unile queste lettere portasse a comporne 
la voce aera, che ritenne il significato che abbiamo accennata. 

Non bisogna confondere I* era col perioda; i computisti i più stimati sono 
spesso caduti in questo gravissimo errore che ha prodotto una gran confusione 
nelle epoche cronologiche ed ha reso la loro concordanza molto difficile a stabi- 
lirsi. Il periodo è espressamente composto di elementi astronomici , e per esso 
s’intende una successione di anni compresi nell* intervallo tra una data rivoluzione 
siderale ed un'altra rivoluzione sìmile , e di cui per conseguenza la durata può 
esser variabile. 1/ era al contrario è un punto fìsso e determinato net tempo. 
Cosi il periodo giuliano e l’era giuliana non hanno nulla di comune. 11 periodo 
giuliano è un computo arbitrario immaginato da Giuseppe Scaligero per facilitare 
i calcoli delle concordanze cronologiche o servire di scala generale alla cronolo- 
gi» della storia: esso ha per elemento il cielo lunare di 19 anni moltiplicato pel 
ciclo solare di ^6 anni « il cui prodotto è poi moltiplicato pel ciclo delle indi* 
zioiìi di >5 anni. Al contrario l'era giuliana indica soltanto l'epoca della riforma 
del calendario romano fatta da Giulio Cesare. Si vedano nel Dizionario gli articoli 
Pkhiodo e Callndahio 

Queste ere storiche o astronomiche sono anteriori 0 posteriori all’era cristia- 
na, che può servire ad un tempo e di termine medio e di termine di confronto 
tra esse. Quest’era é quasi la sola di cui oggi si faccia uso generalmente sotto la 
denominazione di bea volgare, poiché, trascurando le ere nazionali', come quella 
per esempio dell'egira, le altre possono esser considerate come ere scientifiche, 
oioè di un oso puramente pei dotti. Noi passeremo ad esporre rapidamente gli 
dementi delle principali, e soprattutto ui quelle che anche oggigiorno si trovano 
adoperate più frequentemente in astronomia e in cronologia. Per evitare delle 
inalili ripetizioni, classeremo sotto le indicazioni generati di ere antiche o di 
ere moderne quelle che sono anteriori o posteriori all' era cristiana. 

Ere abtichb. 1. Era del Mondo . — Degli Ebrei. — Della Creazione del Mondo. 
Qaesf era, di cui fanno uso gli Ebrei, comincia il 7 Ottobre dell'anno 3761 avanti 
G. C. , giorno net quale secondo i rabbini avvenne la creazione del mondo: essa 
è regolata sul ciclo lunare di it> anni composto di dodici anni comuni e di altri 
sette embohsmici. Gli Ebrei moderni pretendono che quest'ara della creazione* 
del mondo era nota alla loro nazione fino dalla più remota anlirhiU. Tale asser- 
zione però è revocata in dubbio dalla maggior parte dei critici, rhe si fondano 
particolarmente sull' imperfezione delle antiche nozioni astronomiche del popolo 
ebreo , e che nou pensano che possa farsi risalire al di Ih dell’ undecimo secolo 
dell’era volgare l'istituzione dell’era della creazione. 

a. Era di Abramo. Essa non è determinata che storicamente, ma tale de- 
terminazione sembra almeno risultare dalla concordanza ‘unanime delle tradi- 
zioni che in Oriente hanno una grande antichità. Quest’era comincia dalla vo- 
cazione del patriarca di cui porta està il nome, e ebe viene fissata al primo di 
Ottobre dell’ anno aoi 5 prima di'G. C.; ma bisogna osservare che V anno 2016 
comincia col medesimo giorno immediatamente anteriore al principio dell'era cri- 
stiana. 1 computisti e gli antichi scrittori cristiani hanno in generale adot- 
tato Pera d’Àbramo. • , 

3 . Era di JVabonassar. I) principio di quest'era è fissato a mezzogiorno di un 
mercoledì che era il a 6 Febbraio dell'anno 747 Avanti G. C. , il suo elemento 
astronomico è Patino vago di 365 giorni, senza intercalazione , come era rego- 
lalo io Egitto. Il suo nome è quello di un principe che si considera come il 
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fondatore del regno di R«t>ilotiitf. Quest'ara è molto celébre, ed è itala generai meni e 
adottala nei diversi computi del tempo. Essa è stata specialmente utile all'astro* 
iioroia. Tolomeo le n’è servito nel suo Almagesto, ed ha ridotto ad essa, facendo 
uso dei mesi egiziani, la data delle osservazioni antiche da lui raccolte. L'astro- 
nomo Tenne ha insilalo quest’ esempio , e fra gli scrittori moderni, Boultiaud nella 
sua Astronomia pini ni alca fa uso genera Iraeutc dell’era di Nabonassaf, per espri- 
mere in termini uniformi l’epoca delle osservazioni, buco recenti, che debbono 
esser confrontate colle più antiche. Deve osservarsi che, per la natura del suo 
anno vago, l’era di Nabnnassar andava retrogradando di un giorno ogni quattro 
anni rapporto all’anno giuliano, il che forma un anno nel corso di *46 o anni 
giuliani. Si deve inoltre fare attenzione ad un puntò essenziale nelle tavole di 
concòrdanza che sono state costruite su queste variazioni, ed è che può accadere 
che due anni di Nabonassar comincino nello stesso anno giuliano. Ciò avviene 
appunto quando il f>rimo giorno dell' anno dell’era , che è il primo del mese chia- 
mato Thot , cade il primo Gennajo di un anno giuliano bisestile; poiché qUe- 
st’ anno avendo 3G6 giorni, e l’anno di Nabonassar non avendone che 365 , è 
chiaro che esso finisce col 3o Dicembre giuliano, e che l’anno successivo del- 
l'era comincia col giorno dipoi, che è il 3i Dicembre dello stesso anno giuliano. 

L’era di Nabonassar, che si trova adoprata io tulle le antiche tavole astrono- 
miche, jnon è più in uso oggigiorno che per gli anni che hanno preceduto f' era 
cristiana, e bisogna per le concordanze fare attenzione alle ineguaglianze che ab- 
biamo di sopra accennato. 

4. Era delle Olimpiadi. La cognizione di quest' era è di una utilità indispen- 
sabile per lo studio della storia: osa è la più celebre di tutte quelle che sono 
siate in uso nell'antichità. I Romani e tutti i popoli che si trovarono in relazione 
colla Grecia furono obbligati ad adottarla per intendersi con essa, ed assicurarsi 
dell’ esattezza dei proprj computi. È un’era storica il cui elemento astrono- 
mico è una rivoluzione di quattro anni. Sebbene Timeo , scrittore siciliano po- 
steriore al regno di Alessandro il Grande, sembri il primo tra gli stòrici greci 
«he abbia introdotto nel** cronologia l’uso di quest’era, è evidente che essa 
era già da lungo tempo di un uso nazionale iti Grecia. La stessa incertézza 
legita d’altronde sull'epoca della istituzione dei giuochi olimpici nella Grecia. 
La loro origine fu fatta risalire, allorché venne stabilita l’era, alt’ epoca In cui 
fu introdotto l’uso di erigere delle statue ai vincitori dei giuochi. Si rimontò 
cosi 6no a Corcbo che ricevè il primo quest’onore, e l’era delle olimpiadi ebbe 
per punto di partenza questo avvenimento che era avvenuto senza dubbio parecchi 
secoli dopo l’istituzione stessa dei giuochi olimpici: questo ponto è fissato al- 
l’anno 776 prima di G. G. , cosi la prima olimpiade comprendeva gli anni 776, 
775, 774 e 773 avanti l'era cristiana. Sommando il numero degli anni che in- 
dicano queste cifrò, si trova che 194 olimpiadi intere fanno esattamente 776 an- 
ni , numero che forma 1' intervallo tra il punto iniziale dell'era delle olimpiadi 
e l'era cristiana. Il primo anno della 195." olimpiade corrisponde dunque al 
primo anno dell’ era cristiana. Ma è importante 1' osservare che la concordanza 
degli anni olimpici’ e degli anni dell’era volgare non può essere esalta. Gli 
anni olimpici cominciavano verso il plenilunio dopo il solstizio d’ estate circa il 
primo di Luglio, mentre gli anni volgari cominciano nel mese di Gennaio: da 
ciò resulta òhe un anno olimpico corrisponde alla seconda metà di un anno giu- 
liano e alla prima metà dell’anno successivo. 

Si cessò di fare uso* delle olimpiadi verso la fine del IV secolo, epoca in cui 
furono ad esse sostituite, almeno in tutta la cristianità, le indizioni. Ciò non 
ostante un gran numero di scrittori conliuuarono a fare uso di questo aulico 
computo , e portarono lo spirito di sisltma ili un metodo cronologico che sem- 
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brava non doverne ammettere alcuno. La maggior parte dei cronografi Jet tneJio 
no, come Eusebio, S. Girolamo, Pittorico Socrate, Giulio affricano, Giorgio 
Siiicello , e parecchi altri meno celebri ebbero il loro modo di computare per 
olimpiadi. Ma I’ errore il più grave commesso da alcuni di questi scrittori è 
stato quello di confondere P anoo olimpico coll'anno civile dei Greci e di far 
cominciare P uno e l’altro dal primo Settembre. Queste osservazloui e i veri 
elementi delle olimpiadi che adesso abbiamo esposto, basteranno per trovare con 
sicurezza la concordanza degli anni di quest’era con quelli «iella nostra era 
volgare. - • 

5 . Era <t Alessandro il Grande — Dì Filippo. — Dei Lagidi II primo anno 
di quest’era comiucia col 425 dell'era di Nabonassar, e col 12 Novembre del 
Panno B21J avanti G. C. La morte di Alessandro n’ é il punto iniziale, sebbene 
questo avvenimento non accadesse piecisainente in quel giorno La ragione 
n’è che il primo del mese t'hot dell’anno 4 a 5 di Nabonassar cadile in quel- 
Patino il 12 Novembre, e che gli Egiziani datavano sempre gli anni del regno 
«lei loro principi dal principio del loro anno civile. Del resto Pera di Alessan- 
dro, istituita in onore di questo conquistatore , non è in realtà che una tra* 
sformazione sotto diversi nomi dell’ era di Nabonassar. 

G. Era dei Seleucidi. Quest'era, che è stala spesso confusa colla precedente, 
e che porta pure il nome di Alessandro, è stata lungo tempo e generalmente 
usata In Oriente. E importante di conoscerne gli elementi. L'avvenimento di Se- 
leuco Nfranore al trono di Babilonia , dopo la disfatta di Demetrio Poliorcetc a 
Gaza, e dopo la morte di Alessandro redi Macedonia, si considera comunemente 
rome la caos» della sua istituzione. È stata ancora chiamata Era dei Siro~Aface- 
doni\ e gli Ebrei le dettero il nome di Er<i dei Contratti^ perchè furono obbli- 
gati a farne ùso nei lorb alti civili. La sua epoca iniziale, sulla quale gli scrit- 
tori sono egualmente d’accordo, è il primo anno della 117.* olimpiade, cioègil 
mese di Luglio delPanno 3 ia avanti G. C. Le modificazioni alle quali quest'era 
è stata arbitrariamente sottoposta, tanto dagli autori, quanto dalle diverse na- 
zioni orientali che P adottarono, sono molte, ed esigerebbero che entrassimo in 
tali particolarità che il piano di questo Dizionario non permette. Faremo soltanto 
owervare che la concordanza degli anni seleucidi cogli anni giuliani esige on» 
somma attenzione. . s 

7. Era di Tiro. La sua epoca iniziale rimonta al 19 Ottobre delPanno ia 5 
avanti Gesù Cristo. Essa fu istituita in quel tempo dai Tirj in riconoscenza del 
diritto di autonomia che fu loto accordato da Baia re di Siria. Se ne fa uso da 
alcuni astronomi* 

8. Era Cesarea di Antiochia.Uan batta adulazione di un popolo decaduto dalla 
sua grandezza verso un uomo celebre è la causa della fondazione di quest' era. 
Essa si riferisce alla vittoria che Giulio Cesare riportò nelle pia nnre di Farsaglia 
l'anno fi avanti G. C. È questa la sua epoca iniziale. Essa fu momentaneamente 
adottala in Grecia. 

9. Era Giuliana. La stia epoca iniziale è la riforma del calendario romano fatta 
da Giulio Cesare, vale a dire Panno 45 avanti G. C. I cronologi la chiamano 
era giuliana proleptica quando ne fanno uso per calcolare gli anni anteriori alla 
sua istituzione. 

10. Era di Spagna . Quest'era, stala lungo tempo in uso in Spagna, in Af- 
frica, e nel mezzogiorno della Francia, ha per epoca Joiziale il i* Gennaio 38 
avanti G. C. Fu istituita in memoria della conquista di tutta la Spagna falla 
da Augusto Panno precedente (715 di Roma, 39 avanti G. C. ). L'anno giu- 
liano regolava pure l’anno dell'era di Spagna, che per l’uso generale dell’era 
cristiana fu successi\amente abolita in Catalogna nel 1 180 , nell' Aragona nel i 35 o. 
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in Vaimi* irei >358, nella Cartiglia nel t3g3, e nel Portogallo inllanle nel 1422. 
Siccome quest' era precetle «li trentotto interi anni l’era cristiana è facile lo sta- 
bilirne la concordante con questa. 

tt. Era iliaca. — Era irgli Augusti. SI sono spesso confuse queste doe ere, 
che oon sembrano d’ altronde essere state lungo tempo in uso. La prima fu isti- 
tuita in Kgitto in occasione della battaglia di Alio , e il punto iniziale ne tri po- 
sto al 1.* Thot o 3o Agosto, giorno immediatamente antefiore a quello di que- 
sto avvenimento che ebbe lungo il a Settembre dell’anno 3o avanti G- C., ossia 
il 719 dell’ era di Nabonassar. L’ era degli Augusti è egualmente un’era comme- 
morativa che si riferisce generalmente all’ epoca in cui Augusto stabili in Kgitto 
1’ uso deli’ anno Bsso. II suo punto iniiiale è il 39 Agosto giuliano dell’ anno *5 
avanti G. C. \ - 

Sono queste le ere antiche delle quali si trova più pomnnemente fatto oso 
nelle cronografìe, nelle osserralioni astronomiche, nelle medaglie e nei monu- 
menti dell’ antichità. Se ne incontrano in cronologia molte altre, cbe noo essendo 
state adoprale che poco tempo o in un modo affatto speciale non ci è sembrato 
di doverle descrivere in quest'opera. Tali sono, per esempio, V Era di Dioni- 
sio. di Tolomeo Filadelfo , te. ' 

Easi uoDEKHe. su. Era Volgare. — Cristiana. — Di Gesù Cristo. — Dell' In- 
carnazione. La nascita di Gesù Cristo è il punto iniziale di quest’era che fu 
ricevuta ed approvata dalia chiesa latina e da tutti i popoli occidlcnlali. Durante 
il VI secolo di G. C-, Dionisio il' Piccolo propose quest’era in Italia; d’ allora in 
poi fu essa mccessivamente adottata in Francia e inlnghillerra. Non ei dobbiamo 
occupare allesso delle lunghe discussioni alle qisali ha dato luogo la data preciaa 
del -grande avvenimento sul quale riposa l’ istituzione dell’ era cristiana. L’ epoca 
in cui fu stabilita permette di pensare che li computista al quale è dovuta abbia 
commesso un grave errore; e secondo i più celebri cronografi il primo anno 
vieir incarnazione avrebbe indubitamente dovalo fissarsi cinque anni più indietro 
nei stoslro computo. Ha )’ uso hi avuto pii) forza «Ielle dimostrazioni della 
scienza, e noi. siamo nell'anno 1843 di quest’ era invece del 1848 che dovrebbe 
dirsi. L’ era cristiana si compone di anni giuliani secondo la riforma gregoriana. 
■Vedi Attuo. v ‘ 

13. Era di Costantinopoli. Si cominciò solamente dal VII secolo, nelle dale 
dei conci) j, a servirvi di quest'era, che ha per origine la creazione del moudo 
secondo la chiesa greca, che conta 55o8 anni avanti i) primo anno dell’era cri- 
stiaiza. La concordanza di queste due ere sarebbe liscile a stabilirai, ma si deve 
osservare nei calcoli cronologici, in essi potesse etra trovarsi come elemento, che 
I’ era di Costantinopoli non ha sempre usalo lo stesso anno. 

14. Era di Diocleziano — Dei Martiri. Quest’ era fu istituita in Egitto al- 
]' oggetto di celebrare l’avvenimento di Diocleziano all’ impero. Il suo punto ini- 
ziale è il 39 Agosto dell’anno 384. I cristiani le «lie«lero il nome di era dei 
martiri a motivo delle persecuzioni cbe ebbero a sofirire sotto il regno di questo 
imperatore. 

15. Era degli Armeni. L' istituzione di que*t' era fu motivala dalla separa- 

zione della chiesa armena dalla chiesa Ialina, in seguito della condanna contro di 
qisella pronunziata dal concilio di Calcedonia. L'epoca iniziale di quest'era è il 9 
Luglio 63a di Gesù Cristo, e il primo o nuovo giorno di quest' auiso fu fissato 
all’ 11 Unto giuliano. . , 

16. Era dei Persiani. — Ai Jesdegerd. — Meìtkejana. — Getalea. L’ avve- 
nimento di Jesdegerd al trono di Persia, che si riferisce al 16 Giugno ilell’ an- 
no G3a di G. C , si considera generalmente come il primo motivo della istitu- 
zione di quest’ era. Essa si regolò per lungo tempo sull’anno vago di 365 giorni, 
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ma Melili Sciah-Gelal-Eddin volle, dell'anno i G 7 dell'Egira (lo)5 di G. C.), che 
d' allora innanzi l'anno dell’era fosse fisso. I suoi astronomi determinarono l'or- 
dine e il numero dei giorni epagoraeni che doveva aver l'anno, e (Issarono l'equi- 
nozio di primavera al 14 Marzo giuliano. Questa riforma cominoiò a metterli in 
prativa -nell* anno 471 dell'Egira ( 1079 di G. C.)J e I’ era fu chiamala melikeja- 
na o gelalea dal nome del riformatore. L'anno dell'era persiana è di 365 
giorni, 4 «e* , 4 d’ W” • •" 

17. Era dell' Egira. È noto che I’ epoca iniziale di quest' era e la causa della 
sua istituzione in Arabia è la fuga di Maometto dalla Mecca a Me.tlna. Questo 
avvenimento accadde il venerdì 16 Luglio dell' anno 6aa di G. C. Gli anni del- 
l'Egira sono lunari e distribuiti in no ciclo' dì trenta anni, il che rende varia- 
tissimi i loro rapporti con gli ioni gregoriani. Non si deve nemmeno trascurare 
che gli anni dell’Egira cominciano al tramonto del sole. Ad onta delle molte va- 
rietà che presenta quest’ era e le difficoltà che ne derivano per la concordanza 
col corso del sole , essa è di un uso generale in lutti i paesi nei quali si segue 
la religione di cui Maometto fu il profeta a il fondatore. 

18. Era della Repubblica Francete. Il suo punto iniziale é il 23 Settembre 
1793. Abbiamo esposto altrove le divisioni del calendario che furono la conse- 
guenza della sua istituzione. Il 14* anno di quest' era cominciò il a3 Settembre 
t8o5 e fini il 3i Dicembre successivo che corrispondeva al so Nevoso dell'anno 
XIV. Il calendario gregoriano fu ristabilito insieme coll'era cristiana a contare 
dal successivo i° Geouajo 1806. Si vedano gli articoli Anno, Culshdimo, Pa- 
ninoli, e per altre particolarità più minute la dissertazione che precede l’opera 
intitolata: L' Art de «drifter les dates. 

ERATOSTENE, figlio di Aglao, ano dei dotti più celebri dell’ antichità , nacque 
a Cirene, colonia greca situata sulla costa settentrionale dell’ Affrica , nel primo 
anno della faG.* olimpiade (276 anni avanti G. C.). Abili maestri, come 11 filo- 
sofo Arsitone di Chio , il grammatico Lisannia di Cirene, e il poeta Callimaco , 
di buon ora svilupparono la sua mente e lo iniziarono a tutte le cognizioni che 
allora si possedevano. La reputazione che Eratostene non tardò ad acquistarsi ri- 
chiamò sopra di lui l'attenzione di Tolomeo Evergete. Questo degno successore 
di Lago gli diede, ki vista del suo sapere enéiclopcdica , la direzione della f bi- 
blioteca d' Alessandria, la cui celebre scuola cominciava ad annoverare tra i suoi 
maestri e tra' suoi discepoli gli oomini più grandi del tempo. Gli scrii lòri dell’an- 
tichità hanno parlato di Eratostene con troppi elogi e rispetto perché possa du- 
bitarsi dvir influenza che i suoi lavori dovettero esercitare sui progressi generali 
della scienza. Egli fu ad un tempo oratore, poeta, antiquario, filosofo, astrono- 
mo, e geometra; ma specialmente per questi ultimi due titoli si elevò fino alla 
altezza degli Euclidi, degli Apollnoj e degli Àristei. Sventuratamente le nume- 
rose ed importanti opere che gli vengono attribuite sono perdute per sempre, 
e sarebbe ben difficile il dare.il giusto valore ai giudizj di cui furono esse l'ogget- 
to, se i dotti matematici che illustrarono gli ultimi secoli della scuola di Alessandria 
non ci avessero conservato alcune delle ricerche che occuparono la lunga e labo- 
riosa sua vita. 

Eutocia, uel suo Contento sulla Sfera e tal Cilindro di Archimede , ci ha 
conservata una lettera di Eratostene al re Tolomeo. Essa comprende una storia 
del famoso problema della duplicazione del cubo e la descrizione di una mac- 
china, eh’ ei chiama mesolabio , mediante la quale egli trova con facilità non so- 
lamente le due medie proporzionali che risolvono il problema, ma un più gran 
numero , se fosse necessario. La lettera è terminata da diciotto versi elegiaci, ohe 
sono di essa il ristretto e di cui 1' ultimo dà notizia del nome e della patria 
dell'autore. Nicomaco e Boezio ( fioriti Arithm lib. a) riportano pure di lui un 
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metodo per trovare i numeri primi, al quale aveva dato il nome di xoxxivòv o dà 
crivello , perchè, invece di determinare direttamente i numeri, con questo meto- 
do ei gli trovava indirettamente e in certo modo per esclusione. Nelle Tran- 
sazioni filosofiche dell 1 anno 17 J 2 si trova una meroori.a del geometra inglese 
Horsley, nella quale questo metodo è esposto dettagliatamente. Vedi Cbivkllo. 

L'astronomia ha diverse importanti obbligazioni ad Eratostene. Fu desso ebe 
ottenne da Tolomeo Evergete che si collocassero nel portico della scuola di Ales- 
sandria quei grandi strumenti, che sono divenuti famosi sotto il nome di armillc 
{Vedi Abmilla), e che per lungo tempo sono stati di tanta utilità per io studio 
dell'astronomia e per le osservazioni che sono 1' oggetto di questa, scienza. 

Di tutte le osservazioni di Eratostene non ce ne rimane che una sola, o a 
meglio dire non abbiamo che la conclusione che 1' autore ne aveva dedotta. È 
questa l'osservazione dell'obliquità dell' eccl ittica o la distanza dei due tropici, 

che Eratostene Irovò di ^5' della intera circonferenza. Tale frazione, ridotta a 
83 

gradi e a suddivisioni di grado, ragguaglia a 47° 4 a * $9*% *1 che dà per 1* inclina- 
zione delP eccliltica sull'equatore un angolo di 2 Ì 0 5i' 19", 5: ma siccome nes- 
suno degli stranienti antichi poteva esser divis^ in minuti e molto meno in se- 
condi, cosi è da credersi che l'accennala frazione non sia che ana valutazione 
approssimativa dell'arco misurato. Supponendo quindi che lo strumento di cui 
fece uso Eratostene fosse diviso di dieci in dieci minuti, l'arco osservalo sarà 
stato di 4?° 4°'* c b© diviso per 3<j>o° dà appunto una frazione che pochissimo 


differisce da -- . Qualunque sia stato il mezzo col quale fu eseguila questa os- 

83 


•ervazione, è indubitato che dovette essa far mollo onore al suo autore nella 
Grecia , ove non era mai stata fatta con tanta accuratezza e precisione. Si sapeva 
da molto tempo che il cammino annuo del sole era inclinato sull’ equatore -, ma 
non si avevano mezzi per determinarne l'angolo, cui supponevail nou differire da 
24 gradi. Si 'è creduto da alcuni con troppa leggerezza che tale estimazione pre- 
sumesse un' osservazione anteriore a quella di Eratosteneì ma Dehunbre, alla 
cui opinione non possiamo non dare un gran peso, pensa Che sia piuttosto una 
grossolana determinazione, ottenuta non si sa con qual metodo, se colla riga e 
Col compasso, ovvero sulla scorta dei rapporti tra la lunghezza delle due ombre 
aolstiziali e 1' altezza degli gnomoni. 

Un'altra determinazione assai meno precisa e assai meno sicura ha contribuito 
soprattutto a dilatare il nome e li gloria di Eratostene, ed è la sua misura della 
grandezza della terra, ohe è nel tempo stesso la prima seduzione che la scienza 
abbia data di questo importante e diffìcile problema. Si ja che ne venne a capo 
mediante l'osservazione che aveva fatta a Siene, ove esisteva un pozzo che nel 
giorno stesso del solstizio d'estate il sole itlominsva verticalmente' in tutta la 
sua profondità. Suppose dunque che Siene si trovasse precisamente sotto il tropico 
del Cancro, e che questa citta ed Alessandria fossero 1* una e l'altra sotto uno 
stesso meridiano, e fissò la loro distanza a 5ooo «tadj. Per ottenere da quesli 
primi elementi la soluzione completa del problema, fece costruire uno strumento 
assai ingegnoso del quale si. servi ad Alessandria il giorno del solstizio a mezzodì, 
momento in cui il «ole era assolutamente verticale a Siene. Era questo uno aca- 
feo o emisfero concavo, dal fondo del quale si alzava uno stile verticale la cui 
estremità superiore era il centro di curvatura dell’ emisfero. Coir questo mezzo 
misurò l'arco intercetto Ira il sole* in cjuel momento allo zenil di Siene, lo 
zenit di Alessandria. Trovò che era la cinquantesima parte della circonferenza, 
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tiumle credè di poter concludere che la circonferenza della terra era di cinquini» 
volle 5ouo sVadj, ossia a5oooo stadj, che poi portò a aSaooo per avere in numero 
tondo il grado di 700 stadj. . .»■ t 

È inutile osservare che questo metodo non poteva condurre ad un resultato 
esatto, nemmeno se invece dello scafeo come racconta Cleomed e, Eratoslene ti 
tosse servito delle armilie come suppone Delamhre, come è inutile il dire che la 
misura così trovata del meridiano differisce assai da quella che «desso possediamo. 
È difficile d' altronde di darle il suo giusto valore, poiché ignoriamo la lunghezza 
dello stadio di cui fece uso Eratoslene nel suo calcolo. Del resto questa interes- 
sante questione verrà trattata con tutti gli sviluppi scientifici che essa comporta 
iti un altro articolo di questo Dizionario. Vedi Misura della Terra. 

Abbiamo detto di sopra che le opere scientifiche attribuite ad Eratoslene dal- 
T antichità sono andate perdute; uno solo dei suoi libri ha sopravvissuto al nau- 
fragio dei tempi , e non ostante vi sono forti ragioni per credere che se uon è 
una di quelle ingegnose divinazioni così comuni nel secolo XVII , e se veramente 
appartiene ad Eratoslene, molte e non lievi alterazioni debbono esservi state in- 
trodotte. Quest'opera é intitolala: / Cat asterismi , e comprende una succinta 
descrizione degli asterismi o delle costellazioni celesti colla indicazione del numero 
delle stelle che le compongono. Questo scritto fu pubblicato dai p. Pelai* nei suo 
Uranologium , Parigi, i 63 o, in fol., e quindi ristampato nell'edizione di Arato 
data nel iG;a ad Ozfor I da Peli * Cthe vi aggiunse tulli i frammenti che ci ri- 
mangono delle opere di Eratoslene. Il più importante di tali frammenti è il 
>uo Canone de' re t ebani y conservatoci in parta da Staccilo, il quale, di novan- 
tuno re di cui contenda i nomi, lo ha ridotto a non presentare che i soli primi 
trentotto. Sì. hanno di Eratoslene ancora le seguenti edizioni: f. Eratosthenis 
geografi fucorum fragmenta , gr. lat. edidit Guai, Car. Seidel , Gottinga, 1789; 
11 Eratosthenis Cat asterismi ^gr acce , cum interpreta tione latina , et cont- 
rae n tur io ; curavit Jo. Conrad. Schaubaah , ivi, 1795 in-b; le note che accom- 
pagnano questa edizione sono di Heyne. Il testo de» Catasterismi è stato ristam- 
pato colla massima accuratezza da F. R. Matthiae nella sua edizione di Arato, 
Krancfort, 1817 , in-8. L 1 ultima edizione dei frammenti di Eratostene è stata pub- 
blicata da Beruhardy a Berlino nel 1&22 in-8, ma uon contiene i Catasterismi. 
La cronologia dei re lebani è stata riprodotta con note critiche da Clioton nei 
suoi Fasti Helltnici , e da Rask nella sua opera sull' antica cronologia egiziana, 
Altona » 83 o. „ rty»*. s 

Eratoslene giunse ad un'età avanzatissima: alcuni autori hanno detto éhe non 
polendo più sopportare le infermità di una lenta vecchiezza si lasciò morire di 
fame. Comunque sia, I 1 epoca della sua morte si pone generalmente verso il sel- 
^ limo o nono anno dei regno di Tolomeo Epifane. Per altre particolarità in- 
* tomo alla vita e alle opere di questo dotto potrà consultarsi: Moutucla, Histoire 
des m al /lem ai iques ; DcUmbre, Histoire de f astronomie ancienne ; Lalande, 
Biòiiograp/iie astronomique ; Sentenliae gr. et lat . in Poetis Min. Rad al pi n 
W inter toni ^ Cambridge, 1700; Cheruac, Cribrata arithmcticum. 

ERCOLE ( Astron. ). Costellazione boreale che si -trova rammentata negli' autori 
ancora coi nomi di Engonasis , Ingenicttlus , JSessus , Thamyris , Almannus , 
Desanes , Alaeeris. Nelle carte e sui globi celesti viene essa diseguala sotto la 
figura di uo uomo con un ginocchio in terra e con un braccio alzato. Vogliono 
alenai che rappresenti Teseo che con isforzo alza la pietra sotto la quale suo 
padre aveva nascosto la sua spada; ma 1’ opinione più comune vuole che sia Er- 
cole tebaoo , figlio di Anfitrione e di Alcmena, che viveva alcuni anni prima 
della guerra di Troja, e che fu uno degli Argonauti : egli è in atto di combattere, 
con un ginocchio in terra , tenendo con una mano la sua clava e coll’ altra la 
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pelle de) leone nemeo che presenta come uuo «cudù; più spesso però gli si pone 
in niano il ramo che spiccò nella sua discesa all’ inferno per liberare Teseo. 

Dupuis ha preteso di spiegare tutte le fatiche di Ercole per mezzo dell' astro- 
nomia: ei vuole che la successione delle dodici fatiche sia la stessa di quella dei 
dodici segni dello zodìaco o delle costellazioni zodiacali, cominciando dal Leone, 
a) levare del quale tramontano le ultime stelle della costellazione di Ercole. 

Questa costellazione contiene ii3 stelle nel Catalogo britannico di Flamsteed , 
la maggiore delle quali è tra la seconda c la terza grandezza. 

ERIDAN'O ( Astron.). Costellazione meridionale composta di 69 stelle nel Catalogo 
britannico, Ira le quali si conta una stella di prima grandezza chiamata Achernur 
o Acharnar. Rappresenta questa coiteli «zinne il fiume Elidano o Po, nel quale 
precipitò e rimase annegato nella sua caduta Fetonte o Elidano figlio del Sole. 

E 1 UGONE ( A stron. ). Nome che talvolta si trova dato alla costellazione della Ver- 
gine. Vedi V ERGI SE. 

ERITTONIO ( Astron. ). Nome che qualche volta si dii alla costellazione del Coc- 
chiere. Quest' Erittouio fu, non il figlio di Dardaim, ma Un re di Alette che fu 
deificato come inventore di molle arti utili c specialmente di quella del carro. 

Virgilio ne parla ne' seguenti versi: 

Primus Erichthonius currus et quatuor ausus 
Jungere equos, rapì dusq ue rotis insistere oictor. 

V irg. Georg, irò. IH. ver*. n3 

ERONE, detto P Antico , meccanico, allievo di Ctesibio, nacque in Alessandria 
verso la CLXIV Olimpiade, circa tao anni avanti Gesù Cristo. Si rese celebre 
per le grandi sue cognizioni in meccanica ed in tìsica , per I* applicazione che 
ne fece ad un gran numero di macchine da lui inventale, e per le opere che ne 
contengono la descrizione ed il calcolo. Aveva scritto tre libri sulle differenti po- 
tenze meccaniche che tutte faceva derivare dalla leva, e di cui indicava le diverse 
combinazioni. Pappo cita frequentemente no’ opera di Erone in cui trovavasi la 
descrizione di una macchina di Archimede che serviva a sollevare pesi enormi: 
sembra che essa atesse molta analogia col martinetto: almeno era slmilmente compo- 
sta di ruote dentale incastrate entro a rocchetti. Ma Erone destò soprattutto la 
maraviglia de 1 suoi contemporanei colle sue clessidre ad acqua, co' suoi automi e 
code sue macchine ad aria, uell' invenzione delle qùali dimostrò che le sue co- 
gnizioni in fisica erano assai superiori a quelle che si avevano al suo tempo. Fu 
pure profondo in geometria, come ne attesta la sua opera intitolata : Il Traguardo 
ritrovata e tradotta dal cav. Venturi. 

Rimane degli scritti di Erone un trattato delle macchine a vento intitolato: 
Spiritalia seu Pneumatica , che è stato tradotto in latino da Federico Còmmat\- 
dino e stampalo a Urbino nel i 5}5 in-$. Di l#le trattato si conoscono pure altre 
due traduzioni, l'una fatta da Alessandro Giorgi e impressa in Urbino, vóga , 
in -4 ; e l'altra stampala a Bologna nel 1647 in-4, di cui è autore Giambalista 
Aleotti che vi aggiunse quattro teoremi di sua invenzione, teoremi che furono 
poi viprodotti nella raccolta greco-latina intitolata: Mathematica Veteres % im- 
pressa a Parigi, nella stamperia reale, 1693, in-fol. Si ha pure di Erone un 
trattato intitolalo Bclopoeca^ che è stato tradotto da Bernardino Baldi e pubbli- 
cato ad Augusta nel 1 6 >G col titolo: Iteronis et Ctesiòii Belopoeca seu teli - 
factiva graeca et latina , in*4 : questa traduzione unitamente alle note che 
Ja illustrano è stata inserita nella collezione di sopra citata. Lo stesso Bernar- 
dino Baldi ha tradotto ancora ciò che rimane dell'opera di Erone sugli automi, 
ed ha pubblicato il suo lavoro sotto il titolo: Di Erone Alessandrino , degli 
Dii. dì Mat. Voi. IV. 54 
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automati nostro marchine si moventi , libri due , \eneiia, i58<j> in*^ 1 lalc 
versione è arricchita di dotte uole e di un discorso del traduttore sullo stesso ar- 
gomento. Nei Malhematici velerei si trova ancora di Emne una descrizione di 
una macchina chiamala Chiroballitlra. L’opera intitolata Barulcus , che tratta 
del modo di aliare i pesi gravissimi, e che trovasi rammentata da Pappo, è stala 
ritrovata da Golio io arabo, ma non è sUta mai pubblicala. Al dire di Lamhe- 
cio esisterebbe pure manoscritto nella pubblica libreria di Vienna un libro di 
Erone sulla Diottrica. Altre opere di questo dotto, ora perdute, sono roeniionale 
da Pappo , Eutocio, Eliodoro di Larissa , ec., e per le quali sì potrl consultare 
tleillironner , H, storia mathestos univertae , Lipsia , 174*1 in- 4 ,rhe ne parla 
estesamente, non meno rhe i. A. Schmid!, Heronis Alexandrini Vita y Scripla, 
et quaedam Inventa , Helrostadl, 1714 , *»- 4 - 

ERONE, altro matematico, che fioriva iu Alessandria verso il V secolo. Gli si 
attribuisce uu' opera elementare di aritmetica citata da Eutocio ne’ suoi comenti 
sopr« Archimele {Jrcfùmedis Opera , Oxford , 1792, p»g. 160). È autore pure 
ili un trattalo compiuto di geodesia cui lo stesso Eutocio cita sotto il nome di 
Metrici \ trattalo perduto, ma di che rimangono pareet hi frammenti che bastano 
a dare un’idea del piano e della distribuzione delle materie che vi erano con- 
tenute. Tra questi frammenti si trovano appunto quelli che riguardano il si- 
stema metrico egiziano, e che, pubblicali dal p. Montfaucon ne' suoi Anedocta 
g rocca , sono stati fino al presente, ina a torto, attribuiti al terzo Erone, chia- 
mato propriamente Erone il Giovane. 

ERONE, dello il Giovane, matematico greco, cui vengono attribuiti due piccoli 
trattati intitolati, l’uno De Geodesia , e l'altro De Machinis bellicis , tutti e 
due pubblicali in latino da Francesco Barocci , Venezia, 1572, sopra un mano- 
scritto della biblioteca di S. Salvadore a Bologna: il testo greco è tuttora inedito. 
Del resto, il primo trattalo, non ostante il suo titolo, non ha quasi nessun rap- 
porto rolla geodesia, e nou presenta nessun interesse, se solo si eccettua il capi- 
tolo in cui Erone parla della longitudine di Aldebaran , di Regolo, e di Arturo, 
donde resulta che egli fioriva verso gli anui 610-641 di G. C.: infatti egli dice 
che la precessione degli equinoij aveva prodotto sette gradi di differenza nella 
longitudine delle stelle dal tempo di Tolomeo al suo, il che condace a stabilire 
ch’ei vivesse circa 5 oo anni dopo Tolomeo. Gli si attribuiscono pure due fram- 
menti relativi all’arte militare stampati fra i Mathematici Vcteres % come an- 
cora un’opera di geometria stampata da Corrado Dasypodiu* a Strasburgo nel 
1571 , e ripubblicata da C. F. F. Hasenhalg a Stralsunda nel 1826, in- 4 »coo note. 
Si trovano in fine alcuni frammenti di geometria di questo autore stampati dai 
Benedettini nel primo volume degli Analecta Grueca , Parigi, 1688, sulla scorta 
di un manoscritto della Biblioteca Reale di Parigi. Larnbecio assicura che la 
libreria di Vietata possiede altri scritti inediti di quello dotto. 

ERRARD (Giovahiii), nato a Bar-le-l>ur, verso la metà del secolo XVI, è il primo 
ingegnere francese che abbia scritto sulla fortificazioue , e i più de' suoi principi 
non hanno invecchiato. Coslrussc la cittadella di Amiens ed una parte del castello 
di Sedap. La sua opera è intitolala : La Fortijication dérnontréc et réduite en 
art par . J. Krracd } 1^94 , in-4 ; e t 6 o 4 in-fol. Suo nipote Alessio Errard ne 
pubblicò una nuova edizione nel 1620 in-fol. 

ERRORE. In aritmetica si chiama così, la differenza tra il risultaroeuto difettivo 
di un calcolo e il risultaroenlo vero di questo calcolo. In astronomia è la diffe- 
renza tra il luogo di un corpo celeste determinato dal calcolo, e questo medesimo 
luogo trovato per mezzo dell'osservazione. Per esempio, V errore delle tavole 
Innari è la quantità di cui la longitudine calcolala, differisce dalla longitudine 
osservata. Ordinaiiamente s’indica questa quantità con i segni o — , secondo 
ebe essa deve essere aggiunta o sottratta dal risultamento delle tavole. 
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ESAEDRO. ( Geom. ) È uno dei cinque solidi regolari «li Piatirne. Si chiama an- 
cora cubo. ( V tdi Solido ). 

ESAGONO. ( Geont. ). Poligono di tei lati. ( Vedi Poligouo). 

Un Esagono regolare è quello i cui angoli e lati sono eguali. Siccome tatti i 
poligoni regolari possono inscriversi in un circolo, ( Vedi CsacoLo, n* a$), se 
supponiamo che si sia interino l'esagono ABCDEF ( Tao. CXXXI, _fig. i) e 
che dal centro O, si siano condotti duo raggi OA, OB, l'angolo al centro AOB 
«rendo per misura 1 ’ arco AB , che è ia sesta parte della circonferenza sarà di 

2.^1 c=6o*, ma nel triangolo isoscele ABO, gli angoli alla base OAB, OBA , 

6 i 


sono eguali, e ciascuno di 


! 8o° — 6o° 



6o* , coti quésto triangolo ha i suoi tre 


angoli eguali, c conseguentemente ancora i tuoi lati lo a«>oo. Dunque il lato del- 
l'esagono inscritto é eguale al raggio. 

Per descrivere un esagono regolare il cui lato Sia una retta data , basta de- 
scrivere Un circolo con questa grandezza per raggio, e di portarla sei volte ao- 
pra la circostferenu. Unendo i punti ili divisione con ralle, I' esagono sarà co- 
struito. 

ESAUSTICENE. Nome che vico dato al metodo del quale facevano uso gli antichi 
per la scoperta e la dimostrazione delle verità geometriche. ( Vedi UaTODo e 
DirraaaaiULt n ° i 5 a). 

E 9 CHENBACH ( C» isti tao Eaaarau»o), chirorgo e matematico tedesco nato a Ilo- 
stock il ai Agosto ijia, occupò con lustro iu patria la cattedra di matematiche, 
é mori il a 3 Maggio 1788. Oltre molti scritti riguardanti la racdiesiia e la chi- 
rurgia, dei quali non ci occorre parlare, ha lasciato: I Commentano rie algebra» 
primordiis , * 756 , in- 4 ; Il Matematiche , prima parte-, Aritmetica ( iu tede- 
sco ) , 1761, io-8. 

ESCHENBACH { GiaoLtsso CaisToroao Guglielmo ) , ingegnere e matematico te- 
desco nato a Lipsia nel 17!»$ , servi la compagnia olandese delle ludie orientali, 
al Capo di Buona Sperauza , a Ralavia e a Malica. Estendo slato fallo prigioniero 
dagl’ inglesi, fu condotto a Madras, ove mori il 7 Marzo 1797. 1 principali de' suoi 
scritti sono: I Alcune memorie Ialine sopra diserti punti di sita geometria; II 
La descrizione in ledesco di alcune macchine astronomiche; Hi La traduzione dal 
francese In tedrteo del Compendio di attronomia di Boscovicb , Lipsia , 1 787 , 
in. 8 ; IV La traduzione dall’olandese in tedesco del Saggio sulla maniera di 
misurare la capacità delle botti, applicandoti una spirale di luarlino Moller, 
Lipsia , 1 784 , in-8. 

KSCH 1 NARD 1 (Il P. Fesrcwco), dotto gesuita nato a Roma nel i 6 a 3 ,■ dopo 
avere per qualche tempo professalo la filosofia e la rei lorica , venne incaricato 
d’ insegnare le matematiche a Firenze, poi a Perugia e quindi a Roma nel Col- 
legio romano. Ammesso nell'accademia fìsicu-matemalica fondata nel 1677 a Roma 
da Ciampini, vi lesse un gran numero di memorie importanti. Il vasto suo sa- 
pere lo aveva posto in relazione con tutti i dotti del suo tempo si in Italia che 
in Francia. Esso viveva ancora nel 1699, ma s'ignora 1 ' epoca della sua morte. 

Le opere principali di questo dotto sono : 1 Appmndix ad exodi um de t y sti- 
pano , Roma, 1648; ivi i 65 o, in- 4 - È questo un trattato dell’orologio idraulico; 
11 Microcosmus physico-matkeniaticus , Perugia , i 658 , io-fol. pubblicato sotto 
il velo dell' anonimo; III Dialogus oplicus, Roma, 1666, in- 4 - Questo volume 
ebbe per appendice due Centurie di problemi di ottica, ivi, 1666, t668 in- 4 ; 
IV De sono pneumatico-, Oe' giorni canicolari ; Regole di trasmutare il tempo 
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binario degli orologi a pendolo, Roma, iG?*’, V Archi, ottura civile rido!,,, 
u metodo Jacile e irete. Terni, .G 7 5 ; Architetto mihtare ridona, eo Rom.. 
, 684 . , 1UC ,U. line opere .ono stalo pubblicate da Esch.nard. .otto il nome acca 
ileunèo 4i Costoni Amichevoli', VI Lettera nella quale ss contendono alcun 

discorsi fisico-, no, ematici, Roma, .68., in* ?“«'* Iel ‘* ra " nT ,o Sul 
lrbre fisico Francesco Redi abbraccia quattro d.scors. o » ' 

progetto .li tagliare l'istmo di Sue., del qual taglio, .eeondo Eschu ard. la ma. 
,\ n ì difficoltà non consiste nella ineguaglianza d. alte.» del bac.no de J “ e ™» rI 
Tnell. quanlili immensa di sabbie ..traverso alle qual, è <-« ^ 

scavare un canale ebe sia navigabile ;» .‘Sulla natura del comete; 3. SuMe a r.rmn, 
dell’ago calamitato; 4» Sul pesce favoloso detto Memoro, a co. gl. anUcJK. 
buivvno il Dolere d’impedire i .novimeul. delle navi in allo mare. Q 
.ere, sante trattalo lermin. con un’appendice intitolala: /i^g.iofi/. dur. od uo 
amico in Parigi sopra alcuni pensieri sperimentai, proposti nell 
fisico-matematica. I.e esperiate di cui si trai.» .. .. fervono J W ‘ 'J* 1 *' 

mo metro- VII Discorso fatto nell' Accademia fis, co-ma, ematica -/. fi»™,' 
nata li 5 di Gennaio vG8» sopra la cometa nuovamente apparsa Roma , « 68 . , 

rjz-jt’iSfsr* xzZtsl . i 

a a ,i.™ ,-»n» « 1“ J” 

In soluzione numerica dei problemi procedendo per ... d. esclus.p, e.« e.» 
min,.., lo quali sono i numeri che non possono ,odd, sfare alle 

date ed escludendoli sncces.iva.neule fintantoché non « «rov. £“* * f J 

risolve la questione. Questo metodo, con a.uto de quale .11 *”£*£*£ 
con ... cesso i problemi numerici pii. compl.cat., ecclo g.a 1 amm.raz.ooe de 
fermai c del Descartes; ma al giorno d’oggi i progress. ie\U zacoiz hanno 
fatto abbandonare il suo uso. Rimanderemo pereto per I espostone del mede 
simo, alle Memorie dell'Accademia delle Scienze di Par.g. deir anno, ,G£. 
ESCURSIONE ( Astron .). Si chiamano r.reol. d. escursione . due cir . p 

all’ ecclitlica, i quali formano la fami, celeste detta tod.aco. Sono e... d.,..nt, 
dall’ una e dall’ atira parte dell’ cc. lillica dr circa otto gradi , e nella zona 
essi compresa, che ha presso o poco sedici gradi di larghezza, si trovano sempre 
contenuti i pianeti nelle maggiori loro latitudini. . 

ESEGESI numerica. Antico termine del quale il Viète si i servilo per . 

la ricerca delle radici dell’ equazione. . 

ESPER ( Giova»». Fentavco), nato nel . 7 3a a Drossenfeld, e morto a Wuns.edcl 
nel . 7 8 i. Si ha di lu. io tedesco: I istruzione per osservare .1 
una cometa o di qualunque altra costellazione senza ,1 soccorso d, * lr ' men, ‘ 
astronomici o di calcoli matematici; Il Pel passaggi d, renere sul disco 
solare , memoria che si legge nel 3,.* fa, vicolo del Fra ahi fchen Soma, lungen 
ESPERO o VESPERO (Astron,). Nome che qualche volta si da al p.ane a 
Venere, allorché splende la sera dopo il tramonto del sole nelle sue pus gran I. 
digressioni. Questa parola viene da lampo:, vesper,fine del giorno. • „ Im- 

posi. .1 nome di Fosforo, Lucifero, che si dì. pure a questo pancia quando 
splende la mattina prima del levare del sole. Bianchini ha pubblicato un -pera 
interessante «nlle macchie e la rotazione di questo pianeta intitolata: Uespen et 
Phosphori nova phoennmena , Roma, * 7 a3, in-$. 

ESPONENTE ( Alg. ). Numero che indica .1 grado di una polenia o di una radice. 
(Fedi Algebra n.° . 9 , c Nozioni rorusimAis. n.“ 7 ). 
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Gi» ti chiamar» riponente di una ragione, il rapporto di (lue quanti là ( Inerii 
Rapporto), e esponente di posto il nomero o Vindice, che «prime il posto che 
occupa un termine in una serie qualunque. Presentemente la parola esponente è 
consacrata esclusivamente alle poterne. 

ESPONENZIALE. Le quanlilk esponenziali , sono delle poterne II cui esponente 
è indeterminato o variabile, come a Jr , x? , ec. 

Il calcolo esponendole è la riunione dei processi con 1’ aiuto dei quali si trota 
i differenziali e gli integrali delle quantità espouensiali. Vedi DirrtaaaziaLB e 
InTCGRALR 

Si chiama equazione esponenziale ( Vedi questa parola) qualunque equazione 
Della quale entrano delle quanlilk esponenziali; come si dk ancora il nome di 
curve esponenziali alle curve la cui equazione i esponenziale. 

ESPRESSIONE (Alg.). Si dk questo nome alla formula che rappresenta la gene- 
razione di una quantitk. Per esempio nelle eguaglianze 


V a*~hb* ’ 



— : e — o-4-z/a*— i sono le espressioni di x e di r- 

V-^s » 

ESTATE ( Geogr . e Astron . ). Seconda stagione dell'anno che comincia, nei paesi 
settentrionali, il ai Giugno quando il sole entra nel segno del Cancro, e finisce 
Il a3 Settembre quando entra in quello della Libbra. Ih primo giorno dell'estate, 
ossia il giorno del solstizio, è il più lungo di tntto l’anno. La ritirata di questa 
stagione, che è la più lunga di tutte e quattro, è di giorni 21 ore è 36 mi- 
nuti. Vedi Stagione. 

Dal principio dell'estate fino a quello dell’ autunno, i giorni soni più lunghi 
delte notti, ma vanno sempre decrescendo, e si trovano finalmente eguali alle 
notti al cominciare dell’ autunno. 

Il primo giorno dell’ estate estendo quello in cui il sole manda i suoi raggi 
più perpendicolari sulla terra dorrebbe essere naturalmente il giorno del maggior 
calore; pure non i cosi, ed è soltanto fra il 3i Luglio e il 7 Agosto che ordi- 
nariamente suol sentirsi il massimo caldo. Ciò deriva dalla lunghezza dei giorni 
e dalla brevità delle nòtti di estate, per cui il calore che il sole ha dato alla 
terra in un giorno sussiste ancora in parie nel giorno seguente e si aggiunge a 
quello che il sole di nuovo le infonde. Il calore cosi accumulato per più giorni 
consecutivi produce verso la metà dell’estate il massimo caldo. 

Si chiamano levare e tramonto dell' Estate i punti dell’ orizzonte ove il sole 
ti leva e tramonta nel solstizio di estate: essi sono più al nord dei punti est 
e ovest dell'orizzonte, che tono il levare e il tramontare dell' equinozio. 

Solstizio d’ F.stìte. Vedi Solstizio. 

ESTENSIONE. Parie determinata dello spazio assolalo { vedi Spazio). In geome- 
tria ai considerano tre specie di estensione : la linea, la superficie e il solido. 
Vedi queste parole. , 

ESTERNO ( Geom ). Si chiama angolo esterno o esterno l'angolo formato da nno 
dei lati di una figura rettilinea qualunque e il prolungamento , fuori della figura, 
del lato adiacente. 

La somma di tutti gli angoli esterni di un poligono è equivalente a quattro 
angoli retti. Vedi Poligono. 

L'angolo esterno di un triangolo è equivalente alla somma dei due angoli in- 
terni opposti. (Vedi A sgolo , n.° la). 

ESTÉVE (Pietro), nato a Montpellier verso il principio del secolo XV11I, fu 
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membro dell' accademia di questa città. Abbiamo di lui, oltre parecchi altri aerini 
di minor conto: I Histoire générale et particulibre de l' astronomie , Parigi , 
1 ^55 , 3 eoi. in-ia ; Il Mémoire cantre de M. de Causane, Sur la quadrature du 
cercte. 

ESTKADOS ( liltcc.). Superficie esterna di una folta, come l’ in tradot ne è la 
superficie interna. 

ESTRAZIONE DELLE RADICI (Arit e Alg.). Una delle sei operaiiooi eie* 
mentali delta sciente dei numeri. Essa ha per oggetto di trovare la base di una 

polenta conosciuta. 

Abbiamo redolo ( A notata , n.° 19 e 38 ) che il terzo e ultimo modo elemen- 
tare della costruzione dei numeri ha per torma generale 

A® e= C , 


espressione nella quale A , o la base , i un numero qualunque che entra come 
fattore, nella polenta C , tante folte quante unità sono nell’ esponente B. 

Abbiamo seduto egualmente che la forma generale del ramo opposto di questo 
modo di costruitone è 

1 

- B 

yj c sa A , 

nella quale la base A prende il nome di radice, net mentre che B s C conser- 
vano le precedenti designazioot. 

L'ultimo modo elementare della costruzione del numeri dà dunque , come I 
modi preredenti, origine a due operazioni o a due regole, di cui la prima ha per 
oggetto di*calco!are C per meno di A e di B, vale a dire di calcolare una po- 
tenza della quale ai conusce la base e \‘ esponente ; e di cui la seconda ha lo sco- 
po inverso di calcolare A per meno di B e di C , cioè di calcolare una radice 
della quale si conosce la potenza e l'esponente. La prima di queste operaiiooi si 
chiama elevazione alte potenze, essa è stata trattata in altra parte ( vedi E leva - 
notte J ; la seconda ti chiama estrazione delle radici ; e forma l'oggetto del pre- 
sente articolo. 

1. Per considerare la questione in tutta la sua generalità indichiamo con A , 
B, C, D, dei numeri qualunque semplici o primitivi, vale a dire dei uumeri ■ 
cui valori non superino 9, e allora potremo rappresentare con 

A(io)’“-t-B(io)"’ -, -4-C(io) l "-*.+. cc -t-YfioJ'-t-Zfio)* .... (1) 

un numero composto qualunque; Z essendo la cifra delle unità e A quella delle 
più alte diecine. ( Vedi Akitmetics , n.* ir; Sesta Aiinsarics e Ncsraas- 

ZtOff I ). 

Proponiamoci di estrarre la radice del grado n , dal numero (1) e cominciamo 
dal supporre, per rendere l'operazione più facile, che la. radice cercala non ab- 
bia che due cilre. Se rappresentiamo con a la cifra delle diecine, e eoo è quella 
delle unità , questa radice potrà esprimersi con 


ovvero semplicemente con 
e dovremo avere l’eguaglianza 


o( roj'-hifto) 0 , 
u . 1 0-4 li 


(<i . io-t-4)" ss A( io)‘*-v-B(t'>) m - , -p ec -f-Z .... (a). 
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Premesso ciò, sviluppando il primo membro dell’ eguaglianza (a) con la for- 
mula del binomio ( vedi limonio del kzwtos ) abbiamo 

(o . !o-t-i)*t= a”(io)"-+-n . o" -1 .(io}" -, 4 

•+■ ~~~~~ o*"*( , o)’ ,- *4*-»- ec (3); 

ebe possiamo mettere sotto la forma 

(o. to-t-i)”= (a"-+- 3 )( t o)*-t- A ,( t o)*-'^- A,( i o)*-* 

*t-A,(io)*-»-t-ec (1), 


indicando con A,, A a , A, i coefficienti delle poterne (io)""', (io)* - *, ec., o le 
cifre dei diversi ordini che resultano dall'esecuzione dei calcoli, dopo che si sono 
riportate le diecine di un ordine sopra l’ordine seguente più elevato. 8 indica 
dunque in questo posto le diecine dell'ordine (io)" -1 se ve ne sono. 

Ora, la quantità a l *-t-d potendo esser composta di unità e di diecine, rappre- 
sentiamo ancora con A' , B' , C f , ec. , le cifre per mezzo delle quali essa è rap- 
presentata nel nostro sistema decimale di numerazione c potremo mettere, p es- 
sendo l'esponente delle più alte diecine, 

a"-t- ù c= A , (ioy’-t-B'(io)P" , -t- ec -+-M'( i o)'-t-N'( io) 0 . 

Sostituiamo questo valore nell’ espressione (4), otterremo 

(a. io-hl)” = A'(io)f + "-f. ec. 

-vK'(to)*-t-A 1 (io) ,, - , -*-A a (io)’-*-+- ec (5), 

eguaglianza che deve essere identica con l’e iuaziooe (il). Abbiamo dunque neces- 
sariamente 

v 

iiiep+s, donde p~nt—n , 

« di più i 

A'=A, B^B, C'aC, 1/ t=D, ec, ec. 

Coti le cifìre A', B', C' ec. , che esprimono la quantità a" -t-d, sono le prime 
cifre A, B , C, ec. del numero proposto da quello dell' ordine più elevato (io)" 
lino a quello drU'orditie (lo)" iudusivameute. Abbiamo dunque 

o"-t-d*A(to)--t-B(io)»- , -fC(io)»-»-t-«e. -*-P(io ) m ~P (6). 

Cosi, ammettendo che già si rotinscaoo le potenze del grado m dei numeri 
semplici s, a, 3, 4, 5 ( 6, 7, 8, 9, la più grande di queste potenze che con- 
terrebbe il secondo membro dell' eguaglianza (6) sarebbe «" e la radice cono- 
soiula di quella potenza aarebbe a, vale a diro la cifra delle diecine della radice 
cerrata. 

3. Si vede dunque in questo caso la necessità di calcolare prima di lutto una 
tavola che sia per 1’ ritrazione delle radici ciò clic è quella di Pitagora per la 
divisione. La costruzione di questa tavola non presenta alcuna difficoltà. 

Avendo scritto sopra una medesima linea verticale le nove cifre della nostra 
numerazione , si moltiplicherà successivamente ciascuna di queste cifre per se 
stessa, e si scriveranno i riiullamenti accanto, in modo da formare una seconda 
colonna verticale, la quale conseguentemente conterrà le seconde potenze dei nu- 
meri della prima. Si moltiplicherà quindi ciascuna dei numeri della seconda co- 
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lonoa pel ino corri spondei) lè «Iella prima colonna, e si formerai co» i prodotti 
una terxa colonna che conterrà le terte potenti dei numeri della prima. Moltipli- 
cando di nuovo i numeri della tersa colonna per i loro corrispondenti della pri- 
ma, si formerà la colonna delle quarte potente , e così di seguito, 

<» 

Tavola DILLE PoTESZK. 

Esponenti r 2 3 4 ' 5 ec. 


I 

1 

t 

I 

1 

2 

4 

8 

16 

32 

3 

v 9 

%■ 

81 

243 

4 

|6 

64 

a 50 

1024 

5 

25 

ia5 

6a5 

Jia5 

G 

3G 

. aiG 

1296 

777*5 

7 

49 

343 

3401 

16807 

8 

G4 

5ia 

4096 

33768 

9 

81 

7 a 9 

656i 

59°49 


Cou l'aiuto Ji questa tavola possiamo dunque immediatamente trovare la ra- 
dice di una quantità itala, quando questa radiee non ha che una sola cifra. Per 
esempio se si domanda la radice quarta di a\oi , cercando questo numero nella 
quarta colonna, e vedendo che esao corrisponde alla cifra 7 della prima si sa- 
prebbe che la radice dimandata è 7. 

Se il numero proposUi uon è una potenza esatta, bisogna allora cercare nella 
colouna del grado indicato il numero pii! piccolo che ne differisca il meno pos- 
sibile, e la radice di quest' ultimo è allora quella della più gran polenta conte- 
nuta nel numero proposto. Cosi, se si trattasse di trovare la terza radice di 
35o, siccome 343 è il numero il più piccolo che differisca il meno di 35o, nella 
terza colonna , si vedrebbe che la radice di 35o è più grande di 7 ma ohe essa 
è più piccola di 8, c conseguali temente che la più gran terza potenza contenuta 
in $5o è 343. 

3. Ritorniamo alla nostra operazione generale. Bisogna dunque, per trovare la 
rifra delle diecine della radice domandata , estrarre., per toezto della tavola delle 
potenze, la radice del grado a dal grappo delle cifre dell'ordine m all’ordine 
ss, avvero, ciò che significa il medesimo, dal gruppo delie cifre restanti alla 
sinistra dopo che abbiamo separalo a cifre «opra la. destra. Per rendere ciè più 
sensibile, supponiamo che si tratti di trovare la cifra delle diecine della radice 
quarta di 26873856, si separeranno quattro cifre a destra, c si cercherà nella 
quarta colonna della tavola delle potenze il numero che si avvicini più alle ci- 
fre restanti 2687, questo numero essendo 2401 la cui radice è 7, se ne conclu- 
derà che la cifra delle diecine cercala è 7. 

Ma la cifra delle diecine della radice, o il numero a essendo cosi determinalo, 

è evidente che sottraendo a" da A(io)"'-t-B(io)"’ -, 't- ee -t-P(io)" , “f ai ol- 

terrè per resto la quantità i , accanto dell» quale scrivendo le quattro cifre tepa- 
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rate dalla quantità proposta, ti avrà no retto generale che deve etter eguale a 

nat ,_, (io)" _, A-H — - — - — — 

f. 


n(/i-i)(n— a) 
1 . 2.3 


o"-»(io)"-‘A s -t- ec. , 


quest' ultima quantità estendo ciò che rimane del secondo membro dell’ espres- 
sione (3) dopo averne egualmente sottratto a". 

Il primo termine di quella quantità contiene, n volte la potenza n — i di a 
moltiplicata per 4; se dunque si conoscessero nel resto generale le cifre che con- 
tengono questo prodotto, dividendole per na si otterrebbe 6 per quoziente , e 
la radice sarebbe interamente determinata. Ma è evidente che questo prodotto 
non può avere cifre dell'ordine n— a; cosi, sottraendo n — t cifre alla destra del 
resto generale, le cifre restanti alla sinistra conterranno necessariamente questo 
prodotto, piti una quantità qualunque 7 proveniente dalle diecine riportate da- 
gli ordini inferiori. Quando però 7 sarà più piccolo di nat' 1 , dividendo le ci- 
fre restanti alla sinistra per ao" _l , si otterrà b per quoziente e 7 per resto; 
pel caso contrario, il quoziente della divisione potrà superare b di una o di più 
unità. Cosi supponendo che questo quoziente sia 8 , bisognerà elevare a. 10-+-8 alla 
|«tenza a, e se la potenza trovata supera la quantità proposta (1), ciò significa 
che 8 è più grande di ò; allora si sostituirà 0 — 1 ovvero 0 — a nella radice, e 
si farà un secondo tentativo che determinerà il vero valore di 6 . Cerchiamo di 
rischiarare questo processo con alcuni esempi. 

4- Problema. Trovare la radice quarta di a68j3856. 

Abbiamo di già veduto di sopra che separando quattro cifre a destra, il ri- 
manente numero 2687 aveva per radice 7, o per meglio dire, che la quarta po- 
tenza più grande contenuta in 2687 era quella di 7 vate a dire 2401 , sottraendo 
dunque 2401 da 2687, e scrivendo accanto del resto, le quattro cifre separate 
3856, avremo per reato generale 2863856. Sottraendo tre cifre alla destra di 
questo resto generale, le cifre rimanenti a sinistra, a863, debbono dunque con- 
tenere il prodotto 

nai~'b, vale a dire io questo caso 4 a *^> 
ma la tavola delle potenze ci fa conoscere 

a» =.7* = 343, 

cosi 4 o»c= 4 x 343 c= 1372. Dividendo dunque 2863 per 1872 , il quoziente a sarà 
la cifra cercata delle unità della radice, e questa radice b 72. Infatti, elevando 
72 alla quarta potenza, ai ritrova 26873856. 

Si dispone il calcolo nel seguente modo: 


2687 . 3856 

24 pi 

2863. 856 


| 7 diecine della radice 

i 1372 divisore e= 4 • 7* 
| 2 unità della radice. 


5. Problema. Trovare la radice terza o cubica di 24389. 

In questo caso particolare n = 3; cosi, avendo separato tre cifre a destra , si 
cercherà nella tavola la terza polenza che più si avvicina a 24 ì questa è 8 la 
cui radice è 2. Dopo aver sottratto 8 da 24, si arriverà 38q accanto del resto 16. 
e ai separerà due cifre alla destra di questo resto generale; le cifre rimanenti 
Dii. di Slot. Voi. IV. 55 


Digitized by Google 


♦34 EST 

•.iranno |63 che ii divideranno par na"~' , cioè per 3.a*z=ia. Il quuzienle di 
queda divisione è io; ma siccome la cifra dell'unità non può superare 9, si con- 
cluderà che questo quoxiente è troppo grande, e si tenterà te 9 ancora è nello 
stano caso, elevando ag alla terza potenza. I) calcolo dando 29* = 24389, il nu- 
mero 29 è la radice domandata. 

a4 ■ 38g I a diecine della radice 

_« \ 

l63 .89 I 11 di visore =3 . a? 

| io quoziente. 

6. Problema. Trovare la radice quinta del numero 6436343. 

In questo caso 11 1=3 5. Si separeranno cinque cifre a destra, e si cercherà nella 
tarola la quinta poteoza immediatamente al di sotto di 641 questa è 3a , la cui 
radice è a. Accanto del resto di 6(— 3a, si scriveranno le cinque cifre separate 
S6343; si separeranno quattro cifre a destra, e si dividerà 3a3 per 5.a* = 8o. 
Il quoziente essendo 4, si eleverà 34 olla quinta potenza, ma siccome il risulta- 
roento dell’operazione dà 2$* =3 7963624 cioè un numero più grande del proposto, 
il che indica che il quoziente 4 è troppo grande, gli sostituiremo 3, ed elevando 
a3 alla quinta potenza, si troverà a3‘= G4363(3 ; cosi a3 è la radice domandata. 

7. Possiamo facilmente estendere questo processo alla ricerca di una radice 
composta di un numero qualunque di cifre. Ma avanti di entrare in questa que- 
stione, osserviamo che A essendo una cifra qualunque del nostro sistema di nu- 
merazione, la potenza n di questa cifra (n essendo un numero intero) non può 
contenere tutto al più che n cifre, poiché supponendo ancora che A sia la più 
grande delle cifre, vale a dire A = 9= io — 1 è evidente che 9" ovvero (io— 1)* 
deve essere minore di io"; ora si ha 

io’csio, io* =100, i o*cs 1 000 , 10*= 10000, ec. 

donde si vede che io* ha n- r-i cifre, cosi 9*, ovvero (10— s)", non può perciò 
avere il più che n cifre. 

Premesso ciò; se si volesse estrarre la radice cubica da (5382463 , dopo aver 
separato tre cifre a destra, ne rimaue cinque a sinistra, 45382; le diecine della 
radice hanno dunque più cifre poiché , da ciò che precede , la terza potenza di 
una sola cifra non può contenere che 3 cifre al più. Supponendo allora che si 
trattasse di trovare solamente le radice terze di 45382, si opererà come nei pre- 
cedenti esempi, e siccome (538a non é una terza potenza esatta, si troverà 35 
per questa radipe approssimata. Sottraendo la terza poteoza 35 , da 4538a , si 
avrà a5o7 accanto del quale scrivendo 463, cifre separate alla destra della quan- 
tità proposta, si formerà un resto sul quale si opererà con la regola data, con- 
siderando le diecine 35 come non formanti che una sola cifra. H quoziente della 
divisione darà 6, e in conseguenza si avrà per la radice domandata 356. 

45,382,463 1 3 più alle diecine 

a 7 l r 

resto i83,8a ^27=3X3* 

t Gquuzieule 
4aa ? 5 = 35* 

resto generale 25074,63 I 36;5c=3X35* 

( G quoziente. 
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La (erta polenta di 36 arsendo 46656 non ai prende che 35 per le diecine. 

La (erta polenta di 356 essendo 45 ii8ox 6, ai vede che la quantità proposta 
non é una lerta polenta eaatla e che la aua radice è Ira 356 e 35y. 

8. Da ciò che precede possiamo concludere , la seguente regola generale per 
l’ estrazione delle radici. Per estrarre la radice del grado qualunque n da una 
quantità data, bisogna : i.° dividere la quantità in gruppi din cifre comincian- 
do da destra a sinistra, a." Cercare la più gran potema n contenuta nelle cifre 
dell'ultimo gruppo, per metto della taaola delle potenze. La radice di que- 
sta polenta sarà la cifra dell' ordine il più elevalo della radice cercata. 3.° Ac- 
canto della differenza di quest' ultimo gruppo e della potenza che esso contie- 
ne, abbassare il gruppo seguente, separare n — i cifre alla destra, e dividere le 
rimanenti per n volle la (n— i polenta dalla cifra trovata. Il quoziente sarà 
la cifra della radice che viene dopo la prima digià conosciuta. 4 ° Elevare le due 
cifre conosciute alla potenza n, e sottrarre il risultamento dai due primi gruppi 
sopra i quali abbiamo operato. Accanto del resto abbassare il terzo gruppo , se- 
parare quindi n — i cifre a destra , e dividere il reslo per n volte la potenza 
n— i, delle due cifre conosciute. Il quoziente sarà la terza cifra della radice. 
5.° Elevare le tre cifre conosciute alla potenza n, sottrarre il risultamento dai 
tre primi gruppi , abbassare il quarto gruppo accanto del resto , ec. E così in 
seguito. 

Si troverà cosi successivamente tutte le cifre della radice, avendo cura di di- 
minuire i quozienti quando essi sono troppo grandi. 

g. Quando le quantità dalle quali vogliamo estrarre le radici non sono potenze 
esatte, non si trova, facendo I’ operaziune mediante la regola data , che le ra- 
dici delle più grandi potenze contenute in queste quantità, e può farsi in modo 
allora che la differenza, fra la potenza della radice trovata e la quantità data, 
sia tanto considerabile da far credere che la radice trovala sia troppo piccola di 
un’unità. Nell' attimo esempio precedente la differenza 264447 che vi è tra la 
quantità proposta 4538a463, e la terza potenza di 356, ti trova io questo caso; 
si potrebbe perciò credere che 357 darebbe una terza potenza più vicina a 
45382463. Siccome per verificare questo dubbio , bisognerebbe elevare 356 alla 
terza potenza, e, che nella maggior parte dei casi, ciò può condurre a lunghi cal- 
coli, è essenziale di esaminare, se si postano abbreviare questi calcoli, trovando 
un carattere che indichi il caso, in cui la radice trovata sia troppo debole di 
un' unità. 

Prima di tutto per la terza potenza , indicando con A la radice trovata , la 
differenza che vi è tra A’ e (A-t-i)*, è 3A*-+-3A-t-i , poiché 

(A-t-i) s sa A J -+-3AM-3A-t-i. 

Cosi fintantoché la differenza , tra la quantità data e la potenza della radice 
trovata, è minore di 3A*-t-3A-t-i , vale a dire, è minore di tre volte la secon- 
da potenza di guelfa radice , pià tre volte questa radice più uno, la radice in 
questione non é troppo debole. 

Per esempio nel calcolo citato si ha 

3X(356)M-3(356)-t-i = 38i277>a64447 , 

cosi la radice 356 non é troppo debole di un' unità. 

Se si trattasse di una seconda potenza , siccome 

(rt-t-1) 1 = a’-t-za-t-i , 
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(a-t-i)*— u* ss an-t-i. 

Il reato non deve dunque auperare il doppio della radice trovata più uno. 
Per una quinta potenza ti avrebbe 

(a-t-i)‘— o* = 5a*-t-ioo*-Moa a -V-5(J+i , 


e in generale per una potenza qualunque m , 

, _ _ nt[m — ■ i ) 

(a- t-i) 1 " — a* =3 ma m ~' -ir — 5 a 

. i . a 


mlm — t)lm — a) 

-I — - a" 


.2.3 


•i. 


eapreuione nella quale facendo m eguale a a, 3, 4» 5, 6, ee. , ai ottengono tutti 
i cavi particolari. 

ro. Le proprietà delle quantità radicali, poatono tervire a rendere più tem- 
pi ice , in certi caai, 1’ operazione dell* eatrazione delle radici Se si voleste estrarre 
per esempio la radice sesta da una quantità A, osservando che 


>J A = yj yj A > 

1' operazione ti ridurrebbe ad estrarre prima la radice seconda di A , e quindi 
la radice terza da questa radice seconda, il che rende molto più semplice i cal- 
coli, mentre questi calcoli diventano digià lunghissimi per le radici del quar- 
t' ordine. 

Siccome si ba 


no Pi 


V- V • V \/ A 


tutte le volte che l'esponente di una radice può esser decomposto in fattori, l’ope- 
razione diviene perciò più facile. Ed è mediante questo sistema che l'estrazione 
della radice ottava si riduce a tre estrazioni successive di radici seconde , che 
l' estrazione della radice dodicesima si riduce a due estrazioni successive della 
radice seconda, fatte sopra la radice terza della quantità proposta. Perché 


aX*Xa = 8, aXaX3=ia 

e cosi di segnilo. 

il. Abbiamo veduto (Alo. aa) che per estrarre la radice da una frazione bi- 
sognava estrarre quella del suo numeratore e del suo denominatore, e che si aveva 



Allorquando i due termini della frazione non sono potenze perfette , non si 
possono allora trovare che valori approssimati , ma la proprietà che hanno lo 
frazioni, di non cangiare di valore, quando si moltiplicano i loro due termini 
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p«l medesimo numero, fa si che quest' operazione può rendersi più semplice, lu- 
làtti, moltiplicando i due termini della frazione per b m ~' , si ha 

m 

m /fa\ yj ai m ~' y oi m ~' 

V Uv ~ V V, AA 75 ^ “ 

V A™ A 

ed è evidente che non rimane da estrarre la radice che dal numeratore. 

Cosi, se si domandasse la radice lena di 4- , si moltiplicherebbero i suoi due 

termini per 5* e la frazione diventando 

4X5* 

5* ’ 

la sua radice sarebbe 



La radice terza dì too essendo tra 4 e 5, si avrebbe perciò -- per la radica e 


domandata. Valore che non può differire dal vero che di — tutto al più. 

Rendendo il denominatore più grande si otterrebbe una maggiore approssima- 
zione- Per esempio, se si volesse avere la radice precedente a nn cinqueccntesi- 
mo di unità presso a poco, si co nuocerebbe da moltiplicare i due termini della 
frazione proposta per too, il che darebbe 


4 4°° 

5 33 5oo ’ 


moltiplicando quindi i due termini per la seconda potenza del denominatore, si 
avrebbe 


4 4°° 4°o X 5oo* iooooooon 

5 ' 5oo 5oo* 5oo* 

la cui radice terza 


*/ / tooooooon \ 

V V. 5oo» ) ! 


y IOOOOOOOO 

" 5m 


è tra “r— e -jf— - , essa i dunque eguale a -£~-, e da questa frazione al vero 

DOO DOO 900 

valore ci corre meno di - ' — di unità circa. 

’ 5oo 

Si potrebbe adoprare questo metodo per ottenere la radice di una quantità 
qualunque a un grado determinato di approssimazione, non aarebbe necessario 
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per eseguir ciò che di dare la forma frazionaria alla quantità proposta. Per esem- 
pio, se si trattasse di ottenere la radice terza del nomero 22 a meno di un de- 

220 

cimo di unità circa, si ridurrebbe aa in decimi, il che darebbe , la cui ra- 

to 

dice cercata come sopra, sarebbe effettivamente — ovvero a-+- — a meno di 

io io 

un decimo di unità circa. 

la. Il mezzo più comodo e più pronto per estrarre la radice da una quan- 
tità qualunque, a un grado di approssimazione determinato, consiste a con- 
vertire questa quantità in frazione decimale, osservando di aggiungere altrettanti 
groppi di n zeri quante cifre decimali si vuole avere in radice. Per esempio, per 
estrarre la radice quinta da a 5 a meno di un millesimo circa, si convertirebbe 
in frazione decimale il a& aggiungendogli tre gruppi di 5 zeri , perchè si do- 
mandano tre cifre decimali nella radice. Estraendo cosi la radice da 

»5 , ooooo , ooooo , ooooo , 

la prima cifra di questa radice sarà sola intera e le altre saranno decimali. 

■ 3 . La formula del bioomio offre ancora il mezzo di estrarre le radici con un 
grandissimo grado di approssimazione. L' esempio seguente è sufficiente per in- 
dicarne il metodo. 

Problema. Estrarre la radice quinta da 260. 

Facendo nella formula del binomio (Vedi Binomio ) l’esponente eguale a—, 
si avrà 


(A-t-B)s 


M 


1 B 't * -5 ) , 

5 A 5».i.a A* " + " 


ovvero, valutando i coefficienti 


i(t— 5) ( 1 — io) B* 

■+■ — 5— -T -4- CC. 

5-* . 1 . a . 3 A* 


!■ 


1 1 

(A-t-B) 2 ca A s 


t . B 


12 ! 

5o A» 


J 6 _2! 

?5o A’ 


5 o 4 A* 
Ì 5 ÒoóT B* eC 


La più grande quinta potenza contenuta in 260 essendo 243 ss 3 ‘, si decom- 

I 

pone 260 in 243-4-171 e facendo A=a243 e Bc=i7,A 5 sarà eguale 3 e 


B 17 

A 243 


sostituendo questi valori nell’ ultima formula, la radice domandala 


sarà espressa con ona serie convergente, e per conseguenza più termini fi pren- 
deranno, più ci avvicineremo al vero valore. Per valutare un dato numero di ter- 
mini di questa serie, siccome questi termini sono frazionari!, si convertiranno 1 in 
frazioni decimali, e quindi si aggiungerà da una parte, tutti i termini positivi, c 
dall’altra tulli i termini negatisi , la differenza delle due somme moltiplicata 
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per A 5 q per 3 , darà la radice cercata. Siccome qui ■ termini vanno decrescen- 
do rapidamente, e che il quinto è di già minore di 0,0000009 , limitandoti ai 
cinque primi termini, a tremo, fatti tutti i calcoli, 3,0408477 per la radice quinta 
di 260, o solamente 3,040847 per maggiore eiatteiia , perchè non atendo im- 
piegato che 7 decimali nel calcolo , la settima cifra del risultamento può alcune 
volte esser troppo debole, e perché non possiamo rigorosamente contare che sopra 
1' esattezza delle sei prime. 

I 

Bisogna sempre osservare, quando si adopra la formula (A+B)' n , che B sia 

B 

minore di A affinchè — sia una fraiione, e che tutti i termini divenendo conti- 
nuamente piò piccoli la serie sia convergente. 

In luogo di preodere per A la più gran potenza contenuta nella quantith data, 
può alcune tolte esser vantaggioso di prendere la potenza immediatamente al di 
sopra di questa quantith. Infatti te ti trattasse di calcolare la radice quarta di 
80, la più gran potenza contenuta in 80 estendo 16, si avrebbe 


A =16, Ba6.j 

c allora — non sarebbe una frazione minore dell’ unità- Ha la quarta potenza 
immediatamente al di sopra essendo 81, te ti facesse A = 81 , Bai, ti avrebbe 


A— Bas8o, 


£ 

A 


81 * 


e ti farebbe allora B negativo nello sviluppo della potenza (A-t-B). 

14. L’ estrazione delle radici dalle quantità algebriche è fondata sopra i me- 
desimi principii, che abbiamo sviluppato nei precedenti numeri, un esempio solo 
basta ancora qui per indicare il metodo dell’ operazione. 

Si abhia da estrarre la radice quarta da 


1 6x 8 -t-tj6a*x 8 -i-q 1 Ga’x'-è-a s Ga , x*-s-8 1 a 8 . 


Si comiocerà da disporre i termini , ordinandoli come sopra , rapporto ad uua 
medesima lettera e per le potenze decrescenti. , 

La quantith proposta estendo dunque ordinata rapporto ad x, il suo primo 
termine dev’essere (a quarta potenza del primo termine della radice, ordinala nella 
medesima maniera. Prendendo dunque la radice quarta da iGx 8 , ti ha 

a . 1 

y i6x 8 =s 16 . = a . x ^ = ax* , 

ax* è perciò il primo termine della radice. 

Sottraendo la quarta potenza di ax* ovvero s6x 8 , dalla quantità proposta , il 
resto deve necessariamente cominciare dal secondo termioe dello sviluppo data 
quarta potenza dei due primi termini della radice , ora nell’ espressione 


((H-ò)* ~ ''4*4-4' > 
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il fecondo termine contiene quattro eolie la Ima polena» del primo termine 
della radice, moltiplicalo pel secondo. Dividendo dunque questo termine per 4°* 
ai dere avere b per quoxieote. Qui il secondo termine dello (viluppo è 96 a 1 ** ; 
prendendo quattro volte la terra potenza di 2X*, ai ha 3ax* per risultamenlo ; 
dividendo ij&a 1 *’ per 3aar* , il quoxiente 3a a è il secondo termiue della radice, 
(-.levando 2x*-+-3a* alla quarta potenza si ha 

(ax*-t- 3 o*)* s 1 6x , -4-96o 1 x*-l-a 1 60 ***+» 1 6a*x a -t-8 ra*. 

Coti , il secondo membro di questa eguaglianza essendo la quantità proposta , 
è la radice domandata. 

Se la radice aveste avuto più di due termini, sottraendo dalla quantità data, 
la quarta potenza di ax*-t-3a*, si sarebbe ottenuto un resto che avrebbe serrilo 
a determinare gli altri termini , paragonando con 

{ (A-+-B)-*-C } 4 = (A-+-B) 4 -+-4(A-+.B)»C-+- ec. 

Mentre dopo aver sottratto (A-t-B) 4 , il resto dovendo cominciare per 4(A-t-B)*C, 
dividendo questo primo termine per si ha C per quoziente. Dividendo 

dunque il primo termine del resto per 4 ( axr*-4— 3o*)* , si sarebbe ottenuto il terzo 
termine della radice, e cosi di seguito. 

i5. Quando si tratta di numeri, i logaritmi offrono il mezzo infallibile di de- 
terminare immediatamente una radice di un grado qualunque senza aver bisogno 
dei calcoli prolissi che abbiamo esposti di sopra; è ben raro che i geometri non 
si contentino del loro uso, poiché con le tavole ordinarie si posiono ottenere 
sette cifre decimali esatte il ebe è sufficiente nel maggior numero di casi. 

Dalla natura dei logaritmi (Pedi Questa rsaoLa) si ha 



Cosi , il logaritmo di una radice si ottiene dividendo quello della potenza per 
1’ esponente, e non rimane che da cercare nelle tavole il numero che corrisponde 
al quoziente che risulta da questa divisione, per avere la radice. 

Per esempio , sia proposto , come al n.® 5 , di estrarre la radice cubica dal nu- 
mero 24389. Si troverà nelle tavole dei logaritmi. 


log. 34389 =4, 387 1940 


e , operando la divisione di questo logaritmo per 3 , si avrà 


4, 38 7 i 9 1o 

3 


1,4623980. 


Questo quoziente essendo il logaritmo della radice domandata , si cercherà nelle 
tavole il numero corrispondente e si troverà che la radice è 29. 

Prendiamo per secondo esempio il numero 2, e proponiamoci di estrarre la 
sua radice quadrata approssimala con sei decimali. Troveremo 


log. 2 = 0, 3oto3oo, e 


o, 3oio3oo 
2 


o, i5o5i5o. 


Digitìzed by Google 



EST 441 

Il quoziente essendo il logaritmo di i, 4*4 2 *3» abbiamo 

V a== 1,4*4213. 

Per maggiori particolarità ( Vedi Logaritmi. ). 

16. Faremo ora in questo punto conoscere alcuni metodi approssimati, capaci a 
fare, ottenere le radici delle quantità irrazionali con un maggior numero di deci- 
mali esatti» che non può darne l'impiego delle tavole ordinarie dei logaritmi. 

Il piu diretto di questi metodi consiste negli sviluppi in serie ( Vedi Sbrib). 
Vedremo che tali sviluppi esprimono il valore esalto delle radici , per mezzo 
della totalità dei loro termini, e che possiamo approssimarci indefinitamente a 
questo valore prendendo un numero di termini continuamente più grande. Ala 
la sonimazione dei termini di una serie conduce spesso a calcoli prolissi i quali, 
allorquando essa è pochissimo convergente, non sono meno faticosi del processo 
«dementare, digià tanto penoso per le radici del terzo grado; e abbiamo dovuto 
c reare i mezzi di ottenere un 1 approssimazione piu facile e soprattutto più pronta. 
Il seguente processo è dovuto all’ flaliey, che lo ha fatto conoscere nelle Transa~ 
zioni filosofiche dell'anno iCx/j ; esso riporla tutte le estrazioni delle radici a 
quella di una radice quadrata. 

Sia * N un numero intero o frazionario, dal quale si traila di estrarre la ra- 
dice del grado m; indichiamo con a la radice m ,ima della più gran potenza 
, n itma contenuta, in N, o della potenza m ,ima immediatamente maggiore di N, 
in modo che indicando con b la differenza tra N e a m si abbia 

m m „ , rn _____ 

^/n = ^/ a m -+-ò, ovvero N = ^ a m —b. 

Per esempio, se si avesse N = 3o e m = 2, siccome il più gran quadralo con- 
tenuto in 3o è , e il quadrato immediatamente al di sopra di 3o è 36, si 
avrebbe : 

V 3u =V afi+5 x ovvero ^3 oc 3 ^ 36—6.. 

Stabiliremo generalmente 


N , 

e 4 potrà essere positivo o negativo, secondo la facilità che può resultarne per 
i calcoli. Premesso ciò, abbiamo per i diversi valori dell’esponeiile m, maggiori 

di a 


V = T ^ V [ T I’ 

\l ( aS+i) =f‘ , + \/[76 ua '**7 t K?J’ 

Da. di Mal. Voi. IV. 


06 
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ec. . ec. 


e, in generale 


i m — a / r °* 

v « •+- v r jar-if 


m(m— ija 1 " 


17. Per fàr conoscere 1’ applicazione di quetle formule, proponiamoci di tro- 
vare con io decimali la radice quarta di 17. 

Prima di lutto contiene procurarli un valore approssimato della radice, il 
che è sempre facile per mezzo dei logaritmi. Coti, il logaritmo di 17 essendo 
1,3304)89, il tuo quarto è 0,3076122, e il numero corrispondente a questo 

s 

quarto, valore approssimato di V'7» * a,o3o. Facciamo ssi,o3, e eleviamo 
2, o3 alla quarta potenza, troveremo 

a*E= iG, 98181681 , 

il che ci darà, a motivo di o'+istj 


£ = o,oi8i83i9. 


sostituendo questi Talori nella formula delle radici quarte, verrà 


Ora 


■yj , 7 = y( a v° 3 )-t--y/[-^l4>' ao S))-t- 


o, 01 81 83 19 -1 

6,4,1209) I 


•^-(4, 1209) =0,4578 


7777 7777 7777 7777 . 


OqOi8i83ig 

T^rr ^^ 0 ’ 0007 40 5291 7a ' a 997,5 

aggiungendo questi due numeri, avremo per la quantità compresa sotto il radicale 
o,4586 1 3 1 8 3069 5o'ao 77 ) 8 , 
la cui radice quadrala è 

0,6772 0985 i5; 
aggiungendo Gnalmente a quest' ultima quautità 

(2,o 3) = t, 3533 3333 33, 
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.^17 = 2, o 3 o 5 43 i 8 4 ®, 

valore esatto Ano all’ ultima decimale. Se si fosse preso il primo valore appros- 
simalo della radice con 5 o 6 decimali , si sarebbero potati ottenere 18 o 20 de- 
cimali con questo processo, e così di seguito. 

18. Per quanto facile sia T estrazione di una radice quadrata, la necessità di 
esprimere la quantità radicale con un numero di cifre presso a poco doppio di 
quello che si vuole avere alla radice, rende il processo dell’ Halle? faticosissimo, 
o pensiamo che vantaggiosamente si potrebbe sostituire a questo, un' applicazione 
del metodo del Newton adopralo per le radici dell 1 equazioni ( Vedi Approssi- 
mazione), modificando questo metodo come segue. 

Sia sempre N un numero qualunque e a la sua radice approssimala in modo 
che a esprimendo una frazione , si abbia 


m 

^ N=«~t-z, 


donde 


N =s(a-4-z) m . 

Sviluppando il binomio, avremo 

N =a"+na'"'«+— — !l ec. , 

I . 3 

il che darà 1' equazione 

(a m — -H ec.=ao. 

z . a 

Traforando tatti i termini affetti dalle poterne di t vuperiorì alla prima, 
verrà semplicemente 

a m — S+ia«" = o ; 

donde 

IV— a- 


e, per conseguenza 


m 

y/t* = a- 


N— a- 


(•)• 


Applichiamo prima di tutto questa formula alla radice quadrala di 2 , prendendo 
per primo valore approssimato <z=x,4 *» avremo 


y/ => = ('. 4) J 


*-('< 4 )* 

»C, 4 ) 


. o,oi 

1 1 ’4-+--^ r = », 4M*. 
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valore esalto fino alla quarta decimale. Prendiamo ora o=i, 4>4 i 1» formula ri 
darà 


V a — (i,4 >4)* 

a=., 4 , 4H — 


! M>4- 


o, 000604 

2,828 


ss 1 , 4 1 4 2 1 35 , 

T»l«re eiillo fino alla settima decimale. Ponendo <1= 1,4 1 4 a 1 35 , una nuova ap- 
pi ira* ione delia formula darebbe sedici decimali esalti. 

4 

Valutiamo ora -^17 , col fine di paragonare questo metodo con quello del- 
rilallcy, e prendiamo, come sopra, <i=:2,o3, avremo 
a 4 ss 16, 98181681 ; o 8 = 8, 3654^7 

e per conseguenza 



2,o3-t--, 


o, oi8»83rr> 


33, 461708 


t=2,o3o5}3, 


questi sei decimali sono esalti. Facendo ae=2,o3o5, una nuova operazione 
darebbe dieci decimali esatti, come si potrebbe ottenerne quattordici prendendo 
<1 = 2, o3o543. Questo processo è tanto facile nella sua esecuzione, che io man- 
canza delle tavole dei logaritmi, dobbiamo preferirlo a tutti gli altri ancora quan- 
do possiamo contentarci di 3 o 4 decimali. Si abbia, per esempio, da trovare la 
radice cubica di 3a5, a meno di un millesimo circa; il suo valore intero essendo 
tra 6 e 7, ma molto più vicino a 7 che a 6, poiché 6* =216 e 7*= 343, fare- 
mo os 27, e paragonando con la formula (1), avremo 


325—343 18 

c= 7 — 0, 1 a = 0, 88. 

Il calcolo Don polendo somministrare generalmente che il doppio delle cifre 
eialte prese pel primo valore approssimalo, faremo ora a = 6, 8, e la formula 
ci darà 



1 



3a5— (6,8) 


s 


= G,8-+- 


io, 5G8 
i 38, 7.0 


= G, 8 -M>, 075 = 6, 875 , 


valore di cui tulli i decimali sono esatti. Se si volesse conoscere ulteriormente 
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questa medesima radice con 5 decimali , sarebbe inutile fare 0 = 6,875, poiché 
preudendo solamente 0 = 6,87 51 otterrebbe col medesimo processo 

s 

3 a 5 =6,87534* 

Per limitarsi ai calcoli strettamente necessari, non dobbiamo prendere pe» va- 
lori approssimali che un numero di cifre metà di quello che si vuole ottenere, 
come dobbiamo arrestarci nelle divisioni, quando il numero delle cifre del quo- 
ziente è il doppio di quello delle cifre del valore approssimato che abbiamo ado- 
prato. In alcuni casi la divisione può dare un decimate esatto, e ancora due di 
più di questo numero, ma sul dubbio sarà sempre ben fatto di non tenerne 
conto. 

ESTREMO. Si dà il nome di estremi al primo e all'ultimo termine di una pro- 
porzione. I due termini di mezzo si chiamano i medj. Fedi Proporzione. 

In geometria , si dice che una linea è divisa in media ed estrema ragione, 
quapdo essa é divisa in due parti tali che la più grande è media proporzionale 
tra la linea intera e la più piccola. { Fedi Applicazione dell' Algebra alla Geo- 
metria n.° 20). 

ETÀ' della ldna (Astron.). Dicesi cosi il numero de' giorni che sono scorsi dopo 
il novilunio. L'età della luna si determina, per un giorno qualunque dato, me- 
diante 1 ' Epatta dell' anno nel quale si trova il giorno proposto. Fedi Epatta. 

ETEROSCI (Astron. Geog. ). Antica parola di geografia astronomica di cui si fa- 
ceva uso per indicare qnelle persone che si trovano in punti tali della terra da 
avere a mezzogiorno l'ombra del sole sempre rivolta in senso contrario. Cosi gli 
Eterosci sono quelli che abitano fuori dei tropici e in differenti emisferi; in- 
fatti, nell' emisfero settentrionale, quelli ebe sono situati al nord del loro tropico 
hanno a mezzogiorno l'ombra sempre rivolta verso il polo nord, e quelli che 
aono al sud del tropico australe hanno all'opposto l'ombra sempre rivolta verso 
il sud. Altri intendono per Eterosci quelli che hanno l'ombra sempre rivolta 
verso un medesimo polo, e con questo vengono a dare un tal nocue ai soli abi- 
tanti delle zone temperale , mentre quelli che dimorano dentro i circoli polari 
avendo io alcuni giorni dell'anno il sole sempre al di sopra dell'orizzonte, la loro 
ombra prende allora tutte le direzioni possibili. Adottisi P una o P altra defini- 
zione, è chiaro che quelli che abitano al di quà del tropico del Cancro lianuo 
l’oriente a sinistra e l'occidente a destra quando a mezzogiorno sono rivolli verso 
il sole, ed al contrario quelli che si trovano al di là del tropico del Capricorno 
quando a mezzogiorno si volgono verso il sole hanno l'oriente a destra e l'oc- 
cidente a sinistra. Dalla costante opposizione dell' ombra , che è la conseguenza 
della diversa posizione di tali individui, è stato dato loro il nome di Eterosci de- 
rivato dal greco. 

ETTAGONO. (Geom.), (da irta sette , e da mx angolo). Poligono di sette la- 
ti. ( Fedi Poligono. ). 

EUCLIDE. Non si conosce qual sia stata la patria di questo illustre geometra , e 
la storia tace egualmente sugli altri avvenimenti della sua vita. Quando gli Ara- 
bi tradussero il libro celebre che ha dato al suo nome una popolarità clicjun 
corso di venti secoli non ha ancora alterata, vollero supplire a questa strana di- 
menticanza. Essi fecero Euclide nativo di Tiro e figlio di un abitante di Damasco 
chiamato Naucrale. Ma questi due nomi sono greci, e d'altronde l'asserzione de- 
gli scrittori arabi non è appoggiata a nessun documento storico degno d'atten- 
zione. Solo è certo che Euclide abitò la Grecia e dovette frequentarne le scuole; 
ma come quei fiumi dei quali invano si cerca la sorgente, non si sa sotto qual 
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maestro attingesse le prime nozioni della scienza , della quale era deslioalo a 
porre i principj in un modo quasi assoluto. Egli erasi già acquistata molta repu- 
tazione, quando al dire di Proclo Diadoco, ano de' suoi commentatori, il favore 
col quale Tolomeo figlio di Lago più di trecento anni avanti l'era volgare acco- 
glieva in Egitto i dotti di tutte le nazioni lo attirò ad Alessandria , ove apri 
una scuola di mal ematiche, li dotto Pappo nelle sue Collezioni matematiche ci 
ha lascialo di lui un ritratto che reode più vivo il nostro rincrescimeuto per la 
mancanza di qualunque notizia biografica relativa a questo sommo ingegno. La- 
borioso, dolce c modesto, secondo la pittura che ce ne fa questo scrittore, por- 
tava un affetto particolare a tutti quelli che cooperare pntevauo ai progressi della 
geometria. Mollo differente in questo da Apollonio, il quale, soggiunge Pappo, 
era un uomo di un'insoffribile vanità e si compiaceva di avvilire i suoi con lem - 
porenci , inai fu veduto Euclide geloso del successo de' suoi emuli cercare , col- 
)' appropriarsi i loro lavori, di rapir loro ima parte della gloria che potevano 
essersi meritala. A questi tratti generali dobbiamo aggiungere una nobile rispo- 
sta che rappresenta in modo mirabile il carattere di questo geometra. Tolomeo 
Filadelfo, stancato dall' attenzione che per parte sua richiedeva lo studio delle 
matematiche, domandò un giorno ad Euclide se a di lui riguardo avesse potuto 
facilitargli il cammino, al che questi rispose: * No, sire, nelle matematiche non 
vi è un cammino particolare pei re ». 

Nei primi tempi della scuola di Alessandria, i progressi della scienza non erano 
coni rassegasti che dalla produzione di opere speciali cui nessun metodo, nessnna 
veduta o legame generale univa tra loro. Lo studio delle matematiche presentava 
co»l delle difficoltà insuperabili, e si rendeva necessario, per spianare la via agli 
scolari, di disporre tutte le cognizioni allora possedute in un ordine metodico in 
cui fossero esse esposte successivamente dalla loro prima origine fino al grado di 
elevatezza al quale erano giunte. Tale sembra essere stato l'oggetto che si propose 
Euclide nello scrivere la sua opera degli Elementi , il cui titolo mostra che essa 
conteneva il corpo intero dei principj sui quali allora posavano le matematiche 
pure. 

Tale opera, quale si ha oggidì, è composta di |5 libri; ma gli ultimi due sono 
attribuiti ad Ipsicle , matematico della scuola di Alessandria , e furono secondo 
ogni apparenza aggiunti all'opera di Euclide da Teone uno dei maestri di quella 
scuola che il primo commentò gli Elementi , vi aggiunse delle noi c, c vi fece an- 
cora dei cambiamenti. Euclide non è, ne potrebbe essere l'inventore di tutto ciò 
che contiene la sua opera : geometri più antichi di lui , come ipporrate di Ghio, 
avevano trattato con successo la parte elementare della scienza; ma riluse ed au- 
mentò ciò « he erasi fatto prima di lui , perfezionò le dimostrazioni nelle quali 
erano male riusciti i suoi predecessori, e formò un complesso scientifico che me- 
diante forme di raziocinio più severe ed una connessione più esatta fece dimen- 
ticare le opere del medesimo genere scritte prima della sua, la quale diveooe la 
base deirinsegnainento delle matematiche. 

Comunque però grande fosse la voga degli Elementi nella scuola di Alessan- 
dria , rimasero essi, come lutti i libri dei Greci, ignorati in Occidente durante 
i secoli di mezzo. Le deboli cognizioni che in questa parte di Europa si acqui- 
stavano in geometria erano tratte dalle opere di Boezio e da uno scritto intito- 
lalo: De principili geometrìae , attribuito a S. Agostino (Vedasi Moutucla Hi- 
gioire des Mathematiqucs , Tom. I. pag. aia, ^0 a )• Soltanto oel duodecimo 
secolo Atelardo in Inghilterra si diede a tradurre Euclide in Ialino sulle ver- 
sioni arabe, giacché i «lotti di quella nazione erano stati solleciti a farlo conoscere 
»» loro corapa trioni, e il romeo to del geometra persiano Chogiah Nastir-Eddin ha 
goduto di molta reputazione. Dii secolo dopo , Giovanni Campano di Novara ar- 
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ricchi quii, traduzione di dotti romenti , e vi aggiunse la teoria delle ragioni 
dileguali ricavata dalle Collezioni matematiche di Pappo. I„ ,e»uilo , dopo U 

ca uta dell' impero d’Orien.e ero di nuovo gli Amenti pid volte tri, 

dal te, lo originale greco, e moltiplicali e diffusi per vi. della stampa non tar- 
darono ad «sere introdotti almeno in parte nell* insegnamento delle scuole 
Onde formar., un’idea dell* opera intera,»! potrebbe considerarla come compo- 
sta d. quattro parti. La prima comprenderebbe i primi sei libri, e si dividerebbe 
IO tre sezioni; cioè la dimostrazione delle propriett. delle figure piane trattala in 
una maniera suo, ut. e compresa nei libri I, II, III , IV; 1. teorrn Jélle pr" 
porzioni in generale, oggetto del libro V; e l'applicalione di questa teoria allo 
figure piane che forma la materia del VI libro. Ci faremo ora ad indicare ciò 
che piu particolarmente contiene ciascono di questi sei libri. 

Il primo espone le definizioni e i postulati che occorrono in tutta la geome- 

ì„* P iv n e'\ n"T e di P< T h ' d ' finili ° ni C,,e " " d °"° libri II, 

che’ non !bb Qu,Dd * dl < J uelle P'°P»'“ «>«•'• linee rette e dei triangoli 

et i II gnano dl alcuna considerazione particolare delle proprielH del cir- 

colo O d ' |e propoli si tr0f , ; n eMO |a celebre J' J. p ; ir 

S. vede in questo l.bro che Euclide non ammette in geometri, altro focc^r» 
mecamco che la descrizione di una linea retta d’indefinita lunghezza la comi 

"7 “ u *— *». . •. 

melria di Eucli I l * 7 g ! * ’ con, P a ”° *«0° • »°l> strumenti della geo- 

uclide, il che non è interamente esalto, a meno che non si avverta 

«•ZSifHrrPf- 

dotte oneste . .... adatto incerto da chi siano state inlro- 

“ T P 0 *'"^ in *^u\17e di 5ucTpr^S”hò 

u. illustre Italiano verso la fine del decorso secolo, quando tutti quelli che es 
sendos. da duemila anni applicati elio .Indio ,1.11 .. T 1 ' 1 " che es- 

ammiralo su quali ristrettissime b . J del . la « eome ' r,a ■»'«"<> ««"prò 

far vedere che per quanto limd tì f ^ appngf!,ale *»«• ,e •«« Eduzioni , il 
priraendone uno poto va usi ottener.^, 7 s\eT.?VJ,'^ D '^'”“1 ’ *",? 
Geometria del Comparso , pubbli..,. . Pari. Li .00^ L d“ ” ‘ " e " a “ ,a 
“ ruzioni geometriche fondamentali possono tutte effeUu’.r.!, seLTcTper'de.'er ' 

qu iT" d0 ' ,br ° ,r “ tU dei 1“ adrali « «W ™» a "go.i costruiti sulle parti nelle 
.ri! .M’. . ' ,nea apre ,a *'«<•« all’ applicazione della geome 

equivalente'ad mù -.3,“*. TZ"' U " T^°'° 

,, udizioni che soffre 1, teofem. di P i 1 a gora 00^0 a so ' che "h 

che r oo ° r" m ' • — - 

1 pentagono, I esagono e il pcnladeogono. 
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Il quinto libro tratta deli*' proporzioni in generale. È dubbio- se questa im- 
portante e difficile teoria appartenga ad Euclide o a qualche suo predecessore, 
ma è certo che collo stabilire delle definizioni egualmente applicabili alle quan- 
tità commensurabili ed alle incommensurabili Euclide ha evitato i tanti errori 
e le tante inesattezze che si commettono col premettere delle definizioni nume- 
riche a ragionamenti che si aggirano sopra quantità che non hanno un rapporto 
numerico esatto. La notazione algebrica ha però modernamente semplificato assai 
la teoria delle proporzioni. 

Il testo libro applica la teoria delle proporzioni alla geometria e tratta delle 
figure simili, di quelle figure cioè che differiscono unicamente nella grandezza 
e non nella forma. 

La seconda parte degli Elementi comprenderebbe i libri VII, Vili e IX, che 
sogliono esser chiamati aritmetici , perchè trattano delle proprietà generati dei 
numeri. 

Il primo di queali libri, cioè il VII degli Elementi, esamina la natura dei nu- 
meri primi, dimostra che il prodotlo di due numeri non varia moltiplicando il 
primo pel secondo o viceversa, insegna a trovare il massimo e il minimo cornei! 
divisore di due o più numeri dati, e fa vedere che tra più numeri che stanno 
tra loro in uno stesso rapporto i minimi sono primi tra loro. 

Il secondo contiene varie ricerche sui numeri primi ed alcune singolari pro- 
prietà della proporzioneidei numeri piani , solidi , quadrati , e cubi. Tratta pure 
dei ruedj proporzionali , ed insegna ad inserire, nei casi in coi ciò è possibile, 
due numeri interi medj proporzionali tra due interi dati. 

Il terzo continua le ricerche dei due precedenti , dimostra che vi c una quan- 
tità infinita di numeri primi, e dà la seguente regola per trovare i numeri per- 
Jetti. Si sommino tanti termini della serie i, a, $, 8, 16. .. . finché si giunga a 
formare un numero primo, e si moltiplichi il numero cosi trovato per 1' ultimo 
dei Icrmioi sommati : il prodotto sarà uo numero perfetto. Con questo metodo 
prendendo i primi due termini ai trova 6 per numero perfetto, prendendo i 
primi Ire si ha a8 che è pure un numero perfetto , dai primi cinque si ha 
< he graie della stessa proprietà, e cosi successivamente. 

La terza parte sarebbe formata del solo X libro, il quale comprende la teoria 
delle quantità incommensurabili , ed espone tulle quelle verità alle quali può 
giungersi colla sola geometria senza il soccorso dell’algebra. Il libro termina con 
sui’ ingegnora dimostrazione della incommensurabilità del rapporto Ira il lato 
di un quadralo e la sua diagonale, poiché fa vedere che per potere esprimere 
tale rapporto con due numeri bisognerebbe che uno di questi fosse nel tempo 
stesso pari e impari. Queste osservazioni aono molto più antiche di Euclide, poi- 
ché Platone, verso la fine del VII libro delle leggi, considera quelli che non 
hanno idea di questa incommensurabilità come immersi in una ignoranza pa- 
ragonabile a quella degli animali. Il prof. Flauti pensa che i quattro libri pre- 
a-edenti non appartenessero agli Elementi , ma formassero invece un' opera sepa- 
rala e distinta che si spiegava prima della geometria o insieme con elsa ; le materie 
infatti che vi sono trattate e la loro indipendenza da quelle degli altri libri ren- 
dono plausibile tale opinione. 

La quarta parte finalmente si coimporrebbe degli ultimi cinque libri che trat- 
tano de' piani e de' solidi. 

Il libro XI stabilisce le definizioni della geometria solida, vale a dire di qnella 
parie di geomelria che considera le lince in differenti piani-e nei solidi, e quiudi 
procede a parlare delle intersezioni dei piani e delle proprietà dei parallelepi- 
pedi. 

Il libro XU traila dei prismi, dei cilindri, delle piramidi e dei coui, e rop- 
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porlo ad cui dimostri propri*!! analoghe a quelle esposte nel primo e •ril'i 
Itbro rapporto ai triangoli. Vi ai tiimoalra egualmeote che i circoli alanoo Ira 
loro come i quadrali dei loro diametri , e le afere come i culti dei loro diarar- 
ali ; ed è in quella occasione che per la prima voi ta ai trota tallo uio in EucliJe 
del famoao Metodo di Etaustione , che inaiente colla teoria delle proponimi! 
forma le parie più inlereaaante dell’ opera. L’ unico modo di ragionare intorno 
alla lunghetta, all’area, e alla aolidil! delle linee e tu per fi eie curve ai riduce a 
conaiderare le proprietà dei poligoni interini, che coH’aucnentare sufficienlrmeole 
il numero dei loro lati poaaono farai avvicinare quanto ci piace alla linea o su- 
perficie curva. Ha poiché il rigore geometrico non ai contenta di una diramtra- 
aioue la quale faccia vedere che una propoaixione ai accoata alle verità quanto ai 
piace, « non permette che ai concluda che una linea è eguale ad un’altra perche 
|a loro differenza è piccola quanto ai vuole, Euclide (o alcuna de’ aooi pradeces- 
aori, ma più probabilmente Euclide, ae dobbiamo giudicarne dall* indole delie lue 
acoperte ) inventò il metodo di eaauatione, che può conaidererai come comprato 
pelle due aeguenti propoaizioni. > . • ■ 

L Se da A ai toglie la aua metà , e dal reato ai toglie egnalmente la aua metà, 
e eoa) successivamente , il reato dovrà ridurti in fine minore di B, estendo B una 
grandezza qualunque piccoliiiima della ficaia specie di A. Questa proposizione ai 
dimoatra facilmente, ed è egualmente vera ae la parte che ai toglie volta per volta 
t più della metà. 

(I. Siano P e Q due quantità qualunque, ambedue della sleale specie, ed ab- 
biasi una serie di altre qusutità X,, X,, X s , . . ». ., le quali .ai approisimino 
sempre più a P, in modo che una qualunque di esse, per esempio X„, differi- 
sra da P meno della metà di quello che ne differisce la sua precedente X„.,. 
Sia,Y,, T,, T, un’ altre serie di quantità simili rapporto a Q, ed il rap- 

porto di X, a Y, , di X a a Tf„ ec. , sia tempre lo Slatto ed eguale a quello di 
i i B; donde resulta che ae X, è maggiore di P, anco Y, è maggiore di Q, 
e viceversa. Ciò posto, ti avrà necessariamente la proporzione: P : Q : : A : B. 
Infetti, supponendo X,, X a ..... minori di P, e cosi anco Y,, Y s ,i. . . mi- 
nori di Q, ae A non sta a B come P a Q, A starà a B come P sta ad un’al- 
tra quantità S più grande o più piccola di Q. Supponiamo primieramente che 
S sia minore di Q. Allora, in forza della proposizione I, ti potrà trovare alcuna 

delle quantità della serie Y, , Y„ , per esempio Y«, che ti approssimi a 

Q più di S, e aia cosà più grande di S. Allora, siccome X„ sta ad Y„ come A 
a B, vale adira come f sd S, coti si avrà egualmente: X. : Y„ : : P : S, ossia : 
X„ : P :: Y. : S. Da quest’ ultima proporzione zi rileva che essendo X„ minora 
di P, anco Y„ deve esser minora di S; ma di sopra abbiamo supposto che T, 
fosse maggiore di S, dunque è falso che A stia a B come P ad una quantità minora 
di Q. E nemmeno A può stare a B come P ad nna quantità maggiore di Q, per 
esempio R ; poiché allora avendosi R : P : : B : A , se si pone la proporzione : 
R : P :•! Q : T, ostia R : Q :: P : T, nella quale ai vede che estendo R mag- 
giore di Q anco P deve estere maggiore di T , se ne trarrà I’ Zltra proporzione 
B : A : : Q : T, vale a dire che B sta ad A come Q ad una quantità minore di 
P, il che é stato dimostrato impossibile col ragionamento del caso precedente. Per 
conseguenza A non può stara a B come P ad una quantità maggiore o minare 
di Q ; dunque A sta a B come P a Q. Siano ora P e Q due circoli , A e B i 
quadrati dei loro diametri, X, e Y, i quadrati iscritti, X, e Y a gli ottagoni 
regolari parimente iscritti, X, e Y, le figura regolari di sedici lati iscritte, ec. ; 
II metodo di’ ragionare tenuto di sopra conduce a dimostrare che i circoli stanno 
fia loro come i quadrati dei loro diametri. 

Il libro XIII , I* ultimo di quelli scritti da Euclide, applica alcuni dei restii* 
Vi a. di Mot. l'ol. IP. à 7 
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tali dal decimo libro ai lati dalle figure regolari, ed insegna a descrivere i cin- 
que corpi regolari. 

I libri XIV e XV, attribuiti ad Ipsicle di Alessandria, trattano interamente delle 
proporzioni relaliee dei ciuque solidi regolari e della loro inacrixioue l'uno den- 
tro Pallio. 

Nessun libro scientifico ha mai ottenuto un successo comparabile con quello 
degli Elementi di Euclide. Sono essi stati insegnati esplusirameole per parecchi 
«scoli in tutte le scuole di matematiche, e sono anche oggidì tenuti in Inghil- 
terra come un libro classico in tutte le università di quel regno. Si sono fatti 
dirersi rimproveri a quest'opera, della quale però non si sono potuti negare i 
sommi pregj. Si é riconosciuto ebe essa manca di quell' ordine che facendo na- 
scere per quanto è possibile le proposizioni le une dalle altre pone in evidenza 
le anniogie che le legano, solleva la memoria e prepara lo spirito alla ricerca 
della verità. Si 4 trovalo che le dunosi razioni sono talvolta troppo lunghe,' in- 
diretta e intralciale, e che i principianti con difficoltà tengono loro dietro. Ha 
è forse questa una conseguenza necessaria del metodo rigoroso sanzionato dal- 
1 ' unanime consenso degli antichi geometri ed al quale si è conformato Euclide. 
Senza dubbio si è avuto ragione nei trattati moderni elementari di rendere la 
•cienza più accessibile, ma quale prezioso avanzo dell'antichità, come una dqlle 
opere di acienza che il tempo ha meno ridotto inferiori alle attuali cognizioni, 
gli Elementi di Euclide saranno sempre nel primo grado delle opere di ma tema- 
tiche. 

La celebrità di Euclide ha senza dubbio per base il libro degli Elementi ; 
ma questo gran geometra non si è limitato sd aprire ai principianti le vie della 
apienza e a stabilire su basi inoppugnabili le sue verità fondamentali ; egli ha sa- 
puto egualmente dilatarne i confini. Ha cqmposto un librq intitolato: Dei finti, 
che è il «aggio il più importante che ci sia rimasto dell'analisi geometrica dei 
Greci. Prima che il risultato delle soluzione di un problema proposto aia stelo 
trpvato, occorre conoscere se le data ipotesi sia sufficiente a determinarlo. L’ap- 
plicazione dell'algebra alla geometria serve a due cose; fa conoscere se possano 
dalerminarsi uno o più limitali risalitoli , ed insegna a determinare questi risul- 
tati. Ha in geometria è possibile che venga proposta sotlp una forma determi- 
nala una questione che sia realmente indeterminata, ed inoltre i metodi geo- 
metrici che danno una risposta non danno i mezzi per accertarsi se la risposta 
in tal modo ottenuta sia la sola di cui il problema sia auscettibile. Cosi, per qoo 
non pratico della geometria , le due seguenti questioni sembrano ammettere una 
futa determinata risposta: i.° Essendo data l'area di un parallelogrammo e 
la ragione de' tuoi lati , trovare la lunghetta di questi lati ; a.* Essendo data 
l'area di un parallelogramma, la ragione de' suoi lati ed uno de' suoi angoli , 
provare la lunghetta dei lati. La prima questione ammette un numero infinito 
di soluzioni e la aecooda non oc dà che uua sola, o, seguendo il linguaggio di 
Euclide, se è data l'area, il rapporto dei lati ed un angolo del parallelogrammo, 
anco i lati sono dati. Lo stesso metodo col quale dimostra che i- lati aou dgti 
serve pure a trovarli ; cosicché i Dati di Euclide possono considerarsi come una 
raccolta di problemi geometrici, nei quali 1’ attenzione dei lettore é richiamata 
piuttosto alla questione della sufficienza o insufficenza dell’ipotesi a somministrare 
un resultato, che al metodo di ottenere il resultalo stesso. Quest' opera è stata 
pubblicata da Hardy eoo questo titolo: Euclidis Data, Claudius Hardy grasce 
mine primum «didii, latine vertit , scholiis illustravi! ; adjectus est Marini 
philosophi commentario, graece et latine, Parigi, i 6 a 5 , in- 4 - Venne compen- 
diata in latino da Barrow che pubblicò il suo latoro a Cambridge nel 167!), e 
Giovanni Cristoforo Schwab la tradusse in tedesco, vi aggiunse nuovi problemi, 
e la diade iu luce a Stutlgard nel 1780, in-8. 



' Si attribuisce ad Euclide uno irrido intitolato : Liber de Divisionibns , che 
tratta della divisione dei poligoni, e di cui non si conosce che una r eri ione latina : 
tale libro, che forse potrebbe altro non estere che la traduzione di un’opera ilei 
geometra arabo Mohammed di Bagdad, ha creduto Giovanni Dee che appartenga 
ad Euclide perché questi, secondo ciò che si legge in Proclo , ascia scritto su 
tale argomento-, ina ognun tede su qual dettole fondamento riposa siffatta opi- 
nione. Quest’ opera sì legge in fine dell’ edizione di Euclide pubblicata da Gre- 
gory, insieme ad un frammento intitolato: De levi et ponderoto } di cui «'ignora 
I’ autore e che non è di nessun pregio. 

Dietro quello che narra Proclo, Euclide ateta scritto sulla musicai è perciò 
rhe si dicono di lui due libri intitolati : Seetio Canonie , e Introducila bar ma- 
nica. Ma il primo di questi trattati è una confutazione geometrici dei principi 
stabiliti nel secondo, il che rende improbabile ebe Euclide gli abbia scritti am- 
bedue. Di tali trattati citeremo le appresso edizioni: I Euclidit Rudimento mu- 
sicete graece' et latine excusa , J. Pena interprete , Parigi, i55y, in-4; Il E fe- 
ci idi s Introducilo harmonica, graece , ere., Meibomiits venite ac notis explicavit , 
negli Antiqui Musicar Scriptores Vile Amsterdam, )65a , in-4- Il libro dell* 
musica di Euclide era stato dato in luce, tradotto in francese, da Korcadel , Pa- 
rigi , t5GG, in- 8. 

Quantunque corrotto dal tempo , i indubitatamente di Euclide il libro intitolato 
Phoenomcna , che contiene 1’ esposizione delle apparenze astronomiche prodotto 
dal movimento attribuito alla sfera celeste, e che si ricongiange cosi al libru De 
Spkaera mobili di Autolico. Quest’ opera dì Euclide, che trovasi menzionala in 
Pappo e in Eitopone, è stata tradotta in latino e pubblicata col seguente titolo; 
Euclidis Phoenomena post Zamberti et Maflrolyci editionem illustrata et in 
latinum conversa a Jos. Auria, Roma, i5()i , in-4. 

' Proclo e Marino nella prefazione ai Dati attribuiscono ad Euclide i due libri: 
Opticà et Catoptrica , o piuttosto dicono che scrivesse dei libri su questo sog- 
gettò. Savile , Gregory ed altri dubitano che i libri che con questo titolo sono 
giunti fino a noi siano quelli di Euclide, perchè Pappo, il quale dimostra parec- 
chie proposizioni di ottica e di astronomia , e trattando di quest' ultima scienza 
rammenta i Fenomeni di Euclide ,non fa menzione della sua Ottica trattando della 
prima, e perchè in queste opere s’ incontrano non pochi errori che Euclide non po- 
teva commettere. Nel primo di questi libri si dimostrano alcune relazioni sulla 
grandezza apparente degli oggetti, e si fa vedere come possa misurarsi un'altezza 
ignota per mòzzo della legge della reflessione della luce. Nel secondo si espone 
una teoria assai imperfetta degli specchi convessi e concavi. Sono stati pubblicali 
in greco e in latino col seguente titolo: Euclidis Optica et Catoptrica, graece 
cnm latina interpretatione J. Penae , Parigi, i55y , in-4; e •» sola traduzione 
latina, ivi, 1604, in-4- 

Euclide aveva scritto ancora le seguenti opere, che sono andate perdute : Fal- 
laciarum liber \ Conicorum liber ; Locar um ad superjìcitm libri ; Porismn- 
tum liber. La prima di queste rammentata da Proclo avea per oggetto di iitra- 
dare al ragionamento geometrico, ed è senza dubbio una delle opere greche di 
cui debba maggiormente rincrescere la perdita, perchè se fosse giunta fino a noi, 
gli studiosi delle matematiche non ti applicherebbero direttamente agli Elementi, 
senta essersi prima esercitati ad un modo esalto e rigoroso di ragionare. La se- 
conda si attribuisce da Pappo ad Eoclide, quantunque il silenzio di Proclo dia 
luogo a dubitarne. Pappo, che sempre si mostra avverso ad Apollonio, dice che 
questi molto si appropriò di tale opera per comporre i suoi libri delle Setioni 
coniche. La terza , che è menzionata da Pappo, conteneva probabilmente molti 
problemi da rirolversi nello spazio, e costituiva forse un ramo di geometria molto 
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simile «i I l.i infeltrita geometria deferiti iva. Dell* ultima non si conosce con preci-* 
sione qual fosse la materia; ma Roberto Sirapson sulla incerta scorta di quanto 
ne hanno detto Pappo e Proclo ne ha (atta una resti luxione che legge»» nelle sur 
Opera quaedam reliqua , Glasgow, 177(1, in-4* 

Passando finalmente a parlare dei latori falli in diversi tempi sugli Elementi . 
diremo che non vi è opera sulla quale come su di essi siansi con tanto studio 
applicati i dotti. Dopo gli antichi conienti di Teone e di Proclo, sono siali illu- 
strali, imitali, e annotati dai geometri più valenti di tutte le nazioni. Numeroso 
ne sono le versioni in tulle le lingue dei popoli civilizzati, e basterà il rammen- 
tare che nel secolo deciinoseUimo i gesuiti missionari della China gli tradussero 
in tartaro per uso dell' imperatole Kang-Hy , che non si -«aliava di ammirare 
l'esattezza delle dimostrazioni rhc contengono. Una notizia completa dei coment» 
e delle edizioni che ne sono state fatte sarebbe senza dubbio un lavoro dei più 
curiosi e dei più interessanti della bibliografia matematica, ma oltrepasserebbe 
di troppo i ristretti confini che ci sono imposti; perciò ci contenteremo di ac- 
cennare le edizioni e traduzioni più antiche e più notabili di quest' opera im- 
mortale, non meno che i conienti più stimali di cui è essa stata I' oggetto. 

Nel comparvero la prima volta per mezzo della stampa gli Elementi di 

Euclide tradotti in latino sopra una versione araba: ecco il titolo di questa edi- 
zione: Prue clar iss im us liber Elementorum Euclidis perspicacissimi in ar- 
letn geometriae , incipit qutim forile issi me , e infine si legge: Opus Elementorum 
Euclidis Megarcnsis in geometriam artem. In id quoque Campani perspica- 
cissimi commcntationes fi ni uni. Erhardus Ratdolt Augustensis , impressor 
solertissimus , Vcnetiis impressiti anno salutis MCCCCLXXX/I Oc/, ha'. 
Junii. Lector vale. Un tal libro fu in seguilo ristampato in Ulma nel i486 e 
poi nel 1491 a Vicenza presso i soci stampatori Leonardo di Basilea e Gugliel- 
mo di Pavia. Questa traduzione sebbene attribuita a Campano è più probabile 
«he sia quella falla da Alelardo o Ade lardo monaco di Balh, che viveva sotto 
Enrico I «l'Inghilterra verso l'anno ii5o. Infatti Campano non vi è rammentalo 
esplicitamente come traduttore, e di più nella libreria bodlejana di Londra esi- 
ste un manoscritto che è espressamente cosi intitolato: Euclidis etc. ex versione 
Ade/ardi de Arabico y una curri commento Magi stri Campani Aocariensis. A 
chiunque peraltro appartenga siffatta traduzione , è certo che eseguita sopra una 
cattiva versione araba contiene non pochi Jifclli, cui le non «lispregevoli note 
del Campano non bastano a compensare. Pure di essa dovette farsi uso fuuhè sul 
principio del XVI secolo, ritrovatosi l'originale greco, vennero sul medesimo di 
nuovo e ripetutamente tradotti gli Elementi Di tali versioni la prima è quella 
del veneziano Bartoiomroeo Zambcrli che unitamente alle altre opere di Euclide 
parimente voltale in latino comparve col seguente titolo: Euclidis Elemento- 
rum libri XIII cum expositionc Theonis , quibus etiam nonnulla ab ilio phi- 
losop/to structa /tuberie ad j ancia , deputatimi scilicet librata XII'. Itidemque % 
Phot- notti e na , Catoptrica , Perspectiva et Data cum expositione Pappi « Portò. 
Lamberto interprete , Venezia, i5o5, in-fol.; ristampata successi varoenle pi ia 
volle a Basilea da Giovanni Ervagio negli anni «53^ ^ 15)6, 1 55® Il testo greco 
però non venne io luce che nel i533 coll' appresso titolo: E xiirìov ctoi/iuv j 
tifi» u , seu Euclidis Elemento , graece , cum expositione Theonis et Prodi 
in cumdem, cura Simonis Gry no ei , Basilea, in-fol. presso Gio. Ervagio. Altro 
versioni latine furono in seguito pubblicale da Paccioli, da Giacomo Eaber e da 
Michele Pontano, che non sono peiò «la considerarsi che come revisioni di quella di 
Zambcrli «> dell 1 altra attribuita a Campano. La verdone italiana Gita <|» Niccolò 
Tartaglia comparve per la prima volta nel *543 col titolo «li Euclide Meguren - 
te philosophOf solo introduttore delle scientie mathematiche , diligentemente 
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rat, et, aro e all', a, egri, à ricotto secondo Ir due traduzioni (.li Campano e .li 
/amberli ) per Niccolò Tortai «, B risciano, Venezia, presso Ruffinelli. io-fol ri- 
•l.mp. 1 . po, pii. *ol(e nel .5«, , 545 , .565, ec. Questo lavoro, che Jir potreb- 
he.. piuttosto un. p.r.fr..i, non nona di pregio, ma b. il difetto di essere 
seni lo in una lingua assai scorretta. 

Tralasciando pertanto di parlare della Iradujione latina di Foiz-Candale che 
Anginose al testo un aedire..mo libro .ul rapporto delle figure regolari insèrille 
,l ' di Angiolo Caiani, Roma, , 545 , e di alfre .emoni li 

gue len.je._in.no interessanti, dobbiamo rammentar, come degne di somma lode 
quelle del Commandino e del Cla.io. Il primo, cocitore profondo dell, lingua 
grer., dotto matematico, e instancabile nel lavoro, ai applicò con studio indefesso 
" U,lno * d ''lustrare con noie gli Elementi, cui pubblicò col titolo di 

Enehdi, Elementorum libri X F, una rum sci, olii, antiqui, a Federico Com- 
mendino Urbinate ,n lalinum converti , commentarti, quibusdam illustrali, 
eaaro, i5 7 a, in fol; questa classica versione, la migliore che ancora si abbia del 
greco geometra, ha giustamente prevalso su tulle le altre: lo stesso Commandino 

\Z "2 ET m k T U :"° ,S,0r0 ’ ma *-r«- » «'bino «el 

.5,5 in -fol., non ha . medesimo merito di quell. Ialina. Poco dopo .lei Com- 

mand iio cioè ne! ,5,4. Cristoforo Cavi», versatissimo nelle materna, i- 

he Indù,,, di nuovo e pnbhl.co in Roma i tredici libri di Euclide insieme .1 
commini- ìf, * * M F “*-C»ndale. Questa versione arricchita di 

ZZT, E, T °"Tz roe ^° * Pi * ni di U,ili ” ime * intitolata: 

f chdis Elementorum libri X FI , demonstrationibus accora, isque sci, olii, 
Uln.trati , auctore Cr, stop,, oro Clovio , Roma, ,5 7 4 , i „-8 , a voi. 

unlTrn 77 2.''“”*'? d *" e **"*'»"' di Euclide che non contengono « non 

I .7 d ,. g E J'r n “ ’ ° Che P re,en,lno sotto altra forma compendiati e 

P." delle scuole. Ecco le principali: I Euclide, restila, u^eu prLa 

geometnae elemento faci, us con, ex, a. Pi», ,658, in- 4 . Il Borelli, cui è dm 
m a quest, edizione , esondo., «cinto a trallare in diverso modo da quello te- 
outo da Euclide la teoria delle proporzioni , estese poi il suo lavoro al resto 
degl. Elementi, che a sua post, riordinò e divi» in none libri. Ma l’opera dM 

d 7 ro\Lrrr \r > 'I' , r° cer,a,nenle ■* P'> «-“» del rigore nè per quello 
dell ordine. II Eucl.JI, Elementorum libri XF brevi, er e, succine e demon- 
tica,,, opera 1. Barro», Cambridge, .655, in- 8 . L’editore ha ristretto le dimo. 

a„n ahbre ’ i * ,i < «i» -sii da Oughtred (Fedi Han- 
aon), IH rlnnlysis geometria ,ex librorum Euclidi, primi e, quinti farla 
a Còri, nano Berlino , rei, qua una cum commentarli, e, sci, olii, perbrevibus 
", eosdem sex ^rosgeometr.cos a Cunrodo Dasypodio, prò sc/.ola Argenti- 
S , r ' 1lb 1 " r? °’ ,5CG ’ È questa una curiosili letteraria: il testo di Eu- 

*.!" * è . 77I? * d,0 * l " ni ’ 11 che rome pu* supporsi non ahbrevia punto le 

dimnslranuni' Fedi Dasveooius). IV Gli Elementi piani e solidi di Eucl.de 
tradotti , spiegati ed illustrati, e il quinto libro delle proporzioni, Firenze , 

' ’ 9 °.’ a voi., m-ia. Questo lavoro del celebre matematico italiano Vincenzo Vi- 
via,,, contiene, oltre i primi sei libri e l’XI e XII di Eucl.de, un nuovo di- 
steso del V libro, che era stalo separatamente stampalo nel i 6 7 4 con qneslo ti- 
tolo: Quinto libro degli Elementi di Euclide , ovvero Scienza universale delle 
proporzioni spiegata colla dottrina di Galileo, Firenze, in- 4 . V Elementi geo- 
metrie, pian, e solidi tradotti ed illustrali, Firenze, i 7 3i, in- 8 . Questa espo- 
sizione de. primi se, libri e degli ultimi Ire di Euclide fatta dal P. Guido Grandi 
lavoro di moli, .crurale,,., ed è siri, per mollo tempo il libro clanico sue... 
insegnava', in Italia la geometria. VI Elementorum Euelidis libri XF.ud 
grate, conlextut fidem recensiti , et ad usua, tyronum accomodati , eden,. 
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H ae r manti , Lipsia, 17691 in 8. 1 / editore ha stretto lo Stile delle di mostrai ioni, 
impietrato alcuni segni abbreviativi ed aggiunto alcune proporzioni distinte con 
fin segno particolare. VII Eudidis Elementorum libri priore* Jex, itèm unde - 
cimiti et duodecimus , ex versione Federici Coni marni ini , sublatis iis (pub ut 
olirti libri hi a Theone aliitve vitinti sant , et quibusdarn demonstationibus 
restitutis a Roberto Simson , Glasgow , lyùC , in- 4 * In questa edizione il geo- 
metra inglese, dopo aver dimostrato che il testo di Euclide è stato guastato iu 
molti looghi , ha cercato di renderlo alla vera lezione correggendo secondo la 
mente dell'antico geometra 1 difetti che vi s 1 incontrano, e che erano già stati 
prima di lui rilevali dal Commendino e dal Clavio. Questa opera tradotta dallo 
stesso autore in inglese e ristampata a Edimburgo nel 1775 insieme a un trat- 
tato di trigonometria piana e sferica e con un' eposiiione del libro dei Dati è di- 
venuta il libro classico di geometria nelle Università d'Inghilterra. VIU Gli Rie • 
menti di geometria di Euclide emendati in qu e 1 luoghi , in cui una volta furo- 
no viziati da Teone y o da altri ; e ne' quali sono restituite alcune definizioni , 
e dimostrazioni dello stesso Euclide da F. Flauti , Napoli , 1810, in-8 ; ivi, 
1827, in-8, il 1 edi». L'editore con savio accorgimento e giudiziosa critica appro- 
fittando dei lavori fatti prima di Ibi ha corretto e restituito nella primitiva in- 
tegrità i primi sei libri e gli ultimi tre degli Elementi. Ha preso per guida la 
versione del Commandino confrontandola a pasto a passo col testo greco , e in 
dotte Note critiche e geometriche rende ragione delle differenze che vi sono 
tra la sua esposizione e il testo greco , rilevando ancora dove ha seguito I' opi- 
nione dei precedenti espositori e dove ha creduto di doversene allontanare. 

Le opere compiute di Euclide sono state piu volte stampate: ercone le prin- 
cipali edizioni] I Eucìidis Elemeniorum libri X///; ec. Itidem Phoenomenn , 
Catoptrica , ec., Barth Zamberto interprete , Venezia, i 5 o 5 , in-fol ; di questa 
edizione abbiamo parlato precedentemente; Il Eucìidis Opera omnia , graece , 
tum scholiis grnecis , Basilea , i 539, in-fol.; Ili Eudidis Opera , graece , cum 
Theonis expositione , cura Simonis Qrynaei , Basilea , i 53 o , in-fol. ; IV Eu- 
clidi* quae sapersunt omnia , ex recensione Davidis Gr ego rii , graece et la- 
tine , Oxford , 1703 , in-fol.: è questa la migliore edizione delle opere del greco 
geometra; V Les Oeuvres d' Euclide en grec s latin , et francate y d' après un 
manuscrit très ancien , qui dtait resté inconnn jusquà nos jours % traduits par 
Peyrard , Parigi, 1814*17-18, 3 voi. in- 4 - Questa edizione è stata fatta sopra 
parecchi manoscritti che Monge‘ave\a spediti da Roma a Parigi, fra i quali havveoe 
uno che offre varianti interessantissime nel testo, e che l'editore pensa che sia 
il più antico di tutti nè mai sia stato consultato. E stalo però rimproverato a 
Peyrard di avere usato di poca critica nella scelta delle lezioni e di non aver 
tratto dai preziosi materiali che erano a sua disposizione tutto quell 1 utile che 
poteva ricavarsene. 

Chi poi desiderasse di aver notizie più estese intorno ad Euclide ed ai suoi 
aeritti potrà consultare: Moalncla, Histoire des mathèmatiques , Parigi, 1799, 
4 vai, in- 4 ; Heilbronner, ff istoria matheseos universae , Lipsia 1742* in- 4 ; 
Bose de Wittemberg , Schediasma litterarium ec. de variis Eudidis editioni - 
bus , Lipsia, 1784* in- 4 ; Murbard , Biblioteca matematica (in tedesco), Lipvia , 
1797-S805, 5 voi. in-8; l'articolo Geometry della Penny Cydopaedia\ ed un 
elaboratissimo discorso premesso dal prof. Flauti alla aoa edizione degli Ele- 
menti di Euclide. 

EUCTEMONE, astronomo ateniese, viveva circa ( 3 a anni avanti Gesù Cristo. Era 
contemporaneo ed amico di Metone, inventore del ciclo lunare di 19 anni, cono- 
sciuto pure sotto il nomedi Numero aureo. Corresse i tempi assegnati da Esiodo, 
da Talete e da alcuui altri al tramonto cosmico delle l’icjsdi, eh 1 ei posa {8 giorni 
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dopo l'equinozio di autunno, come ne fissò egualmente il levare a 4# giorni 
dppo 1' equinozio di primavera, secondochè narra Plinio. Euctcmone e Melone 
osservarono insieme alcuni solatii) di cui parla ToIoroeQ; ma quelle osservazioni, 
al sommo incerte per la natura loro e specialmente coi mezzi che si avevano al- 
lora, non potevano ispirare che poca fiducia, e Tolomeo , citandole, confessa di 
non aver potuto trarne nessuna conseguenza, su cui si possa contare. Si diceche 
Euctemone osservò pure nella Tracia e nelle Cidadi. 

EU DOSSO, figlio di Aschine , astronomo e geometra celebre dell* antichità , nacque 
a Gnido, verso la fine del secolo V avanti G. G. Fu uno dei discepoli più di- 
stinti della scuola di Platone, ed ebbe una parte attivissima nei lavori geome- 
trici che 1' illustrarono. Il suo nome trovasi spesso rammentato dai comcntalori 
e dai matematici di Alessandria nell'occasione del famoso problema delle media 
proporzionali. Eratostene, in ano dei frammenti delle sue opere che sono giunti 
fino a noi, parla con lode della soluzione di questo problema proposta da Eudosso. 
E vero che tale opinione è conlradetta da Eutocio, il quale non ha però creduto 
di dovere esporre la soluzione da lui criticata, talché ci mancano oggi i princi- 
palifelemcnti per decidere tra questi due geometri. Ciò non ostante è certo che 
Eudosso deve essere annoverato fra i contemporanei e i discepoli di Platone che 
maggiormente contribuirono ai progressi della geometria. Coltivò la teoria delle 
sezioni coniche con tanto successo da essergli stata in seguito attribuita l'inven- 
zione stessa di queste curve, delle quali fece uso per risolvere il problema della 
duplicazione del cubo. Finalmente 1' autorevole testimonianza di Archimede non 
lascia dubbio veruno sull'importanza e sul valore dei lavori geometrici di Eudosso. 
Nel suo trattato De Sphacra et Cylindro , l'illustre matematico di Siracusa in- 
dica Eudosso come l'autore della misura della piramide e del cono, e ce lo pre- 
senta come particolarmente applicato allo studio dei solidi. Alcuni autori, e tra 
gli altri Teone di Smirne , gli attribuiscono 1* invenzione della teoria delle pro- 
porzioni esposta nel quinto libro di Euclide. Ala è soprattutto come astronomo 
ebe Eudosso venne in somma celebrità. 

Seneca e Cicerone attribuiscono al lungo soggiorno che fece in Egitto il filo- 
sofo di Gnido le molle cognizioni che dimostrò in tale scienza. Seneca ( Qaesf . 
nat. t. y) suppone anzi che ne portasse la teoria dei moti dei cinque pianeti ai 
quali i Greci non avevano ancora posto mente in quell'epoca; ma tale opinione 
sembra erronea, poiché, varj secoli dopo, Ipparco mancava di osservazioni per stabi- 
lire questa teoria che i Greci ancora non conoscevano. A detta di Tolomeo, Eudosso 
aveva fatto parecchie osservazioni in Sicilia e in Asia, ed aveva notalo i giorni in 
cui le diverse stelle si levano e tramontano; e alcuni scrittori ailermano che 
compose per varj anni delle effemeridi, che goderono di tanta reputazione in Gre- 
cia da esserne ordinata l'affissione nei luoghi pubblici, come nel pritaneo di Alene. 
Plinio dice che recò dall' Egitto una cognizione più approssimala della lunghezza 
dell' anno , al quale dava 365 giorni e un quarto, che è la durata medesima che 
in seguito suppose Giulio Cesare, o piuttosto l'astronomo Sosigene, istituendo il 
calendario giuliano. Lucano fa dire a Cesare che questo calendario non è inferiore 
in nulla a quello di Eudosso: 

Aec me us Eudoxi vincetur fastibus annui. 

Archimede ci fa conoscere che Eudosso credeva il diametro del sole nove volte 
maggiore di quello della luna. Vitruvio gli attribuisce il quadrante, che era chia- 
mato il Ragno , forse a motivo del gran numero di archi o di linee che vi si 
tagliano. Inventò pure o almeno perfezionò il periodo di otto anni conosciuto in 
Grecia col nome di Ottaetcride. Gli si attribuisce egualmente una ipotesi fisico- 
* astronomica che gli astronomi moderni hanno per avventura criticalo con una 
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severità troppo minuziose- Onde «piegare i ili versi mori menti apparenti del iole, 
dei pianeti e delle stelle, arerà immaginalo varie sfere solide incassate te une 
nelle altra, le quali morevansi secondo diverte leggi: ne dava tre al sole, altret- 
tante alla luna, e quattro a ciascuno dei pianeti, il che formava un insieme di 
ventisei sfere. Nulla certamente di più assurdo ili questo sistema, ma io un'epoca 
in cui il moto della terre eri' sconosciuto, Eudosso rese un gran servigio alla 
scienza astronomica procurando di applicarle delle dimostrazioni fisiche: e in ogni 
raso egli è bene scusabile se si considera che la sua ipotesi fu accolta con aia- 
minzione dalla scuola peripatetica, la quale aggiunse altre trenta sfere a quelle da 
lui giudicate sufficienti. 

Delle parecchie opere che trera scritte sulla geometria e sull' astronomia non 
ve ne sono che tre i cui nomi siano fino a noi pervenuti. La prima aveva per 
titolo il Periodo (o giro) della terra, la seconda i Fenomeni , e la terza lo 
Specchio, che era una descrizione delle costellazioni. Le ultime due hanno ser- 
vito ad Arato per comporre il suo poema, lpparco, ne’snui commenti sopra Arato, 
«è ha conservato parecchi frammenti dei Fenomeni e dello Specchio , donde ri- 
aulta che questo poeta non era in modo alcuno astronomo, e non ha fatto che 
mettere in versi le idee, e spesso le stesse espressioni di Eudosus. Molto tempo 
dupo Eudosso, si mostrerà ancora agii stranieri che visitavano Guido la torre che ave- 
va fatta costruire per osservare il giro degli astri, e da cui aveva veduta la bella 
atella della costellazione australe della Nave, conosciuta sotto il nome di Canopo. 
Mori verso I 1 enuo 35o avanti G. C. , in età assai avanzila e dopo avere svulo 
la gloria di essere stalo il legislature della sua patria - 

EUGENIO, o Eugenio* Buujiiis, dotto prelato greco, viene considerato dalla sua 
nazione come uno di quelli che nel secolo passato contribuirono maggiormente a 
far risorgere nella Grecia il gusto delle lettere e delle scienze- Nacque a Corfù 
nel 1716 e mori net 1806 a Pietroburgo, dove era stalo chiamato dall'imperatrice 
Caterine |I. Dei numerosi suoi scritti non citeremo che l'opuscolo intitolalo: Oc- 
chiata di confronto ai tre sistemi di astronomia , Venezia, in-4, e le sue tra- 
duzioni in greco degli Elementi di matematiche di Segner, Lipsia, 1763, in-8, 
• degli Elementi di geometria del P. Tacque! colle Jfo/e di Whiston, Vienna, 
1804 , in-4- 

E ULERO (Liotuanq). Il nome di questo illustre geometra deve per sempre bril- 
lare nei fatti della scienza dopo i nomi gloriosi di Descartes , di Leibnitz, di 
Newton. Eulero infatti fu uno di quegl'ingegni cui la superiorità dal sapere chia- 
ma a condurre l'umanità in nuovi e grandi aentieri, e che congiungono l' au- 
torità della acieuza con una filosofia elevata e colla pratica delle più nobili virtù. 
Le <ue opere abbracciano per coti dire nel loro insieme tutti i diversi rami delle 
matematiche, in ognuno dei quali segnano la produzione d'importanti scoperte 
o almeno di notabilissimi progressi : noi ne indicheremo i caratteri generali. La sua 
vita, senza essere stata agi lata dalle passioni, senza essere stala turbala da grandi 
sventure, non fu nondimeno sempre pacifica: cì faremo a raccontarne le princi- 
pali circostanze. 

Leonardo Eulero nacque > Basilea il i5 Aprile 1707; suo padre Piolo Eulero, eletto 
nel 1708 pastore di Riecben , fu il suo primo maestro. Avendo egli stesso studiato 
le matematiche sotto Giacomo Bernoolli, pose ogni rara a sviluppare nel suo gio- 
vane discepolo gli alti principj di morale che purificano la mente, nel tempo stesso 
rhe si diede ad esercilare la sua intelligenza collo studio di una scienza, senza la 
quale è impossibile elevarsi alla cognizione reale e indubitata di alcuna verità. Il 
giovane Eulero era destinato dal padre al ministero evangelico, ma questi rioun- 
»ìòa lei proponimento quando all' università di Basilea suo figlio si distiose per 
la sua applicazione e per le sue felici disposizioni che di buou'ora gli gusdagna- 
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rnuo I amicizia di Daniele e di Niccolò Bernoulli, discepoli ed emuli già di Giovanni 
B.ruoulli, illustre loro padre. £ nolo che nel 1727, in età di soli 19 anni, Eulero 
«•Henne un accessit per una memoria sull' alberatura dei vascelli , argomento 
proposto al concorso dall' Accademia delle Scienze di Parigi. Il premio fu otte- 
nuto da Bouguer, geometra distinto di quel tempo e che da dieci anni eserci- 
ta»» le funzioni di professore d* idrografia in una città marittima. Questo pri- 
mo fatto della vita scientifica di Eulero merita di esser notato, perchè dà un' idea 
della direzione e della forza del suo ingegno. Il giovane cittadino di Basilea , 
sprovvisto di ogni cognizione pratica nella materia che trattava, non potè infatti 
lottare che col solo soccorso della scienza contro il formidabile suo concorrente. 

Verso quel tempo, Eulero fu chiamato a Pietroburgo dai suoi amici Daniele 
e Niccolò Bernoulli, dai quali eresi con dolore separato due anni avanti. Al suo 
arrivo in Russia, seppe il caso funesto avvenuto a Niccolò Bernoulli e la morie 
«lell 1 imperatrice Caterina I.* , circostanza sfavorevole che rendeva incerta resi- 
stenza dell' accademia recentemente fondala da questa principevsa. Eulero ottenne 
il titolo di professore, e nel 1733 successe a Daniele Bernoulli, che allora torno 
nella comune loro patria. Il sospettoso dispotismo del governo russo, sotto il mi- 
nistero di Biren , dovette influire sul carattere di un giova e naturalmente grave 
ed allevato in seno di una repubblica. Eulero aveva sposato la giovine Gsell , fi- 
glia di un pittore suo compatriolta condotto in Russia da Pietro I. Ei si diede 
tutto allo studio e nascose la sua vita nel santuario della scienza e delle affezioni 
private. Dovette a questa circostanza la sua eccessiva assiduità al lavoro, di cui 
diede in seguilo laute prove, come ad essa deve pure attribuirsi quella profonda 
tristezza e quella incerta inquietudine dell'avvenire, che sempre si osservò in 
quell' uomo dotato di tanta bontà e di costumi sì puri e si dolci. Tale impres- 
sione del suo spirito fu cosi forte, che nel 17^1 , quando Eulero s» recò » Ber- 
lino, la regina di Prussia , che ('accolse con affettuosa bontà , non potè rica- 
vare da lui che dei monosillabi; e siccome essa rnara vigliatasi della timidezla c 
dell' imbarazzo di un dotto cosi distinto, Eulero le rispose colla sua naturale 
semplicità: « Signora, io vengo da un paese ove chi parla è impiccato. « Non 
ostante ritornò nel 1766 in Russia, paese al quale era legato per vincoli troppo 
difficili a toinpersi, e dove era richiamalo dalle replicate istanze del/* impera- 
liice Caterina II, il cui regno brillante risvegliava allora 1 * ammirazione ile I- 
P Europa. 

Fino dall'anno 1735, Eulero era stato colpito da un'oftalmia in seguilo di un 
lavoro eccessivo al quale si era applicato: perse allora nn occhio e irt breve fu 
minacciato di una intera cecità. I timori de' suoi ornici e dell.» sua famiglia non 
furono che troppo giustificali «lai fatto; divenne cieco nel 17(16, ma conservò la 
facoltà di distinguere i caratteri grandi scritti sopra la lavagna coll 1 matita. Questa 
«lolorosa circostanza non diminuì punto in Eulero il suo amore per la scienza 
nè il suo ardore per lo studio, e continuò ad applicarsi ai tanti lavori che hauno 
illustrato la sua vita. I suoi figli o i suoi scolari copiavano i suoi calcoli, e scrive- 
vano sotto la sua dettatura il resto delle sue memorie; e se , dice Crnidorcet , do- 
vesse giudicarsene dal* loro numero e spesso «lai genio che vi si scorge, potrebbe 
ciedersi che la mancanza assoluta di qualunque distruzione e la nuova energia che 
questo forzuto raccoglimento dava a tutte le sue facoltà , g'i avessero fatto acqui- 
stare maggior facilità e attitudine al lavoro di quello clic glie ne avesse potuto 
far perdere l 1 iudeholiroenlo della sua vista. 

È stato detto con ragioue che Eulero, succedendo a Niccolò Bernoulli, aveva 
continualo la scuola di Leibnitz; questa espressione caratterizza infatti in un 
modo; generale le produzioni di questo illustre geometra, che tanta influenza hanno 
esercitato sui progressi della scicuz». Nuu ci faremo adesso ad esporre gl' immensi 
Di», di Mar. l'ol. ìr. 58 
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lavori di Eulero: bi toglierebbe, per presentarne un quadro adeguato, formare un 
prospetto melodico dei differenti rami delle sciente matematiche, indicando per 
ognuno i progressi e i cangiamenti felici che esso deve all'ingegno di Eulero; ma 
«I ueslo metodo, che è stalo seguito o almeno tracciato da Condorcet nell’elogio acca- 
demico dell’ uomo celebre che forma 1 ’ argomento di questa succinta notizia bio- 
grafica, ci condurrebbe a inutili ripetizioni, poiché la teoria deidirerai rami della 
scienza che hanno fatto l'oggetto delle sue ricerche deve essere esposta interpo- 
latamente in più e direni articoli di questo Dizionario. 

Eulero sembra essersi più specialmente applicato a perfezionare la scienza del 
calcolo, liberandolo sempre più dalle considerazioni di pura geometria alle quali 
era tanto attaccata la sconta di Newton. Ingegno profondo, invenlito, dotalo di 
eminente tagacilà, diede ei primo l'esempio di quelle lunghe deduzioni, nelle 
quali reneudo subito espresse le condizioni del problema col ministero dei sim- 
boli algebrici, il calcolo sola scioglie e supera tutte le diffuollà. Estese conside- 
rabilmenle la teoria delle serie , e creò il calcolo alg ebriro delle funzioni circolari. 
L' analisi indeterminata e la teoria dei numeri , che dopo Diofanto non erano 
alate coltivale con qualche successo che da Bachet di Méziriac e da Fermai , deb- 
bono ad Eulero molliplici ingrandimenti , e il primo fu a dimostrare i teoremi di 
cui l'illustre Fermai non aveva dato che il semplice enunzisto. Trattò la mecca- 
nica interamente coll'algebra, ed aumentando cosi l'estensione di questa scienza 
perfezionò immensamente il calcolo differenziale e il calcolo integrale, di cui pub- 
blicò poscia un corso compialo, molto migliore delle opere che e quell'epoca 
esistevano su tale materia. Il primo suo scritto sul modo di alberare le nasi , e 
più specialmente il suo soggiorno a Pietroburgo, lo decisero certamente ad appli- 
care le matematiche alla costruzione e all' arte di muovere le navi. Ea scoperta 
delle equazioni ebe esprimono rigorosamente le condizioni del moto dei fluiJi , 
fatta da d’ Alembert, risovvenir fece Eulero di una nuova specie di calcola ebe ad 
esso erssi presentala dodici o quindici anni avanti e di cui non aveva dapprima 
compresa tutta l'importanza; afferrò allora di nuovo quell'idea e creò il calcolo 
integrale a differenziali parziali. In tale argomento commessi furono dagli atorici 
di d' Alembert e di Eulero due errori contrari : Condorcet attribuiva senza re- 
strizione a d’ Alembert la scoperta del calcolo da noi rammentalo, e Fusa, acc- 
iaro di Eulero, dando notizia dei lavori del suo maestro sulla teoria dei fluidi, 
1100 fa menzione nessuna di d* Alembert , il quale tuttavia ne ha stabilito le 
basi. Cousin fu quegli ebe rimise in luce i diritti del vero inventore, e restituì a 
ciascuno la porzione che gli apparteneva io tali indagini. La notazione che diede 
Eulero al nuovo calcolo è passala la sola nell' insegnamento, e d'altronde compose 
egli su questo soggetto un complesso di scritti importante e compiuto. 

Con successo eguale al sommo tuo ingegno intese al problema degl' isoperime- 
tri, che tanto aveva tormentalo i fratelli Giacomo e Giovanni Bernoulli e i geo- 
metri loro contemporanei ; lo sciolse nella massima tua generalità, e la grand'opera 
intitolala: Methodus irwcnicndi lineai curvai maximi minimive proprietatc gau- 
dente t, comparsa nel 1 744v nella quale esponeva la sua soluzione, modello di ele- 
ganza e di profondità, era tuttora un insigne lavoro, quando Lagrange, presso- 
ché nell'ingresso della sua carriera, soramioislrava, per iaciogliere quel problema 
e tulle le questioni del medesimo genere, un calcolo semplice, uniforme e su- 
periore ai metodi fino allora conosciuti. Fu sollecito Eulero a studiare tal calcolo, 
■ spiegarlo nelle sue opere, e fu questo, dice Condorcet, il più bell' omaggio 
che rasi facesse o riceveste l'ingegno. Le rilevanti questioni, le spinose indagini 
sul sistema del mondo, cui Senlon aveva lasciate da sciogliere ai suoi posteri, 
furono il continuo argomento dei lavori di Eulero, e gli meritarono le più delle 
corone che riportò nei coucorsi accademici. Frullo delle sue investigazioni sui 
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ronzi di perfezionare i canocchiali fu un compiuto trattato di Diottrica, men- 
tre per rendere celebre il tuo nome rarebbe bastata la sola parte che ebbe 
nell’ invenzione dei canocchiali acromatici. Gli si debbono infine dei saggi im- 
portanti sulla teoria generale della Iure, su quella del suono, del magnetismo, 
della coesione dei corpi, degli attriti, sul calcolo delle probabilità, e sull'aritme- 
tica politica. 

Eulero non provò mai quelle dolorose ingiustizie , quei tristi inganni che troppo 
spesso affliggono la vita degli uomini di una sfera superiore; al contrario i suoi 
talenti furono nobilmente apprezzali e il suo ingegno li» ricevuto omaggi degni 
di lui. Nel 1760, i Russi, essendo penetrati nella marca di Brandeburgo , sarcheg- 
giarono un podere che Eulero possedeva in vicinanza di Carlollemburgo. Ma 
il generale Tottleben che gli comandava si diè premura di riparane la perdita 
che l'illustre geometra aveva potuto risentirne, e l'imperatrice Elisabetta, su» 
sovrana , aggiunse un dono di un valore considerabile all' indennità generosa che 
gli era stata accordala. La Francia anch' essa non fu tarda a tributargli onori. 
Nel 1755, l'Accademia delle Scienze lo elesse suo socio estero, quantunque non 
fosse allora vacante niuno di quei seggi tanto ambiti. Fu stampato a Parigi per 
uso della marineria e dell'artiglieria francese un trattato elementare che Eulero 
aveva composto sulla costruzione e sulle mosse delle navi , come pure la versione 
di un» edizione tedesca del trattato di artiglieria di Beniamino Robins, cui egli 
aveva corredato di dotte annotazioni, a ciò incaricato dal ministro Turgot, il 
quale fu sollecito di mandare in nome del re all* autore di quelle opere un pre- 
sente ragguardevole si pel suo valore come pel modo gentile con cui fu offerto. 
Infine ei ricevette per le sue investigazioni tulle tavole della luna considerevole 
porzione del premio cui il parlamento d' Inghilterra destinava a chi scoperto 
avesse il metodo di trovare le longitudini in mare. 

Nel 1771, le fiamme che divoravano Pietroburgo avevano attaccato la casa di 
Eulero già da cinque anni divenuto cieco: Pietro Grimon , di Basilea, espose 
la sua vita per salvare quella del Celebre suo compalriotta, penetrò fino a lui , 
lo pose sulle sue spalle, e trasportandolo attraverso alle fiamme gli serbò alcuni 
anni di vita di cui usò nuovamente in modo degno della sua fama. La tua biblio- 
teca e i suoi mobili restarono distrutti , ma le cure premurose del conte Orloff 
salvarono i suoi manoscritti. La casa, che era uno dei doni della imperatrice, 
fu riedificata e fornita di nuove masserizie a spese del governo; e questa atten- 
zione nel turbamento e negli orrori di un gran disastro, aggiunge Condorcet, 
I’ eloquente panegirista di Eulero, è uno degli omaggi più veri e più lusinghieri 
che l'autorità abbia inai potuto rendere al genio della scienza. Nel 1776 avendo 
perdulo la prima moglie, che lo aveva reso padre di tredici figli di cui cinque 
soltanto rimanevano, sposò sua cognata. Viveva allora in mezzo a numerosa fa- 
miglia ed a discepoli che gli prodigalizzavano i più commoventi attestali di af- 
fetto e di ammirazione: nel momento della sua morte ventisei tuttora vivevano 
de' suoi trentotto nipoti, ma aveva allora allora perdute due figlie maritale. Ecco 
come Condorcet racconta gli estremi momenti di late illustre socio dell’Accademia 
delle Scienze, e Aveva conservato, dice egli, tutta la sua facilità, e in apparenza 
« tutta la sua forza. Nessun cangiamento annunziava che le scienze fossero minar- 
vi date di perderlo. Il 7 Settembre 1783, dopo essersi divertito a calcolare sopra 
» una lavagna le leggi del moto ascensionale dei globi aereostalici , la cui recente 
i> scoperta occupava allora tutta l' Europa , desinò con Lexell e colla sua famiglia, 
ss parlò del pianeta di Herschell e dei calcoli che ne determinavano l’orbita; poro 
n tempo dòpo fece venire il suo nipote col quale schersava prendendo il Ihe, 
n quando a un tratto la pipa che teneva in roano gli cadile, e cessò a un tempo 
ss e di calcolare e di vivere. Tale fu la fine di uno degli uomini i più grandi e i 
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» più slraordinarj che I a natura abbia mai prodolti , la cui metile fu egualmente 

* capace e «lei più grandi tornelli e del lavoro il più assiduo, che moltiplicò 
vt le sue opere oltre quanto si sarebbe dovuto aspettare da forze umane e non- 
r* dimeno fu originale in ciascuna, di cui la lesta fu sempre occupala e l'anima 

* sempre tranquilla. « 

La natura dei lavoii di Eulero, allontanandolo dalla gente e mantenendo in 
lui la naturale sua semplicità di costumi, non gli permise di fare uso di quelle 
maniere donde traggono talora partilo uomini di merito reale per dare maggior 
risalto all'importanza delle loro scoperte: quindi si vede sempre mettere i suoi 
lettori al fallo del più intimo segreto delle sue indagini, ed anche di quelle che 
meno utili riuscirono, per poco notabili che siano i risultali che presentano ole 
vedute cui si può sperare di avanzare più oltre. E vero però che una fecondità 
pari alla sua rendeva affatto inutili lutti i piccoli calcoli dell' amor pioprio; in- 
fatti si può affermare senza tema di esagerazione che a lui appartiene più della 
metà delle memorie di matematiche che si leggono nei 4 6 volumi in-4 pubbli- 
cati dall'Accademia di Pietroburgo dal 1727 al 1783, e lasciò morendo intorno 
a cento scritti inediti, gran parte dei quali la stessa Accademia ha inseriti nei 
volumi da essa dati annualmente in luce. Oltre tale immensa quantità di disser- 
tazioni, rompone*» opere a parte rilevantissime pel loro argomento e di ampiez- 
za considera hi le. Arricchì pure di memorie la raccolta dell’ Accademia di Berlino 
nel periodo di venticinque anni da lui vissuto in quella città, ne mandò ancora 
all' Accademia delle Scienze di Parigi, della quale ottenne solo o divise con altri 
ben dieci premj, e non disdegnò nemmeno di partecipare ai lavori di altre dotte 
società meno illustri. 

La moltiplicità degli scritti di Eulero , ricca miniera delle più variate co- 
gnizioni , non ci permette qui di darne fa lista completa che di per sé sola 
formerebbe una bibliografìa considerabile. Fuss, suo allievo, e genero d'uno dei 
snoi figli, aie ha compilata una tavola generale in fine dell' elogio da lui pronun- 
ziato il a 3 Ottobre 1783 all 1 Accademia delle Scienze di Pietroburgo. E»sa si 
trova pure alla fine del Secondo volume dell' edizione delle Istituzioni del 
calcolo differenziale di Eulero pubblicata a Pavia nel 1787 da Gregorio Fon- 
tana , ed esiste ancora nel Dizionario degli Scrittori tedeschi di Meusel , e 
nella Francia letteraria di Quéiard. Noi, lasciando da parte le memorie inse- 
rite nelle diverge raccolte accademiche, indicheremo i titoli delle sole opere 
pubblicate separatamente: I Dissertatio physica de sono , Basilea, 1727, in- 4 ; 
II Medianico , thè motus scientia , analytice exposita , Pietroburgo, 173G, a 
voi. in- 4 ’, m Introduzione all' aritmetica (in tedesco e in russo), ivi, 1738 , 
a voi. »n- 8 ; IV Tentameli novae theoriac musicar , ivi, 1739, in-4; ^ Metho- 
dus inveniendi l inras curvai maximi minimive proprietatc gaudente* r sive so - 
lutio probi e m iti s isoperimetrici latissimo sensu accepti , Losanna, 1744 * * n "4 * 
VI Theoriu motti a m Planetamm et Cometarum y continens methodum Jacilem 
ex aliquot observationibus orbitas determinandi , Berlino * 744 » in*®» VII Ri- 
sposta a diversi quesiti sulle comete (in tedesco), ivi, 1744 » in-®» co ° un* 
continuazione; Vili Nuovi principi di artiglieria , tradotti dall' inglese di Be- 
niamino RobinSy con ischiarimenti (in tedesco), ivi, 1745, in- 8 . I conienti di 
Eulero furono tradollì in inglese nei Principles of Gunnery di Biown , e ir» 
francese nella traduzione dell'opera di Robins fatta da Lombi rd , e stampala a 
Pigione col titolo di Principes d' arti/ 1 cric t 1783, in-8; IX Opuscula varii 
argumenti , ivi, 17.4G-51 , 3 voi. in -4 ; X Novae et correctae tabula e ad loca 
Lunne computando , ivi, 1746, io «4 ; XI Tabulae astronomicae Solis et Lunae, 
ivi, 174C, in- 4 ; Pensieri s'jprn gli elementi dei corpi (in tedesoo), ivi, 
* 74 ^» »n-j ; XIII Difesa della divina rivelazione contro gli spiriti forti ( in 
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Inesco) , Bulino, 1747. in- 8 ; tradotta in francete e ristampata nel i 8 o 5 «.Paridi 
da Emery. XIV Introducilo in Analysin Jnfinitortim, Losanna, 1748, a voi. in -4 ; 
ristampata a Lione nel 1796; tradotta in ledeico da Michelsen, Berlino, 1788-91 , 
3 sol. in 8; il primo volume i stato tradotto in francese da Peni, Strasburgo, 
1786, in-8; e l'opera intera da Labcy, Parigi, 1798, 2 voi. in- 4 , con note e 
schiarimenti; XV Sdentiti navalis , seu tractatus de constrnendis ac dirigen- 
dis navi bus, Pietroburgo, a a »°h >n -4 ; XVI T/rtoria motus Luna e , Berli- 
no, 1753, in- 4 ; XVII Disserrarlo de principio minimae nctionis , una curri 
escomine objectionum ci. prof. Koenigii , ivi, 1^53 , in-8; XVIII Institutiones 
calcali differentialis , cum ejus usu in analisi in fini forum ac doctrina se - 
ri e rum ^ iti , 1755, in- 4 1 ristampale con aggiunte per cura di Gregorio Fontana, 
Pavia, 1787; tradotte in tedesco da Michehen , Berlino, >790-93, 3 parti in-8 ; 
XIX Constructio lentium objectivarum , ivi* 1762, in- 4 : è questa una teoria 
de» canocchiali acromatici; XX Theoria motus corporum solidorum seu rigido- 
rttm y Kostorh, 1765, in-4 ; ristampata con aggiunte.. Greifswald, 1790, in-f ; XXI 
Jnstìtutiones calcali integrali* , Pietroburgo, 1768-70, 3 voi. in-4: P Accade- 
mia di Pietroburgo le fece ristampare nel 1792-93, accresciute di un quarto vo- 
lume sfondo i manoscritti dell'autore; XXII Lcttres à une princesse d'All*- 
magne sur divers sujets de physique et de philosopltie , Pietroburgo, 1768-72, 
3 voi. in-8; piu volte ristampate e tradotte in diverse lingue ; la migliore ed»« 
xì one è quella fatta a Parigi nel 1812 , a voi. in-8, con note di Labey; XXIll 
. Introduzione al /’ Algebra (in tedesro), Pietroburgo, 1770, in-8; tradotta \% 
russo, ivi, 1772; in olandese, Amsterdam, 1778; in francese, da Giovanni Ber* 
noulli, Lione, 1770; ivi, 1774 » e tradotta nuovamente in francese, Pielrobnr* 
go, 1788; la stessa con aggiunte di Lagrange', Lione , unno 111 ( 1795); e final- 
mente l’ultima edizione francese piò corretta delle precedenti ed arri coluta 
egualmente delle aggiunte di Lagrange è stata pubblicata «la Garnier col seguente 
titolo: Élémens d } Algibre , par Léonard Euler y trnduifs de r allemanda Non- 
) arile e'dition revue et augrnente'c de notes par J. G. Garnier , Parigi, 1807, 
, 2 voi. in-8; XXIV Dioptrica , Pietroburgo -, 1767-71, 3 voi. in- 4 ; XXV Theo- 
ria motuum Lunat nova methodo per traete fa , ivi, 1772, in- 4 ’- XXVI Aovae 
tabu/ae lunare r, ivi, in-8; XXVII Teoria compiuta della costruzione e della 
mosse delle navi (in tedesco) , ivi, «773, in-8; tradotta in russo da Glolowin , 
ivi, 1778, in-8; XXVIII Èclaircissemens sur Ics caisses des veuves y Ics ren- 
tes via gè ree et le pian d' 1 une nouvelle tonfine cnlcule par Nic. Fuss. Questo 
scritto è stato tradotto in tedesco da Kritter, Altemburgo , 1782, »n -4 ; XXIX 
Opuscula analitica , Pietroburgo, 1783-85 j 2 voi. in« 4 - 
EULERO (Giovassi Alberto), figlio maggiore dì Leonardo Eulero, nacque, a Pie- 
troburgo» il 27 Novembre 1734. Condotto in età di sei anni a Berlino, vi fece in 
modo distinto i suoi studi, e si applicò con ardore particolare allo studio delle 
matematiche. Egli vi si rese profondo, dotti e numerosi sono i suoi scritti, ma 
i suoi meriti sono stali oscurati alalia troppa celebrità del padre suo. Con altro 
nome, Alberto Eulero avrebbe occupato un posto distinto nella memoria degli 
ooenini, mentre ora di lui appena si favella ; e 1» dimenticanza giunge a tale 
che alcuni scrittori, citandolo, omettono spesse fiate i suoi nomi proprj , e in- 
ducono il lettore a togliere involontario dalla corona del figlio un Bore che è 
svi prezioso per aggiungerlo a quella del padre ove diviene inutile. 

Alberto Eulero somministrò lavori alle principali accademie di Europa. Divi- 
deva nel 1761 coll' ab. Boisut il premio proposto dall 1 Accademia di Parigi sul 
miglior modo di mettere la zavorra in una nave e di ben disporne il carico. 
Nel 1762 gareggiava col medesimo sul problema di stabilire se i pianeti si muo- 
vano in un mezzo, di cui la resistenza prodtrr possa alcun sensibile affetto 
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sul loro moto , e la sua memoria ottenne I’ accessit e fu menzionata ron parti- 
colare encomio. Nell'anno stesso riportò coll' illustre Clairaul il premio proposto 
dall* Accademia di Pietroburgo sulla teoria delle comete. E nel 1770 la memo- 
ria da lui scritta insieme col padre sul diffìcile argomento della teoria della luna 
fa coronala dall’ Accademia di Parigi. Oltre tali opere, che dimostrano e ren- 
dono chiaro il merito di Alberto Eulero, esiste pure nelle raccolte sccademirhe 
di Berlino, di Monaco e di Gottinga un gran numero di sne rileranti memorie 
sopra l'astronomia , la fìsica, la meccanica e l’ottica, parecchie delle quali fu- 
rono parimente premiate da quelle società. Alberto Eulero fu in età di 20 anni 
membro dell' Accademia di Berlino: tornò col padre a Pietroburgo, ore fu tosto 
nominalo processore di fìsica : renne poscia eletto successivamente segretario 
dell’ Acrademia Imperiale delle Sciente , segretario delle conferente, ispettore 
dell'Accademia militare, consigliere del collegio e di stato, e cavaliere di S. 
Vladimiro. Mori a Pietroburgo il 6 Settembre 1800. 

EULERO (Canto), secondo figlio del celebre Eulero, nato a Pietroburgo nel >740. 
Riportò il premio proposto dall'Accademia delle Sciente di Parigi, nel 1760, 
sul quesito: Esaminare se il moto medio dei pianeti conservi sempre la stessa 
velocità , o se, col progredire del tempo, subisca alcun cangiamento. La som- 
ma dURcollà dell'argomento, la profondità della memoria premiata, che appalesa 

• un ingegno famigiiarittato colla piti astrusa analisi, e Tesser questo T unico la- 

I voro matematico di Carlo Eulero, che nel corso della sua vita solo occupossi di 

$ medicina, di botanica e di mineralogia, ha fatto sospettare, e non senta fonda- 
mento, che suo padre abbia avuto gran parte nel lavoro attribuito al figlio. 

EULERO ( CeisTOFoao ) , terso figlio di Leonardo, nato a Berlino nel 1743, fece 
buoni studj matematici, e fu dall’imperatrice Caterina di Russia eletto diret- 
tore della manifattura di armi eretta a Sjrsterberk, presso il golfo di Finlandia. 
Attendeva con passione all’ astronomia , e fu uno di quelli che T Accademia delle 
Sciente di Pietroburgo trascelse perchè andassero ad Orsk , nel governo di Orem- 
burgo, presso il fiume Ural, onde osservare il passaggio di Venrre sul disco del 
Sole nel 1789: profittò di questo viaggio per determinare la si Inazione geografica 
di più paesi posti luogo il suo cammino. 

EUTOCIO D' ASC AUGNA, antico matematico greco, che viveva sotto l’impera- 
tore Giustiniano terso Tanno 540 dell’era cristiana, ma dì cui s'ignora affano 
l'epoca della nascila e quella della morte. Fu discepolo d’ Isidoro, il celebre 
architetto della chiesa , oggi moschea , di S. Sofia a Costantinopoli , e divenne 
uno dei più distinti geometri del suo tempo. Durante il periodo della decadenza 
•Ielle scienze, era costume cd uso generate dei filosofi e dei matematici di pre- 
sentare le loro idee o le loro scoperte, ove alcuoa ne facessero, sotto la forma 
di commentari * qualche antico autore. Eutocio, al pari di Proclo e di altri, 
pubblicò appunto in questo modo i resultali de’ suoi studj; e com’ essi ha som- 
ministrato utilissimi materiali per la stoiia delle matematiche presso i Greci. 

Dei lavori di Eutocio però non sono fino a noi pervenuti Che i suoi commenti 
sopra i primi quattro libri delle Setioni coniche di Apollonio, e sui libri di 
Archimede intitolali: De Sphaera et Cilindro, De dimensione Circuii, e De 
Aequiponderantibus. Quello sul secondo libro della Sfera e del Cilindro i par- 
ticolarmente interessante, in quanto che nell’occasione del problema: Trovare 
una sfera o nn cono equivalente ad un cilindro doto, che ivi risolve Archi- 
mede , Eutocio riportando le diverse soluzioni ehe gli antichi geometri avevano 
dato del famoso problema della duplicazione del cubo, che come è nolo ridueesi 
all' altro di trovare due medie proporzionali tra due rette date, tra» rive an- 
cora parecchi passi delle opere di geometria dei più celehri matematici greci. 
Il più antico di questi frammenti è quello di Archita di Taranto: ve ne ha uno 
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di Pialline, che non ti i rota nelle tue opere, e che contiene le descrizione di 
uno strumento per determinare le due medie proporziouali. Tra tali frammenti 
vi è ancora una lettera di Eratostene al re Tolomeo. 

1 conienti di Eutocio sopra Archimede si trovano nell' edizione greca e latina 
delle opere di Archimede pubblicata ad Oxford nel 1792 sui manoscritti lasciali 
da Giuseppe Torcili: il contenuto poi dei medesimi è riportalo interamente nel- 
l'opera intitolata: Il istoria proòlematis de cuti duplicazione, ec . , auclore 
N. T. Reime r , Gottinga, 1 798, in-8. Il comento sulla Misura del Circola i 
stato tradotto in tedesco unitamente al lesto di Archimede e pubblicato da G. 
Gutenécker a Wurlzburg nel >8j5 e 1828, in-8. Il comento poi sopra Apollonio 
Pergeo è unito a quest' autore nell’ edizione che ne diede Halle} nel 1 7 10 ad 
Oxford , in-fol. 

EVELIO ( Giovassi), o meglio Hzvzt, celebre astronomo del secolo XVII, nacque 
a riamica il 28 Gennaio 1611 di famiglia ricca e patrizia. Ricevè una educa- 
zione conforme alla sua posizione sociale, e dopo aver viaggiato in varie parti 

. di Europa dal i63o al «634, tornò in patria, ove fino al i63y fu occupato esclu- 
sivamente dei pubblici affari: ma la passione che fino da' suoi primi anni aveva 
sempre dimostrala per le scienze, ed i consigli di Kruger che essendo stato suo 
maestro aveva ben conosciuto la forza del suo ingegno, lo indussero ad applicarsi 
interamente allo studio dell'astronomia. Nel 1641 eresse nella sua propria casa 
un osservatorio, cui corredò di un quadrante e di un sestante di Ire o quattro 
piedi di diametro e di molti telescopi : e quivi, dolalo dalla natura di forte co- 
stituzione e di acuta vista, potè per una lunga serie di anni intendere alla pe- 
nosa occupazione delie osservazioni. Pochi astronomi lo hanno eguagliato nella 
accuratezza che pose in tutti i suoi lavori. Non trovando artefici che il soddisfa- 
cessero pienamente, si diede a imparare da sè il disegno, l' intaglio e molte arti 
meccaniche; da sé stesso costruì i pili de' suoi canocchiali, ed aggiunse al suo 
osservatorio una stamperia, in modo che potè pubblicare molte delle sue opere 
senza soccorso straniero. 

Malgrado la superiorità de’ suoi talenti , si ostinò a preferire nelle osservazioni 
1' uso degli antichi strumenti a quello dei nuovi armali di canocchiali: tale pre- 
ferenza gli attirò varie critiche, nelle qnali forse si depresse troppo la bontà dei 
traguardi usati da Evelio e troppo ti esagerò la esattezza dei primi strumenti a 
canocchiali. Ci voleva ancora mollo, prima che questi giungessero alla precisione 
che promettevano; e per altra parte Evelio aveva perfezionato i testanti, i qua- 
dranti e i traguardi; avea adottato la invenzione recente del nonio, e i tuoi 
strumenti etano assai più facili a maneggiarsi di quelli di Ticone. Le distanze 
delle stelle da esso lasciateci sostengono assai bene il confronto con quelle di 
Flamsleed che ti serviva di canocchiali ; e se , paragonate con quelle dei catalo- 
ghi moderni, vi si rinvegono differenze anco di un minuto, tali errori derivano 
dalla rifrazione eh' ei supponeva troppo debole o anche nulla , e derivano altresì 
in parte dall’ aberrazione e dalla nutazione, ignorate da Evelio egualmente che da 
Flamsteed : ove si correggessero da questi errori, le sue distanze sarebbero cer- 
tamente meno inesatte, e forse in qualche occasione darebbero alcun lume sui mo- 
vimenti proprj di certe stelle. E ciò infine che in qualche modo giustifica Evelio 
ai è, che nella disputa che egli ebbe su questo proposito con Hookc, per aver questi 
in modo troppo assoluto dispreizalo T uso dei traguardi , il celebre Halle} in- 
viato nel <679 dalla Società Reale di Londra a visitare Evelio a Uunzica per 
giudicare della bontà delle tue osservazioni , ne fece al suo ritorno un rapporto 
estremamente favorevole ad Evelio. 

Nel Settembre del 1679 no orribile incendio consumò in sua assenza le Ire 
case contigue sulle quali aveva stabilito il tuo osservatorio, e distrusse in poche 
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«re i tuoi effetti i più preziosi, la tua stamperia, i piti de* tuoi manoscritti, 
1 ’ edizione pretsochè intera della seconda parte della tua Macchina celeste : ma 
ciò che maggiormente lo addoloiò fu la perdita delle note che die isava di aggiun- 
gere al tuo catalogo delle ttelle: otto anni dopo, scriveva come non poteva pen- 
sarvi senza versare lacrime. Non ostante il molto tempo che dava alla composi- 
zione delle numerose ed ; importanti sue opere e alle osservazioni, occupò con as- 
siduità e lustro parecchi impieghi civili, nei quali era stato collocato dalla sua 
condizione, dalla sua fortuna, e dalla stima di cui godeva tra* suoi concittadini, 
fioche nel 28 Gennaio 1687 la morte venne a troncare la sua lunga , onorevole 
e laboriosa carriera. Era allora nell* età di 76 anni e quatti*’ ore. Come diligente 
ed accurato osservatore superò Ticone; era calcolatore più infaticabile e meno 
confidente; non si fidava mai in nessuna occasione de* suoi scolari, e non adot- 
tava ninno dei loro calcoli senza averlo prima scrupolosamente verificato. Non si 
fa più uso, è vero, nè delle sue osservazioni nè del suo catalogo, quantunque su- 
periore a quello di Ticone, ma non è meno certo che fu astronomo di primo 
ordine non altrimenti per la sublimità dell* ingegno , che per I* abilità, la dili- 
genza, la pazienza, la destrezza, i talenti e le cognizioni. 

Le sue opere stampate sono: I Selenographia , D.imica, 16^7, in-fol , di Goo 
pagine circa. Quest’opera, che cominciò la reputazione di Evelio e rivelò per così 
dire il suo ingegno ai dotti di Europa, contiene una descrizione della luna, ed 
è notabilissima per l'esattezza delle numerose tavole che Taccora pannano, incise 
vUl lo stesso Evelio, e nelle quali questi ha rappresentato le diverse fasi della lu- 
na , e i monti e le valli che sotto l 1 aspetto di macchie più o meno pronunziate 
si osservano sulla superficie di quest'astro: i nomi però che diede a tali acci- 
denti del globo lunare, tratti interamente dalla geografia antica, non sono stali 
adottati dagli astronomi, e il p. Riccioli ha loro sostituito quelli degli astronomi 
e dei dotti più celebri. II Lettere ad Eichstadt sopra un ecclisse lunare , 
1647; a Gas sentii e a Boultiaud sopra un ecclisse solare , 1649; IH De motu 
Lunae libratorio , Dantico, «654 : in questo trattalo, scritto sotto forma di let- 
tera al p. Riccioli, parla estesamente della librazione della luna, argomento toc- 
calo ancora, ma assai imperfettamente, nella Selenografo^ IV Lettera al p. Nu- 
cerio sugli ecclissi , i 654 ; in questa lettera « due ecclissi del t 6 S 4 tono de- 
scritti con raro talento; V Dissertatiti de nativa Saturni faci e cjusque pha - 
sì bus , Dantico, i 656 , in-fol. Non avendo per anche osservato questo pianeta 
che con canocchiali di dodici o quindici piedi, non aveva potuto vedere l’anello: 
credeva Saturno accompagnato da altri due globi che scomparissero Hi tempo in 
tempo, quando sono l'uno dinanzi e l'altro dietro al pianeta, che allora appare 
lutto rotondo: aveva benissimo veduto che siffatti fenomeni dovevano riprodursi 
ogni quindici anni, cioè quando Saturno è nei nodi; e ciò è quanto potevasi 
fare cogli strumenti che allora si avevano: la sua teoria è assai meno incomple- 
ta di quella de’ suoi piedecessori. VI Mercurius in Sole visus ^ et Horoccii f r e- 
nus in Sole risa, Danzica, i6fia, in-fol. Dopo Gassendi , che primo aveva os- 
servato il passaggio di Mercurio sul Sole, nessun astronomo aveva avuto simi! 
vantaggio Ma siccome le Effemeridi dell’anno differivano di quattro in cinque 
. giorni sul tempo del fenomeno, Evelio ebbe la pazienza di passare quattro 
giorni interi presso il suo -canocchiale per non mancare all’osservazione, che fi- 
nalmente ebbe luogo nel giorno indicato di Keplero. Alla sua dissertazione ag- 
giunse quella di Dorroz sul passaggio di Venere, osservalo la prima volta nel 
1639, e la corredò di note; VII Uistoria mirae stellae in collo Celi, Daozica, 
i66a, in-fol. È la storia della nuova stella cangiante che ha conservato il nome 
«li Mira , scoperta alcuni anni avanti nel collo della Balena, ed osservabilissima 
per la periodicità delle sue apparizioni e disparizioni ; Vili Vrodromus comedi 
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ras , Danzici , iG65, in-fol ; IX Descriptio cometa? anni 1664 , in-fol. ; X Man- 
tissa prodromi cornette!, ivi , 1666, in-fol.; XI Cometograp/iia , iti, 1668, in- 
foi. di 800 pag. Vi li trova la (tori* e le osservazioni di tolte le comete , un 
gnu numero di calcoli ed una teoria io parte nuova: le >ue ipotesi o piuttosto 
le sue congetture sulla natura di questi astri lasciano mollo a desiderare; non 
assegna nessuna regola per calcolarne I' orbila, e solo si contenta di dire che la 
curva che descrivono volge la sua concavità verso il sole ; XII Machina coele- 
stis . pars prior, ivi, 1673, in-fol. È la descritione del suo osservatorio, de' suoi 
strumenti e del modo con ebe lavorava le lenti; XIII Epistola de cometa anni 
1673; XIV Epistola de cometa anni 1677; questa lettera di 4 pagine in-4 £ ra- 
rissima; XV Machina coelestis , pars poste rior , Dansica, 1679, in-fol. Questo 
volume di sa86 pagine contiene un numero immenso di osservaxieni , ma ò ra- 
rissimo essendone perita quasi tutta I' edizione nell’ incendio che nel 1679 di- 
strusse 1' osservatorio di Evelio Lalande, che he fatto lo lista degli esemplari che 
se ne conosrooo, non ne conta che trentaqualtro ; XVI A nati s climactericus , 
sive observationnm guadragesimus nonus , ivi, i685. Quest’opera, l'ultima 
pubblicata lui vivente, contiene un supplemento alla sua Macchina celeste, 
ed un' aggiunta alla sua storia della stella Mira. 

Dopo la morte di Evelio, la di lui vedova Elisabetta Knoopmann, che per 
parecchi anni lo aveva aiutalo ne’ suoi lavori astronomici, pubblicò nel 1690 sui 
di lui manoscritti due opere iotitolate l’uoa: Prodromut astronomiae ; e l'al- 
tra: Uranographia sive Jirmamentum sobiescianum ; la seconda c una raccolta 
di carte celesti, sulle quali sono collocale per longitudini, latitudini, declinazio- 
ni e ascensioni rette, 9!» stelle conosciute dagli antichi, 60 3 osservale da Eve- 
lio, e 378 osservate da Halley nell'emisfero australe. Evelio si proponeva di 
pubblicare parecchie altre opere, c specialmente di dare in luee l'estesissimo suo 
carteggio: una parte di queste lettere è stata pubblicata da J. P. Kohlius nel 
supplemento al nono volume degli Acta eruditorum di Lipsia. Tutti i di lui 
manoscritti, che formavano un insieme di diciassette volumi in-fol. , furono nel 
1735 dalla di lui famiglia venduti a Delille, e presentemente si conservano nel- 
-X Osservatorio reale di Parigi. Il suo amico Olhoff pubblicò una parte del suo 
carteggio con questo titolo: Excerpta ex litteris illustrìum et clarissimoram 
virorum ad Johannem Hevelium perscriptis , judicia de rebus astronomicis 
ejusdemtjue scriptis exhibentia , studio Joh. Erici Olhoffii secretarti , Danzila, 
i683, in-4. Sopra questo laborioso astronomo si può consultare : la disscrtaxioue 
tedesca di Efraim Filippo Blcch , Danzica , 1787, in-4; un opuscolo pubblicato 
nella stessa lingua da Carlo Beniamino Lengniach, intitolalo : Hevetius, o Aned- 
doti e notiti e sullo storia di questo grand' uomo ; Delambre, Histoire de Ga- 
stronomie moderne , Tom. Il, pag. 4^4-®4 j Weidler, Historia astronomiae, 
pag. 485. 

EVEZIONE ( Astron. ). Ineguaglianza nel movimento della Iona, prodotta dall’at- 
trazione del sole su questo corpo: il suo eifello è di avvicinare o di allontana- 
re, secondo le diverse posizioni, la forma dell’ orbila lunare da quella del circolo. 

Questa ineguaglianza, scoperta da Tolomeo, produce la massima eccentricità nel- 
l'orbita lunare quando la luna £ al suo apogeo ne) momento della sua congiun- 
zione: infatti, essendo S ( Tav. CXXXI,_/fg. 3) il sole, T la terra ed L la lu- 
na , se la luna in questa posizione si trova alla massima sua disianza dalla ferra, 
1’ attrazione di questa sarà indebolita come quella del sole resterà aumentata , e 
r orbita della luna si allungherà; e lo slesso avverrà quando la luna giungerà al 
perigeo nell'istante della sua opposizione, pnich£ allora l'attrazione terrestre e 
la solare agendo in un medesimo srnso sulla luna, questa si avvicinerà alla terra 
ed aumenterà I’ eccentricità della sua orbita. Fedi Luna e PaaTuaaszioae. 

Dii. di Mal. t r ol. ir. 5‘) 
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t VOLUTA ( Geom . ). Si chiama eoa) la curva luogo ili lutti i punti d' incontro 
delle normali infinitamente vicine , condotte ad una curva data. Quelle curve 
•ono alate acoperte dall’ Huygeos. 

Se immaginiamo che una curva AB ( Tnv. CXXXI, fig. 4) aia circondata da un 
filo flessibile, infinitamente aottile e tenuto del tutto tean, a miaura che questo 
filo abbandonerà la curva a partire dal punto A, venta ccasare di eaacre avvolto 
aopra di essa, la aua ealremitfc depriverà una nuova curva, di coi la prima aarh 
la aua evoluta. La curva detonila OC tari l'evolvente. È evidente da questo 
modo di generatione che iu ciaacon punto dell' evolvente, il filo che la descrive 
gli è perpendicolare; poiché ae ai conaidera I’ evoluta come un poligono di 
un'infinità di lati, l'eatremilà del filo descriverà un arco infinitamente piccolo 
di aettore circolare, il quale ai confonderà con l'elemento della descritta curva. 
11 raggio di quest’arco è il raggio dell' evoltila, e aiccotue etto è tangente a 
questa curva, ai può considerarla come il luogo del concorso di tutte le normali 
infinitamente ravvicinate dell' evolvente. Infatti, ae queste perpendicolari sono ad 
una dialania finita , case formeranno col loro incontro un poligono circoscritto 
all’evoluta, e quando ai supporranno infinitamente vicine, i lati di questo poli- 
gono diventeranno infinitamente piccoli e si confonderanno con l'evoluta. 

Dal sapere che ciascuna porzione infinitamente piccola della curva ai confonde 
con un arco del aettore circolare il cui centro é sopra l'evoluta , segue che la 
aua curvatura in ciascuno dei suoi punti è la medesima di quella del circolo de- 
aerino dal raggio dell' evoluta ; cosi queato raggio ha ricevuto il nome di raggio 
di curvatura , e il circolo quello di circolo di curvatura, o circolo osculatore. 

Cerchiamo ora come per ciascun punto di una curva potremo determinare il 
suo circolo osculatore, e per conseguente il luogo di tutti i loco centri. Se pa- 
ragoniamo il circolo U cui rquatione generale é 

<*-3t)»-V-(jr- S)»3=c» 

con una enrva ysssfx, per esprimere che queste due curve hanno un punto co- 
mune, bisognerà che nell' una e nell’altra le coordinale di questo punto siano le 
medesime, conditione la quale darò l' equazione 

,S-t- ^ p'—(x— —y. 

Eguagliando i valori di y* , prima derivala di y, nell' equatioDÌ della due cur- 
ve , esprimeremo che esse hanno una tangente comune al punto x, y , e avremo 
la relaziooe 


V fi * — (x — a )* 

fi'tdi Calcolo IlrprtzintULz n. # 24 . 

Da queste due equazioni si ricava per i valori di * e di 8 io fuotione di x, 

X s / e fi : 

fij* c fi 

«=x -j-, =,y i — r 

(1 

Se il raggio p fosse dato , il circolo le cui coordinale del ceulro fosseto 7. e 
' , sarebbe tale che Ira esso e la curva , non si potrebbe far passare alcun altro 
circolo del medesimo raggio ; poiché per determinare le coordinale ni e 4 del 


I 
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centro di quello nuovo circolo , si avrebbero le medesime relazioni di quelle che 
hanno servito a determinare a. e |5. 

Il circolo il cui raggio è p , essendo tangente alla curva al punto j, y indi* 
pendentemente da qualunque valore di p , se si suppone il raggio indetermi- 
nato, e che si elimini Ira i valori di a e si avrà la relazione 



che è l'equazione di una retta, la quale sarà per conseguenza il luogo <lri cen- 
tri di tulli i circoli tangenti alla curva nel punto x, y y e che perciò sarà nor- 
male alla curva in questo punto. 

Se ora esprimiamo che y" i la stessa cosa nel circolo e nella curva, otterremo 
la relazione 


la quale permetterà «li determinare a , e p in funzione di x, y % y* e y * 9 Il 
circolo sarà allora completa melile determinalo, e farà tale che alcun altro circolo 
non potrà passare tra e«io e la curva al punto x, y. Infatti, per determinare le 
coordinale r, e ; del centro di questo nuovo circolo, e il suo raggio R, biso- 
gnerebbe esprimere che in questo nuovo circolo e nella curva y , y r e y n sono 
le medesime , il che darebbe le medesime equazioni di quelle che hauno ser- 
vito a determinare oc, 6 , e p . 

Il circolo che abbiamo determinato ha un contatto del second'ordioe al punto 
x, e y con la curva. Ed è il circolo osculatore di questa curva; e il luogo dei 
centri di tulli questi circoli è revoluta. Cerchiamo infatti la curva, la quale, in 
ciascuno dei suoi punti avrà un contatto del second' ordine col circolo la cui 
equazione é 


(x-a) 1 H-(r-/S)»e=p», 

e di cui gli elementi del contatto a , p e p haono tra loro la relazione 

¥ ( “ » ? > P ) =• °- 

Per giungervi, si potrebbe sostituire in quest'ullima equazione i valori di a, 
|5, p trovati sopra, e con l'aiuto dell'equazione del secoud'ordine ottenuta, ai 
risalirebbe all’ equazione primitiva. Ma se si suppongono le quantità a, f) , p co- 
stanti, il che renderà l’equazione al circolo, ti avrà l'equazione primitiva com- 
pleta; e se si fa variare et, |3, p, in modo che le equazioni prime e seconde 
dell'equazione del circolo siano le medesime, come se queste quantità fossero con- 
siderate come costanti, ti arrà un'equazione primitiva che sarà quella della cur- 
va inviluppante tulli i circoli rappresentali dalla medesima equazione. 

' fi' 

Si otterrà quest'equazione eliminando le quantità * , 3 , p, e — , — ; tra le 

£*. Ol 

equazioni 

(*-<x )»■+-(/- £)* = ,«* (I), 

x -«+(r-S)/=o . . . . (a) , 

»( /Sv p)~° ........ (3), 

c 1’ equazioni prime di queste prese relativamente alle sole variabili * , fi e a. 


Digitized by Google 


4C8 

• le quali sono 
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5* m' 

<* — «l -+• ^7(r — ,9)= -jjT' • • «)» 

• ■+■ 7?/'=° • • P)s 

t' a '*‘~ì ■ ì'P' ¥ ~i • t ' p — ° < 6 )- 

Ma i valori di x e di y si presentano generalmente ancora sotto una forma com- 
plicata, ed è più semplice di cercare di determinarli con 1’ aiuto di una terza 
variabile. 

Cominciando da eliminare^ per metto dell' equazioni ( 2 ) e (5), avremo 


M 


y 


= o 


la quale, combinata con l'equazione ( 1 ) dà immediatamente 


r=s» + — ’ ■ ■ ■ , y = j *t ■ — . 

V «'*-+•£'* V a'* -hi'* 

Sostituendo questi valori nell'equazione (4), si ottiene: 

equazione la quale , combinata eoo » (a, 3, p) — o, data dal problema servirà 
a determinare a e j9 in funzione di p, e per conseguenza ancora x e y. 

Ora, la relazione p' ~yj *'*•+■ p' % esistendo qualunque aia l'equazione della 

curia luogo dei centri dei circoli, cbe hanno un contatto del second' ordine con 
la curva cercata, si vede che la curva domandata è tale cbe il raggio 0 i eguale 
all' arco delta curva dei centri. Di più questo raggio è tangente alla curva dei 
centri. Infatti , la tangente a questa curva ha per tangente d' inclinazione 

fi' 

— J, ma il raggio ( è normale alla curva lo cui coordinale sono x e y, e la 


tingente dell'angolo che esso fa con l'asse delle x è . Ora dalla relazione 

/ 

' /sy 1 s* 

I H — a ’ = ° ' *' r ' c * fa ^ un 9 u ® <1 'aggio p è tangente alla curva 


dei centri. 

Il raggio dei circoli, che hanno un contatto del second' ordine con una curva, 
essendo sempre tangente alla curva luogo dei centri di tutti questi circoli, e nel 
medesimo tempo eguale all'arco di questa curva; segue cbe una curva qualun- 
que può considerarsi come generata dallo sviluppo di quella che è il luogo dei 
centri di tatti i circoli che hanno con essa un contatto del second' ordine. Que- 
st’ ultima curva è dunque 1’ evoluta della prima; il circolo che he un contatto 
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«lei jccoml' ordine con la rum «lata è il suo circolo oicoUlore , e il suo raggio 
« il raggio di curvatura di questa curva. 

Applichiamo ora questa teoria ad alcuni esempi. Proponiamoci di trovare revo- 
luta della parabola la cui equaxione è . 


y 1 =p x 

Prendendo le devivete, ti ha 

... (e). 


r' =: — 



3 ~,y' 

donde 

' 4r* ’ 


*e= 3x-t- — , 

il che dà per i valori di x e di y 

to' 

\ 



Sostituendo nell’ equazione (i), si ottiene 



Se ora si pone a — £-=5; vale a dire, se si trasporta l'origine delle coordi- 
nale all'origine dell' evoluta, si avrà per l'equazione dell' evoluta, 

/*.-*!!; 

*7P 

Questa curva avrà due rami, di cui P inferiore genererà il ramo superiore delta 
parabola, e vice-versa. 

Si potrebbe, seguendo il medesimo metodo, trovare V equazione dell’ evolute 
della cicloide , ma invece determineremo la natura di questa curva con Taioto 
delle considerazioni geometriche. 

Il raggio di curvatura della cicloide è eguale a due volte la normale alla curva 
(vedi Raggio di curvatura); ora, il valore massimo della normale è quello che 
corrisponde alla posizione OD ( Tav. CXXXI 5) nella quale essa è eguale a 
ar, r essendo il raggio del circolo generatore. Dunque il raggio di curvatura ha 
per valore massimo DD' = aOD , e il punto D' appartiene all' evoluta. Il 
punto M che è sul prolungamento della normale MR, e tale che MR, ed 

è ancora nn punto dell 1 evoluta. Determiniamo ora la natura di questa curva. 
Per eseguir ciò pel punto D' conduciamo D'F paralella ad AH, prolunghiamo il 
diametro RG fino al suo incontro in F con questa retta, e conduciamo FM f . I 
due triangoli MGR e M'FR essendo eguali, l'angolo in M' è retto poiché quello 
M lo è ancora, ciò prova che il circolo descritto sopra RF passa pel punto 
M . Le due rette M'F e MG essendo eguali, gli archi che esse sottendono sono 
eguali, e se ne deduce 

arco M'F » arcoRMG - arco RM = AO — ÀR =È\0 = FD'. 
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Siccome qneHe relazioni esistono per qualunque altro pnnfo dell’ evoluii, 
taglie che essa è una cicloide descritta da) movimento de) circolo HM'FR del 
medesimo raggio del circolo generatore della prima cicloide, che gira sopra la 
retta D'F, da D' che è l’origiue, sopra F 

Con I’ aiuto delle considerazioni che rapidamente esporremo, il Monge è giunto * 
a provare che una curva qualunque ha sempre un’ infiniti di evolute. 

Supponiamo che BAC (Top. CXXXIl,^#. i)$ia una curva a doppia curvatura 
qualunque. IVr un punto A di questa curva conduciamo un piano MNOP per- 
pendicolare alla tangente in A; conduciamo egualmente pel punto A', infinita- ' * 
mente vicino ad A, un piano MNC/P' perpendicolare alla tangente in A'. Questi 
«lue piani si taglieranno seguendo una retta OP che sarà Pass? del circolo, del 
quale possiamo supporre che l’elemento AA' delle curve faccia parte ; dimodoché 
se si abbassano da questi punti delle perpendicolari sopra questa retta, esse sa- 
ranno eguali tra loro e s’ incontreranno in un medesimo punto che sarà il centro 
di questo circolo, il quale sarà il circolo osculatore della curva. Tutti gli altri 
punti di questa retta saranno ciascuno ad egual distanza da tulli i punti dell'arco 
infinitamente picroio AA', e potranno per conseguenza esserne considerati come 
i poli; questa retta sarà perciò il luogo geometrico dei poli dell'arco AA'. Se 
ora si tratta egualmente per i punti infinitamente vicini A" , A"',.. • tutti i 
piani perpendicolari alle tangenti alla curra in questi punti, s* incontreranno due ^ 
a due seguendo delle rette CXP', 0''P' f , 0"'P'" ... . le quali saranno i luoghi 
geometrici dei poli degli archi A'A f ', A' f A"' .... e cosi di seguilo; per conse- 
guenza, la superficie curva che queste rette formano cou la loro riunione è il 
luogo geometrico dei poli della curva BAC. 

Conduciamo ora pel punto A e nel piauo MNOP una retta qualunque, e pro- 
lunghiamola fìntanto che essa incontri PO in d ; uniamo A' e d con una retta 
che prolungheremo finché essa incontri O'P' in d', conduciamo egualmente h/'d' 
e così di seguito; otterremo in questo modo una curva che passando per tutti i 
punti dd f d ,, d? ,t . . . sarà un’ evoluta di BAC. Infatti , tutte le rette A , A r d\ 
A ff d ft . . . sono tangenti alla curva dd l d ,t .... poiché esse sono i prolungamenti 
degli elementi di questa curva; di più se si concepisce che la prima A d giri in- 
torno del punto d per venire ad applicarsi sopra la seguente A ' d\ essa non avrà 
cessalo di essere Ungente alla curva dd’ d’\ e la sua estremità A, dopo aver per- 
corso l’arco AA', si confonderà con l’estremità A' della seconda. Seguirà il me- 
desimo per le altre rette b! d\ A n d ff ... La curva dd'd ,r è dunque tale che te 
s’immagina che una delle sue tangenti giri intorno di questa curva senza cessare 
di esserle tangente, e senza aver movimento nel seuso della sua lunghezza, uno 
dei punti descriverà la curva BAC; essa è dunque una delle sue evolute. Ma 
abbiamo supposto che la direzione di Ad fosse arbitraria, per conseguenza segui- 
rebbe 11 medesimo per qualunque altra retta condotta pel punto A nel piano 
uormale MNOP; dunque una curva qualunque ha un’infinità di evolute tutte 
comprese sopra la superfìcie, luogo dei poli della curva; questa superficie, che 
d’altronde è sviluppabile, é dunque il luogo geometrico di tutte le evolute. 

Se dal punto A si abbassa sopra OP la perpendicolare AD, dal punto A r sopra 
O'P' la perpendicolare A'*D', dal punto A" sopra O r 'P" la perpendicolare A n D ft 
e cosi di seguito , i punti D , D' , D" saranno i ceutri di curvatura degli ele- 
menti corrispondenti della curva BAC, e per conseguenza la curva passando per 
i punti IX, I)' , D'' sarà il luogo geometrico di questi punti. Questa curva pero 
non sarà 'uh* Evoluta della proposta, che fintantoché questa sarà piana. Infatti 
quando ona ‘curva è a doppia curvatura, due tangenti consecutive sono è vero 
in un medesimo piano, ma tre tangenti prese di seguito non possono trovarcisi ; 
per conseguenza tre piani consecutivi ciascuno normale alla curva , non possono 
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MMre perpendicolari »d no medesimo piano, e I’ tnlerseaione del primo e del se- 
eondo no» può essere parafella a quelle del secondo e del terzo. 
r S® dunque la curva BAC è a doppia curvatura , le rette OP , O'P', O" V' 
non sono pa rateile. Srgue da ciò che la retta AD essendo perpendicolare ad OP 
come la retta A'I) , questa prolungata fino in h non incontrerà O'P' perpendi- 
colarmente; le due rette AD e A'D' non incontreranno perciò la retta OP ha 
uno stesso punto. Ma queste due rette, considerate in piani differenti , noo pos- 
sono incontrarsi che «apra V intersezioni dei due piani nei quali si considerano, 
per conseguenza esse non si tagliano e non sono situale in un medesimo piano! 
ìwgue il medesimo delle rette A'D', A"D", A'"D"' prese due a due consecu- 
tivamente; per conseguenza esse nou possono essere tangenti consecutive di un» 
curva. Segue ancora da ciò che le, per due punti consecutivi D e D', ai conce- 
pisce un. retta tangente alla curva DD'D", essa non passerà pel punto A'; ma 
intanto che e nel secondo plano normale essa non potrebbe tagliare la curv» 
BAG che in questo punto A' ove questo piano la taglia, dunque la curva DD'D'' 
è tale che veruna delle sue tangenti prolungale non incontra la surra BAC e 
per conseguenza essa non può essere una delle sue evolute. 

Se la curva BAC fosse pian, tutte le rette OP, O'P', 0 "P" sarebbero perpen- 
i na 'ri* 1 delli ' e “ r,a * l" r e"<»e*uenza parafile Ira loro. Allora le rette 

’ . ’ sarebbero tutte nel piano della curva e si incontrerebbero con- 

secutivamente con la curva DD'D" della quale esse sarebbero tangenti. È evidente 
allora che quest, curia sarebbe revoluta della curva BAC, ed effettivamente 
quella che si ha I’ abitudine d» considerare. 

Si potrebbe ora proporsi di determinare l’ equazione delle superfìcie svilup- 
pa i i, luogo geometrico di tutte I evolute di una curva le cui equazioni sono 
• te; e quindi trovate I equazione di una evoluta determinata; ma queste con- 
siderazioni ci porterebbero troppo lungi, e rimandiamo tutti quelli che fossero 
desiderosi di studiare questa teoria iti tutte le sue particolarità, all 1 analisi ap- 
plicata alla geometria del Monge. 

EVOLUZIONE Vedi Sviluppo. 

KVOLVEYTE (Geom.). Curva descritta dallo svolgimento di un filo avvolto sopra 
la sua evoluta. Vedi Evolota. 

EXIMENO ( D. A teroaio ) , dotto granita spagnuolo o matematico nato nel i; 3 a » 
a astro insegnò per alcun tempo con molta reputazione le matematiche nell» 
scuola militare di Segovia. Essendo in seguilo passato in Italia, mori a Roma nel 
1798. Dei molti suoi scritti rammenteremo soltanto un trattato assai pregiato in- 

EZFrmEIh '? d '“' ar,i * li ' r ' < in •P-gnnolo), Segovia, in-8. 

EZECHIELE, astronomo armeno, uno dei più distinti allievi del celebre Anania 
l ii-j atsi, nacque verso I anno fi; 3 . Dopo avere acquistato estese cognizioni 
ne ag ronomia, nella fisica e nella rettorie», viaggiò nella Siria e nella Greci» 
onde istruir,, sempre più in tali , tu dj. Tornato in patria nel -no, fondò una 
scuola , alla quale usci un gran numero di allievi mollissimo istrutti nell’aslro- 
nomia e nella fisica. Ezechiele possedeva quasi tutte le cognizioni dei Persiani e 
degl, Arabi in 1,1, scienze. Mori nel 7,7. Ha lasciato le opere seguenti ancor., 
noverine: I Trattato dioica e di metafisica ; Il Trattato del moto dello 
Zodiaco-, III Discorso sopra la Creatone- IV Trattalo di retto, ica. 
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